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1. 

IJeber  die  Constraction  eines  einfachen  Polygons, 
welches  einem  gegebenen  gleichnamigen  Polygone  zu 
gleicher  Zeit  eingeschrieben  ond  oniBchrieben  ist 

Von 

Heini  Gymnasiallehrer  Nawrath 
ia  Neicce  ia  Schlesien. 


(FSg.     Tat  IV.) 

Ist  68  nioi^lich  in  der  Ebene  ein  einfaches  Polygoü  zu  con- 
struiren,  welches  einem  gegebeiieit  gleichnamigen  Polygone  zu 
gleicher  Zeit  eingeschrieben  und  unischrieben  ist? 

.  Diese  Frage  ist  von  Herrn  IVl  5  b  i  u  8  gestellt.  Seine  Unter- 
soebon!^  ergab,  dass  diese  Aufgabe  beim  Dreieck  und  Viereck 
keine  Losung  gestattet.  Es  war  mir  interesjjant  nachzusehen,  ob 
df*f>n  <!ie*»e  Anfirabe  auch  hc'im  rinfnchen  Fünfeck)  überhaupt  bei 
einem  eiofacheo  Polygone  in  der  Ebeoe,  uolusbar  ist. 

Eioen  Fingerseig,  wie  man  diese  Cnteraacbuog  ftiireD  kaon« 
fand  ieli  in  S  feiner'«  „Systematieeben  Entwiek«lan|c  der  Ab* 
bSngigfceit  geenetriseber  Gestalteo/'  Seite  94  behandelt  S tni  n  er 
die  Anfgabe:  Wenn  in  einer  Ebene  awei  gleiebnamige  Vielecke 
gegeben  sind,  ein  drittes  so  aeicboeo,  welches  dem  einen  um- 
schrieben, dem  andern  eingeschrieben  ist  Es  liegt  der  Gedanke 
nahe  die  beiden  gegelienen  Vielecke  als  zusammenfallend  zu  be* 
trachten,  und  dann  ergiebt  sich  meine  Untersuchung  als  ein  8pe> 
deller  Fall  von  jener  allgemein  von  Steiner  geffihrten. 

Ein  ebfaebes  »-Eck  entsteht,  wenn  man  n  Punkte,  naeb  irgend 
einer  Ordnaog  genommen»  in  ^em  Znge  durch  fi*maligen  Absetzen 

Tkcil  L.  .  I 


f 


»  2   N&wrmih:  CoMinteäon  einei  Hnfacken,  einem  gleichnamigen 

Ferbindat»  m  jedoch,  dass  man  bei  Jedem  Punkte  einmal  aahilt, 
Qod  Bolettt  wieder  in  den  Anfangspankt  zurllekkehrt 

Wir  bezeicbfien  die  n  «gegebenen  Punkte,  oder  Ecken  des 
Polygons»  der  Reibe  nach  mit  den  Zahlen  1,  2,  3,  ...  n.  Ist  n  eine 
gerade  Zahl,  so  gicbt  es  in  der  Reihe  von  1  h\s  n  zwei  in  der 
Mitte  ätebefide  Zahlen.  Die  Lioie^  weiche  die  mit  diesen  Zahlen 
bezeichneten  Ecken  verbindet,  wollen  wir  l  nennen,  die  daruui 
folgende  //  n.  s.  w.  und  die  letzte,  welche  mit  /  zusammenstusst  n. 
lat  M  dagegen  ungerade,  ao  iat « *|- 1  eine  gerade  Zahl ;  dann  giebt 
es  ia  daf  Reibe  ▼en  1  bis  n  -f- 1  awei  in  der  Mltle  atebende 
SEahlea«  Die  Linie,  welche  diene  lieideu  Baken  verbindet,  ael 
wieder  /,  die  daiaof  folgeode  ii  n.  a.  w. 

Beim  Viereck  iat  aJao:   23  =s  /, 

34=  //, 
41  =  ///, 
12  s  /F. 

Beim  Fünfeck  ist :         34  =  /, 

45=  //, 
51  =  ///, 
12  =  /F, 
23=  F. 

Ein  Polygon  ist  einem  gegebenen  Polygone  umschrieben,  «enn 
seine  Seiten  durch  die  Ecken  des  letzteren  flehen,  und  einge- 
schrieben, wen»)  seine  Ecken  in  den  Seiten  de«  gegebenen  liegen. 
Ein  Polygon  ist  daher  einem  gegebenen  zu  gleicher  Zeit  einge- 
acbrieben  und  umschrieben,  wenn  seine  Ecken  in  den  Seiten  dea 
gegebenen  liegen  uad  aeine  Seiten  dareh  die  Ecken  des  gegebn- 
nen  lanfen. 

In  der  Seite  /  des  gegebenen  Polygons  wählen  wir  einen  be- 
liebigen Punkt  A  und  yerbinden  denselben  mit  der  Ecke  1.  Dieser 
Strahl  trifft  die  Seite  //  in  einem  i*uakte.  Verbinden  wir  diesen 
Punkt  mit  der  Ecke  2,  8o  trifft  dieser  Strahl  die  Seite  ///.  Fah- 
ren wir  in  dieser  Weise  fort  zu  construiren»  so  erhalten  wir  end- 
lich auf  der  letzten  Seite  einen  Punkt»  deaaen  Verbindnagatlnle 
mit  der  letatoi  Ecke  dea  Polygone  nnf  der  Seite  /  ebien  Pnnkt  4| 
beatbnmt  Die  Punkte  ft  und  aof  der  Seite  i  aeien  entnpra* 
chendo.  Wir  kOnnen  umgekehrt  la  dem  Punkte  den  ent* 
apreehenden  a  finden,  wenn  wir  Ci  mit  der  letaten  Ecke  dea  Pe* 
lygena  verbinden;  dieee  Verblndüngalnife  trtft  die  letite  Seite  in 
einem  Punkte.  Legen  wir  dnreh  dienen  und  die  vorletatn  Ecke 
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M§99m§  wgieteh  tlngnekrtebenen  find  HmiektUötne»  FoipgiHU  S 

einen  Nfrah!,  so  trilft  (]it\ser  die  \  ()rl('fzfe  Seite,  u.  h.  w.  Bei  dieser 
C'MistnuMion  ^\ir  deo  entL'Oi^fri^esetzten  Weg  Von  vorhin, 

und  v*ir  uuisscii  uothw  <^n(lig  nui  denselben  Punkt  a  der  geraden  / 
stossen,  vor»  weichem  nir  das  ersfe  Mal  ausgegangen  »varen. 
Es  ist  (!aher  ^auz  gleichi^ültig,  ob  wir  zu  den  entsprecheoden 
Punkt  a,  suchen,  oder  un><;ekehrt.  Wenn  die  beiden  entsprechen- 
den Punkte  a  und  zusammenfielen,  so  wäre  ein  einfaches  Po- 
lygon construirt»  welches  die  verlangten  Eigenschaften  hesässe. 
Solehe  zusammenfallende  Punkte  lassen  sich  aber  leicht  construiren. 

Nebmen  wir  an,  der  Punkt  a  dnreUauA^  aaf  der  Geraden  / 
eine  Panktreihe,  die  Punktreifae  /;  dann  wird  der  Strahl,  welcher 
«  mit  der  Bcke  1  ?erbiodet,  ein  8trablbasehel  beschreiben,  deasen 
Miftelpnnkt  die  Ecke  1  ist^  nnd  xwar  eind  Panktreihe  /  nnd  Strahl* 
bOfcbel  1  in'  pempeetivitfcher  Lage.  Letsterea  trifft  die  Gerade  // 
10  der  Punktreihe  //,  und  wie  ersichtrieb,  aind  beide  Ponktreiben 
/  und  //  in  perspectivischer  Lage.  Die  Punkte  der  Punktrelhe 
//  mit  der  Ecke  2  verbunden  liefern  ein  Strahlböf«chel  %  welchen 
auf  der  Geraden  ///  eine  Punktreibe  ///  bestimmt.  Die  Punkt- 
reihen //  und  ///  liefen  ebenfalls  perspectivisch.  Endlich  erhalten 
wir  auf  der  letzten  Seite  eine  Punktreihe,  welche  mit  der  auf  der 
vorletzten  perspectivisch  ist.  Verbinden  wir  nun  noch  die  Punkt- 
reibe auf  der  letzten  Seite  mit  der  fetzten  Ecke,  so  wird  diesen 
Strahlenhusche!  auf  der  Seite  /  eine  neue  Punktreihe  /,  bestim- 
men. Da  Punktreihe  /  perspectivisch  igt  mit  Punktreihe  //,  diese 
wiederum  mit  Punktreibe  ///  u.  s.  w.,  »o  fol^t,  dass  die  beiden  auf 
einander  liegenden  Punktreilion  /  und  Ii  projectivisch  «ind.  Be- 
kanntlich fallen  bei  zwei  auf  einander  liegerfden  projectivi^chen 
Punktreihen  im  Allgemeinen  zweimal  enttipr*  i  hende  Punkte  zu- 
Muimen.  Letzteres  ist  immer  der  Fall,  wenn  die  auf  einander 
liegenden  Punktreihen  ungleich  liegend  sind.  Wenn  es  nun  mög- 
lich wäre,  die  Polygone  so  zu  construiren,  dass  die  l'uiiktreihe  / 
nnd  /|  uii^ieiclj  liegend  sind,  und  wenn  wir  von  den  zusammen- 
fallenden entsprechenden  Punkten  aui»gehend  den  oben  angegebe- 
Den  Weg  verfolgen»  so  mQasten  wir  wieder  in  unserem  Ausgangs- 
punkte anlangen  und  hätten  dann  ein  Polygon  durcblanfen,  welchen 
dem  gegebenen  an  gleicher  2eit  eingeschrieben  und  umsehrieben 
isL  Wir  neben  ferner,  dasa  dann  immer  awel  Polygone  von  be- 
sagter Eigenschaft  existiren. 

Wie  müssen  aber  Polygone  constmirt  werden,  damit  die  Pttnkt* 
reihen  #  und  /|  nngleichliegend  sind!  Ehe  wir  nna  mit  dem  all- 
gemeinen Falle  beschSitigen,  wollen  wir  vorher  das  Viereck  nnd 
Ftnfeck  nnterauohen. 
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4    Nawratk:  ComtrucUon  eines  einfachen,  eitlem  gleicfmamigcn 

Wir  betracbtei)  nun  das  Viereck  1S34  and  beMlehii«ii  «eine 
Seiten,  wie  oben  angegeben: 

23=  /. 
34=  Ii, 
41  SS  /##. 
13  =  IF. 

Um  zu  erkennen,  ob  in  den  beiden  Punktreihen  i  und  ent- 
sprechende Punkte  z««iamiirenrallen ,  nrnnsen  wir  die  Lage  irgend 
dreier  entsprechender  l^mktenpaare  ,  durch  ^reiche,  wie  bekannt» 
die  projectlvische  Heziehunti  vollwtändig  bestinniit  ist,  untersuchen. 
Wir  suchen  zu  den  drei  ausgezeichneten  Punkten  3,  y  und  2  det 
Paoktreibe  /  die  ihnen  entsprechenden  in  der  Punktreibe  /|< 
(Fig.  L).   Der  Strahl 

13  trim  //  III  3, 

23  ///  M 

3y  „  IV  „  2, 
42  /  „  2. 

Dem  Ponkte  3  der  Panktreihe  /  entspricht  der  Punkt  2  der 
Punktreihe  /|;  eie  mOgen  reep.  mit  a  uod  ai  bezeichnet  werden. 
Der  Strahl 

1^  trifft   //  in  4, 

24  ///  „  4, 
34  „  tV  X, 
4»         /  „  a 

Es  entspricht  also  dem  Punkte  y  der  Punktreihc  /  der  Punkt 
3  der  Panktreihe  Ii ;  sie  mugen  resp.  b  und      heib^en.    Der  Strahl 

12  triit  //  in  z, 

2s  „  in  n  h 
31      ly  I, 

41  /  „  y- 

In  den  Punktreihen  I  ond  Ii  aind  also  2  und  y  enteprecbend« 
Punkt»;  wir  wollen  ete  reep«  c  aod  Ci  nennen. 

Es  bleibt  noch  fibrig  zn  untersnchen»  ob  bei  dienem  Ent- 
sprechen von  Pookten  Irgend  welche  entepreehende  Pnokfn  mi* 
•ammenfalien. 

Dan  beaetchnea  wir  einen  veiänderllcben  Punkt  der  Paokt- 
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Polpgene  %ugUich  eingeschrtebenen  und  umscArieäeneH  Polygous.  5 

reibe  /  «El  r>  Mioen  entvpfecbendeD  in  der  Pnnktreibe  7|  mit  ri  und 
Imms  den  Punkt  j  die  Ponictrellie  /  dnrcMuiren.  Befindet  eieh  r 
in  a,  eo  Ist  in  «i*  Bewegt  eicli  r  von  a  nach  9,  eo  beiregt 
•icb  f|  von  tti  dureh  den  nnendKch  eotferoteo  Pnnkt  bis  l»|  und 
kommt  erst  in  ^  an»  wenn  j  in  (  ist  Der  Punkt  jr  bat  also  sei- 
nen entsprechenden  auT  der  Streelw  nicht  getroffen.  Rflckt 
wio  t  in  derselben  Riciitnng  von  (  nach  c,  so  rückt  ri  von  (| 
oach  C|  and  trifft  io  C|  ein,  wenn  jr  in  c  ist  Auf  der  Strecke  bat 
daher  der  Punkt  jr  seinen  entsprechenden  jr^  auch  nicht  hegegnot 
Gebt  nun  endlich  r  von  c  durch  den  unendlich  entfernten  Punkt 
a,  80  geht  )r,  von  nach  und  langt  in  «i  an,  wenn  x  in  « 
ist;  also  auch  auf  dieser  Strecke  haben  sich  r  unil  nicht  ge- 
troffen. Beide  Punkte  X  und  Ti  hat)eii  demnach  die  Seite  23  =  / 
in  ihrer  ganzen  Unendlichkeit  durcMauien  ohne  sich  zu  begegnen. 
Daraus  folgt,  das«  zu^amnieofallendc  entsprechende  Punkte  io  den 
heiden  projectivischen  Punktreihen  /  und  /j  nicht  existiren.  Hier- 
aus er^iebt  sich,  dass  kein  Viereck  construirt  werden 
kaoo,  weiches  dem  gegebe  neu  zugleicii  eiugeäcbriebeu 
•od  umschrieben  wäre. 

Das  Strahlbüschei  l  und  das  6trahlbüschel,  »veK  lies  entsteht, 
wenn  man  hämmtliche  Punkte  der  Punklreihe  /j  niit  der  letzten 
Ecke  verbindet,  sind  projectiv isch.  Die  l)urchschnittf*j)unkte  ent- 
sprechender Strahlen  roflsseu  aUo  aut  einem  Kegelschnitte  liegen, 
welcher  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Strahlbüschel  oder 
die  heiden  Ecken  des  Polygons  hindurch  geht.  Wenn  in  den 
Paoktreibeo  l  und  entsprechende  Punkte  zu^aramenbllen,  so 
•Jod  diese  Ponkte  nngleich  Darchschnittspunkte  je  zweier  eot* 
•pieehenden  Strablen  der  projectiviseben  StrablbOschel,  mithin 
Poakte  eines  Kegelschnitts.  Da  beim  Viereek  anf  der  Geraden  i 
keine  entsprechenden  Pnnbte  susammenfaUen,  so  ersehen  wir» 
4iw  der  dnrcb  die  beiden  projectiviseben  Strablbflscbel  1  und  4 
erxeagte  Kegelschnitt  die  Linie  /  nicbt  schneidet.  Wir 
haben  also ,  obwohl  anf  anderem  Wege,  daaselbe  Resultat  beim 
Viereck  gefunden,  wie  Herr  Möbius»  und  geben  jetst  snm  Fünf- 
eck über. 

Es  «ei  aUo  das  F^üufeck  1*2345  gegeben.  Wir  bezeichnen 
34=6|,  46  =  //,  51  =  ///.  12  =  /r,  25=  F.  Wir  nehmen  von 
den  gegebenen  Ffinfeck  (Fig.  II.)  die  vier  Punkte  1,  2,  3,  5  und 
die  vier  Geraden  II»  ///,  IV,  F  als  feet  au  und  lassen  den  Punkt 
4  auf  der  Geraden  //  sich  fortbewegen,  oder  was  dasselbe  is^  die 
fiende  /  sich  um  den  Punkt  3  drehen.  Von  vornherein  iet  klar, 
diw  jeder  Lage  der  Geraden  /  ein  bestimmter  durch  die  festen 
^nkte  ]  und  S  gehender  Kegelschnitt  entsprechen  wird.  Diese 


6    Namrath:  CmUrueUo»  Hnes  Hnfiieken,  Hmm  gieieknmip^ii 

Kegelschnitte  beben  eber  eneb  nocb  andere  feete  Panbte  gemein- 
sebaftlieb;  denn 

U  trifft  //  io  a, 
2a    „   ///  ,  d, 

42       r  n  9; 

52  entspricht  alKo  dem  Strahle  la  oder  1«  des  Rfl«chels  I,  und 
zwar  8iri(l  dipse  beiden  Strahlen  f''st,  wenn  auch  der  I^nrtkt  i  niif 
der  (ieraden  //  sich  hewegt.  Ihr  ^Schnittpunkt  a  isi  (Kilnr  allen 
Kegelschnitten,  welche  der  Reihe  narh  den  verschiedenen  La^cn 
des  Punktes  4  auf  der  Geraden  //  cntsprecheii,  gemeinschartlich. 
Der  IUI  kr  «  iHsstsicb  leicht  linden:  man-verhinde  den 
iSchiiittpunkt  (//,  F)  =  «  mit  der  Ecke  1  und  siehe  25, 
beide  Linien  t»chneiden  sich  In  fc.    Ferner  trifft: 

54  die  Gerade   F  in  e» 
4e 

»»  »> 
36  M      f,      ///  »»  c, 
2c  //  M  ß; 

Iß  und  54  =  //  eind  entepreebende  Strablen,  trelcbe»  ttie  leiebt 
ereicbtUeb*  ibre  Lage  nicbt  ftndernj  wenn  ancb  der  Pnnkt  4  sieb 
iodert.  Ibr  Sebnittpnnkt  ß  ist  daber  ancb  allen  Kegelschnitten 

gemeinscbaftlicb«  ß  ist  leiebt  an  finden;  erstens  liegt  er 
auf//;  ferner  verbinde  mar)  den  Sch  nittpunkt  (//,  /F) 
sa6  mit  3  und  erhält  auf  i//  den  Punkt  c;  zieht  man  2e, 
so  schneiden  2c  und  //  sieh  in  ß.  Ein  fünfter  Punkt  x  des 
iedesmaligen  Kegelschnitts  liest  sich  ebenfalls  leiebt  bestimmen: 

12  ttifft    //  in  f). 


20 

/// 

1. 

31 

„   IV  „ 

41 

•>     ^  fi 

e; 

5e  und  12  sind  entsprechende  Strahlen  der  BOschel  1  und  5,  mit- 
hin ihr  SchüittjMinkt  %  ein  Piiitlit  des  Kegelschnitte.  C  ai  deo 
Punkt  zu  construiren,  ziehe  man  14,  welcher  auf  der 
Geraden  V  den  Punkt  c  bestimmt.  Der  Strahl  5e  trifft 
den  festen  Strahl  12  in  x.  Wenn  4  auf  der  Geraden  U  mUh 
bewegt,  so  bMbt  der  Strahl  12  fest;  aber  der  Pnnkt  e  besebreibt 
anf  F  und  mit  diesem  der  Pnnkt  r  auf  dem  festen  Strahl  ISsslP 
eine  Pnnktreibe.  Wir  haben  abe  felgendes  Rnsultats 
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Wesn  fl«r  PqdIiC  4  aof  der  Geraden  //  eine  Punkt* 

reihe  durchlauft,  so  entspricht  jeder  Lage  dieses 
Punktes  ein  Kegelschnitt,  n  elch er  durch  die  vier  festen 
Pnokte  1,  5,  /3  hindurchgeht  und  jedesmal  noch  dorch 
einen  f0nften  veränderlichen  Pnnkt  jr  nnf  der  Geraden 
/F  beatimmt  ist, 

oder: 

wenn  die  Gerade  /  ein  Strahlbfiscbel  beschreibt, 

dessen  Mittelpunkt  der  Punkt  3  ist,  soentsprichtjcder 
Lage  von  /  ein  Ke^eischni  tf ,  welcher  durch  die  vier 
festen  Puiil^te  1,  5,  a,  ß  und  einen  veränderlichen 
Punkt  f  auf  der  Geraden  IV  bestimmt  ist- 

Es  fragt  sieb,  wie  der  Strahl  /  gelegt  weiden  mnss,  dsmit  er 
•einen  entsprechenden  Kegelschnitt  treffe.  Mit  der  Beantwertnag 
dieser  Präge  ist  sugleich  die  Losung  gegeben  für  feinde  Anf* 
gäbe:  den  Punkt  4  auf  der  Geraden  //  so%su  wählen,  damit  dem 
so  entstehenden  Pfinfeck  zwei  andere  Fünfeclw  an  gleicher  Zeit 
eingeschrieben  nnd  umschrieben  werden  können. 

Alle  Kegelschnitte,  weiche  durch  vier  feste  Punkte  hindurch- 
gehen, bilden  ein  Kecrelschnittbüschel.  Es  ist  l>ekannt,  dass  jede 
Transversale  ein  KegeläcbnittbQschel  in  einem  Punktsj^stem  trifft. 
Dieses  Punktsystem  i^t  entweder  elliptisch  oder  hyperboilscb.  Ist 
es  elliptisch,  so  8iad  (Schruter'M  Theorie  der  Kegelschnitte, 
S. 264)  alle  l^utiktpaaie  reell;  d.  h.  dann  triilt  jeder  Kegelschnitt 
des  liüschels  die  Transversale  in  reellen  Punkten.  Ist  dagegen 
das  Punktsystem  hyperbolisch,  so  treffen  nicht  alle  Kegelschnitte 
des  Bfischels  die  Transversale  In  reellen  Pnnktenpaaren»  sondern 
einige  auch  Id  imaginüren.  Wenn  wir  alse  das  Kegetsehaittbfischet 
als  gegeben  betrachten,  nnd  das  von  den  Kegelschnitten  auf  der 
Geraden  aosgeschoitteoe  Puektsystem  elliptisch  ist,  so  wird  jeder 
Kegelschnitt,  also  auch  der  der  gewählten  Lage  von  /  entspre- 
chende, die  Gerade  i  in  zwei  reellen  Punkten  treffen.  In  diesem 
Falle  liefert  also  immer  das  gegebene  Ffinfeck  awei  andere,  weiche 
ihm  an  gleicher  Zeit  eingeschrieben  nnd  umschrieben  werden 
könne».  Ist  aber  das  Punktsystem  hyperbolisch,  so  giebt  es  an« 
ter  den  Punktenpaaren  imaginäre,  das  heisst,  dann  kSnnen  nicht 
immer  Fünfecke  dem  gegebenen  sngleich  eingeschrieben  nnd  am* 
schrieben  werden. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  wann  das  Punktsystem  auf  /  el- 
liptisch, und  wann  hyperbolisch  ist.  Auch  dafür  giebt  es  ein  Krite- 
rium.   (Schröter*»  Theorie  der  Kegelschnitte,  S.  236.).  Wenn 
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nfimlich  von  den  vier  Mittelpunkten  des  Bflschels  eine  ungerade 

Anzahl  zu  beiden  Seiten  von  der  Transversale  lie^t,  so  ist  das 
.  Punktsysteni  auf  derselben  elliptisch:  liei;t  eine  gerade  Anzahl 
SU  beiden  Seiten,  so  i^t  das  Puiiktsy.steni  hyperbolisch,  falls  näm- 
lich die  vier  Mittelpunkte  so  gelegen  sind,  dass  jeder  ausserhalb 
fies  von  tlen  drei  andern  {gebildeten  Dreiecks  wich  hefmdet.  Lie- 
gen dagegen  die  vier  Mittelpunkte  so,  dass  einer  von  ihnen  in  dem 
von  den  drei  anderen  gebildeten  Dreieck  lie{:t,  so  (indet  das  Um- 
gekehrte statt,  (las  Punktsystem  auf  der  Geraden  ist  hyperbolisch, 
wenn  eine  ungerade  Anzahl  von  den  vier  Mittelpunkten  des 
BOscbels,  dagegen  elliptisch,  wenn  eine  gerade  Aosabl  zu  beiden 
Seiten  der  Transversale  liegt. 

Wenn  also  die  Punkte  I,  %  3,  5  und  die  Geraden  //, 
y//,  IV.  V  gegeben  sind,  «o  construire  man  noch  die 
Punkte  a  und  ß.  Bilden  die  vier  Punkte  I,  5,  a,  ß  ein 
Viereck  lait  keinem  einspringenden  Winkel,  so  ziehe 
man  die  Gerade  so,  dass  eine  ungerade  Anzahl  von  den 
▼ierPunkten  tu  beiden  Seiten  von  /  liegen;  bilden  da- 
gegen die  Punkte  1»  a,  ß,  5  ein  Viereek  mit  einsprio' 
gendem  Winkel,  so  siebe  man  die  Gerade  i  in  der 
Welse,  dass  eine  gerade  Aasahl  von  diesen  Pnnkten 
auf  derselben  Seite  tob  1  liegen;  dann  künnen  jedesmal 
dem  so  eonstruirten  Fünfeck  siret  Fflufeeke  so  gleicher  Zeit  ein- 
V  gescbrieben  und  nmscbrleben  werden. 

Die  sttsammenfallenden  Punkte  der  auf  der  Geraden  i  liegen- 
den Punktreihen  werden  lelcbt  vermittelst  eines  Kreises  constniirt. 
(Schrr*ter*s  Theorie  der  Kegelschnitte,  S.  47.).  Zu  diesem 
Behufe  construire  man  auf  der  Geraden  drei  Paar  entsprechende 
Punkte;  da  1«  und  5«t  entsprechende  Strahlen  der  den  Kegel* 
schnitt  eneugeoden  Slrablbüschei  sind,  so  sind  die  Schnittfiunkte 
derselben  auf  der  Geraden  /  die  entsprechenden  Punkte  s  und  «i. 
Ebenso  sind  \ß  und  entsprechende  Strahlen,  mithin  Ihre  Schnitt, 
punkte  b  und  auf  /  entfsprechende  Punkte.  Drittens  sind  Ir 
und  5jr  entsprechende  Strahlen,  mithin  ihre  Schnittpunkte  c  und 
C|  mit  /  entsprechende  Punkte.  Nun  nehmen  wir  in  einem  be- 
liebigen  Kreise  einen  Punkt  B  tvillkuhrlich  an,  verbinden  die 
Punkte  a  6  c  Cj  mit  B  durch  Strahlen,  welche  die  l^eripherie 
xum  zweiten  Male  resp.  in  den  Punkten  a  «i  j3 /i,  y  treffen,  be- 
stimmen ferner  die  Schnittpunkte  (tt|3, ,  a^ß),  (ay,  ,  und  ihre 
Verhindiingölinie  jC;  die  Schnittpunkte  der  letzterei»  mit  dem 
Kreieie  verbinde  man  mit  ß  durch  Strahlen,  welche  die  Gerade  / 
iu  den  zusiimmenfallenden  Punkten  treffen. 

In  Fig.  III  ist  die  ausgesogene  Figur  das  gegebene  FOnfeck, 
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die  pnnctirte  Figur  dag^eo  eins  von  deo  beiden  Ffinfecken,  wel- 
cbe5  dem  gegebenen  su  gleicher  Zeit  eingeecbrlebeo  and  om- 
eehrieben  ist 

Wir  geben  jetit  so  dem  n-Eek  Sber« 

Schon  \\u  Anlange  dieser  üntersuchiifig  f inden  wir,  das«  es 
Polygone  siebt.  Heichen  immer  i^leichnaiuige  t^ülygone  zu  gleicher 
Zeit  eingeschrieben  und  umschrieben  iverden  können ,  und  aswar 
•ind  die«  jene  Polygone»  bei  weicben  die  auf  einander  liegenden 
Pnnktreiben  /  ond  ungleichiiegend  sind.  Bei  welchen  Polygo- 
nen dies  stattfindet,  liset  aich  leicht  mittelst  folgender  unmittelbar 
ersichtlichen  SStse  erkennen: 

Wenn  dieMittelpuiiLte  zweier  pcrspectivisch  lie- 
genden StrahlliÜ6:chel  aut  derselben  Seite  von  ihrem 
perspecti  vi  sehen  Durchschnitt  liegen,  8o  haben  die 
beiden  8trahlbu«icbel  dieaelbe  Urebrich tung,  z.  B.  wie 
der  Weiser  einer  Uhr*  Liegen  sie  auf  eotgegenge« 
eetnten  Seiten,  so  haben  sie  entgegen^esetste  Dreh* 
richtnog,  also  das  eine  Strahlbascbel  hat  die  Dreh- 
rlchtung  des  Weisers  einer  Uhr,  das  andere  die  ent- 
g0g«ng«*otste* 

Wenn  die  beiden  concentriscben  Strahlenb  uschel 
1  und  Ii,  welche  entstehen,  wenn  die  Punk  treiben  /  und 
ii  mit  der  Ecke  1  durch  Strahlen  verbunden  werden, 
dieselbe  Drebricbtnng  haben,  so  sind  die  Pnnktreiben 
/  «ad  /,  gleichliegend.  Im  entgegengesetsten  Falle 
nnglelchiiegend. 

Au8  diesen  beiden  Sätzen  fol^t,  dass,  wenn  kein  mal  die  Mit* 
telpunkte  je  zweier  auf  einander  folgenden  StrahlbOschel  auf  ent- 
gegengesetsten Seiten  Ton  ihrem  perspecti vischen  Durchschnitt 
liegen,  die  eoneentrischen  Strablenbdschel  I  und  l|  dieselbe  Dreh- 
Richtung  haben,  die  Punktreihen  /  und  ig  alao  gleichliegend  sind. 
Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  die  Zahl,  wie  oflmal  die  Mittelpunkte 
Je  sweler  auf  einander  folgenden  BOschel  auf  derselben  Seite  toh 
ihrem  perspectivischen  Dorehscbnilte  liegen,  eine  gerade  ist.  Ist 
diese  Zahl  dagegen  ungerade,  so  sind  die  auf  einander  liegenden 
Pusktreihen  1  und  /g  ungleichliegend. 

Wir  erwähnten,  dass  das  StrahlbCschel  1,  welches  anf  der 
Geraden  /  die  Punktreihe  /  bestimmt,  mit  dem  Sirablenhfisehel  S 
perspectiviscb  liegt;  ihr  pernpectivischer  Durchschnitt  ist  die  Ge- 
rade IL  Das  StrahlbOschel  2  ist  perspeeliTisch  mit  dem  Strahlbll- 
sehet  3;  ihr  perspectivischer  Dnrchschnitt  ist  die  Gerade  lU  u.s.  w. 
Das  Strahlbfischel,  dessen  Mittelpunkt  die  letate  Ecke  ist,  ist 
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|Mr«pee(iv'i8ch  mit  dem  zweiten  Sftraliihäschel  Ii»  dessen  Mittel» 
punkt  auch  die  Ecke  1  ist;  ihr  perspectivischer  Durchscbnitt  wt 
die  zweite  auf  der  Geraden  /  liegende  Ponktreibe  Ji, 

Am  dem  Enrlhoteii  ergibt  sieb  leiebt  folgendes  Resultat: 

Wenn  wir  ein  einfach  es  Polygon  als  cioe  gebrochene 
in  sieh  selbst  surflckkehrende  Linie  betrachten,  seine 
Eeken  der  Reihe  nach  mit  1,  2,  3. . .  nnd  seine  Selten» 
wie  XQ  Anfang  dieser  Untersucbnng  festgesetat,  mit  /, 
ü,  JZTa. s.  w.  beseichnen,  so  kann  dis  Zahl»  wie  oftmal 
eine  Seite  oder  Ihre  Verlfingerung  aio  gleichnamige 
Ecke  von  der  onmittelbar  vorangebenden  trennt»  eine 
gerade  oder  ungerade  sein«  Im  letzteren  Palle  kOnnen 
dem  Polygon«  Immer  awei  gleichnamige*  an  gleicher 
Zelt  eingeschrieben  and  umschrieben  werden. 

Mit  Hilfe  dieses  Rssnllats  lassen  sieh  Polygone»  welchen  an- 
dere gleichnamige  sn  gleicher  Zeit  eingeschrieben  und  nmscbrieben 
werden  k0nnen»  leicht  constrolren  und  wir  versvchen  dies  hei 
einem  Sechseck,  Za  diesem  Behnfe  aeichoen  wir  ein  Sechseck» 
welches  keinen  einspringenden  Winkel  hat;  dann  kann  man  sich 
leicht  flberaengen»  dase  die  anf  einander  liegenden  Ponktreihen  / 
nnd  /|  gleichliegend  sind»  sie  sollen  aber  nogleicbliegend  werden. 

Man  bezeichne  In  Fig.  IV.: 

34=  /, 

45=  y/, 
56— iii» 
Ol  =  IV, 
13=3  F, 

23s  n. 

und  Insse  die  Gerade,  welche  die  letzte  Ecke  mit  der  ersten 
verliindet,  also  die  Gerade  IV,  ein  Strahlbfiscbel  beschreiben, 
dessen  Mittelpunkt  die  Ecke  1  Ist;  dann  dvrcblluft  die  Ecke  6 
auf  der  Geraden  III  eine  Ponktreibe.  VerlSngem  wir  13  bis  «» 
14  bis  23  bis  7»  34  bis  d  nnd  begleiten  den  Pnnkt  6  von  dem 
Punkte  d  aus  auf  seinem  ganzen  Wege  hie  9  aurCIck,  dann  be- 
merken wir  Folgendes:  Ist  der  Punkt  6  innerhalb  der  Strecke  du, 
so  wird  keinmal  eine  Seite,  oder  ihre  Verlingerong  die  gleichna- 
mige Ecke  von  der  vorhergehenden  trennen;  die  Punktreiben  / 
und  i|  sind  also  gleicbliegend.  Ist  der  Punkt  6  innerhalb  der 
Strecke  aß,  so  trennt  die  Gerade  IV  in  ihrer  Verlängerung  die 
Ecken  3  und  4.  Bewagt  sich  der  Punkt  6  vom  Punkte  y  bis  zu 
dem  unendlich  entfernt«n  Punkte  hin»  so  wird  jetst  die  Gerade  Vi 
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Id  ihror  Verliogerung  die  Bckea  5  ood  6  van  einander  tiennen. 
kt  der  Ponkt  So  der  gemeineehafllieheo  Strecl^e  fiy,  eo  trennt  die 
VerÜngernng  der  Geraden  IV  die  Eeicen  4  und  3,  ^ebeneo  die 
VerlSngernng  von  VI  die  Ecken  9  und  6;  daher  eind  IQr  diene 
Strecke  die  Punktreiben  /  und  Ii  gleicbliegeiid.  Gelangt  der  Punkt 
6  durch  den  unendUch  entfernten  Punkt  auf  die  andere  Seite  der 
Geraden  so  trennt  die  (>erade  /  die  Ecken  I  und  6  und  zwar 
eo  lange,  bis  der  Punkt  6  nach  d  kommt.  Es  kannal^o  der  Punkt 
6  Innerhalb  der  Strecke  ay,  und  in  der  Strecke  von  ß  durch  den 
unendllcb  entfernten  Punkt  hU  ö  liegen;  dann  können  jedesmal 
dem  so  entstandenen  Sechseck  zwei  andere  au  gleicher  Zeit  ein* 
geachrieiien  und  nmachrieben  werden. 

Garn  dieeelbe  Untereucbung  iSast  eieh  fiir  daa  Siebeneck» 
Achteck  n.e.w.  anateilen.  Die  suaaminenrallenden  Punkte  werden 
immer  nun  drei  Paaren  entsprechender  Punkte  vermittelet  elnef 
Kreieee,  wie  eben  geeehehen,  cenatruirt 


II. 

Der  Lehrsats  des  Hatthew  Stewart 

Voa 

Herrn  Prof.  6'.  A.  B  reischneider 
in  Gotha. 


•  (Figarco  t.  T«t  IV.) 

{.  I. 

In  den  letzterschienenen  Bänden  des  Archivs  sind  zu  wieder« 
holten  Maien  Sätze  aufgeführt  worden,  die  sich  bereits  eines  län« 
germ  Daaeina  erfreuen,  aber,  da  nie  In  die  gewöhnlichen  Lelir» 
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bucher  keinen  Eiogang  gefunden,  der  MebnaU  der  Lehror  der 
Mathematik  uobekannt  geblieben  sind*).    Hierlier  gehört  auch 

der  von  Matthew  Stewart  herrührende  Satz  vom  ebenen  Dreieck, 
auf  den  bereite  Chaslee  in  «einer  Geschichte  der  Geometrie  auf- 
merksam gemacht  hat,  nnd  der  seiner  ungemeinen  Fruchtbarkeit 

halber  in  das  Lehrbuch  der  Planimetrie  von  Kunze,  sowie  auch 
in  mein  Lehrgebäude  der  niederen  fieometrie  atifG^enammen  %vor- 
den  ist.  Da  er  bisher  nur  geringe  Beachtung  gotunden  zu  haben 
scheint,  BD  erlaube  ich  mit,  ihn  im  Folgenden  etwas  genauer  su 
betrachten. 

Zieht  man  in  einem  gradlinigen  Dreiecke  ABC  (Fig.  ])  nach 
einem  beliebigen  Punkte  D  der  Grundlinie  BC  ans  der  Gegen- 
spilse  A  die  Tranerereale  AD  ss  t,  und  heseichnet  BD  =  a,, 

CD=a^„  BAD^A^  CAD=A^  Dr.  ABD=^A,,  Dr.  ACD^A,^ 
so  ist  stets: 

afi  SS      +  (I) 

Den  einfachsten  Beweis  dieses  Satzes  erhält  man,  wenn  man 
aus  A  das  Loth  AE  auf  BC  fällt,  nach  Euclid.  U.  12  &  13  für 
ED  =  X  die  Gleichungen : 

bildet  und  aoe  dieeeo  x  eliminirt. 

Als  einfache  Zusätze  zu  diesem  Lehrsatze  ergeben  sich  alsbald: 
1)  Halbirt  die  Tranavereale  I  die  Grundlinie  a,  eo  wird: 

«•  +  ia^  =  i(62  +  c«)  (-2) 

3)  Ist  b^Ct  alae  das  Dreieck  gleleheeheokllg,  se  wird: 

6»-t«  ^Qfi^    .  (?) 

3)  Ist  die  Transversale  i  gieieb  einem  der  Schenkel,  s.  B. 
gleich     ee  ist: 

c«  =  aa^  (4) 


*)  Solche  Silie  nslsr  der  nsgehenten  Mssee  mstiienislifleheff  Sitae 
wieder  «n*s  Lich(  zu  sieheu  uod  tu  den»  weiteier  Bearbeitung  und  An- 
weadaag  hci'ni  Unterricht«  sMuregen,  ist  eben  mit  Zweck  des  Archivs. 

O. 
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4)  V^fbalton  «leb  die  Stracken  ii,:a,, sin:«*  so  erhitt  der 
Lehraati  dte  Form: 

ii(ca-a/}+m(6*-a,«)  =  (iiH-n)<«  (5) 

5)  Verfallt  sich  cpedell  atia„^€ib,  d.  h.  halbirt  die  Trmne- 
Tcrvale  I  den  Winkel      so  wird: 

f*=6c — a^a^  .  .  .   (6) 

{.  3. 

Der  Stewart' «che  Satz  kann  aber  in  eine  andere  Form  ge- 
bracht werden,  in  welcher  er  zu  weiteren  Anwendungen  geschick- 
ter Hird.    Multiplicirt  raan  nämlich  die  Gleichungen: 

a|i  =  b*üt  +  aa,«„ 
«,6*  =s  l^a — c*Äj,  +  «e^«j, 

der  Reihe  nach  mit  a,  und  a^,,  so  erhält  man  nach  einfacher 
Reduktion  alsbald  die  Ausdrucke: 

Ä  6*a^*  +  c*a,  *  +  So^a^^  be  cea  ^ 
6*o,«  =  thi^  +  c««/  —  aa^     +  c«  -  a,') 
=  f«fl«  +  r«a,«  —  2aa,,<c  cos -4, 

Wird  in  diesen  Gleichungen  einer  der  drei  Winkel  A  A,  A„ 
ein  Rechter,  so  ergiebt  sich  der  Reihe  nach; 

Ä««*=<V+c*e/    (  (8) 

was  einen  nicht  uninteressanten,  metrischen  Satz  am  rechtninfc- 
ligen  Dreieck  darbietet,  der  bis  jetzt  noch  nicht  bekannt  an  aein 
acheint  —  Bezeichnet  man  ferner  der  Kflrse  halber:. 

iai-ba,-^ea„:as2S,  a-^bi-es^^, 

aiao: 

'^ia'^ba,-^ea„^2(8-ia)  —  a*f*6-|>e  s3(«~a), 
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so  crbitt  man  bvs  (7)  auf  bekannt«  Weine  leicht: 

8(8-^  ia)  SS  OfOf, {»  — 6)  («  —  c)  =  a^aj/c  »in*  iA , 

6a,)  =  4aa««  +  o, + e){t—a,  +  c)  ä  aa,/ccoe«|^, 
(S^to)(S-ciiJ  =  iaa,,{t  +    -  c) (-1  +  a,  +  c)  =r  na^fesin^M^ 

u.  s.  vr. 

(10) 

Ingleichen : 

=M«^^eot|il,»  I     ...  .(11) 

sin       f       =  (<«  +  CO  J  sin  ) 
u.  a.  w. 

Endlich  verdient  noch  erinnert  zu  werden,  dass  sich  der 
Stewart 'nebe  Satz  leicht  auch  nnter  einer  der  naehfolgenden 
Formen  datetellen  Uaat: 

(13) 

Ofiai-bi-cUa^h^e)    =  n  (l^e  -f- «,)(- 14  c  +  a,) , 

ii^(a  +  6  — c)(  -  ti  4  6  +  c)  =      +  c  — a^)(<  — r  >  a,), 
«„(«+Ä+c)(a  +  Ä— c)    =<i(<  +  6+aJ(-<+6+«J. 
«„(o-Ä  +  c)(-ii+6+c)  =  Ä(f+A-«J(t-6+aJ, 

a,(M  6~Gj(-<  +  6  +  aJ  =  a,{<  +  c  +  fl,)(f-c+o,). 
4i,(f  +  6+aJ(l~6  +  aJ  =a„ii-l^c-a,){-t^ci^a,). 

Es  ist  bemerkenswerth,  dasK  last  alle  diese  Sätze,  die  durch 
Anwendung  der  Trigonometrie  ganz  uiiniiUelltar  erhalten  werden, 
auch  ohne  den  Gebrauch  der  iet^^tern  durch  rein  metrische  he- 
trachtungeu  gefunden  Herdeu  können. 


Digitized  by  Google 


Breiscii7ie ider :   Der  Lehrsatz  des  JiailAew  Stewart.  15 

Läset  man  drei  Strahlen  eines  ebenen  Bfisrhe!s  O  {¥\<^.  2) 
durch  ein©  Ger.ido  schne'fdpn,  so  findet  asuischen  den  Strahlab- 
scbnitten      g,  r  uiid  den  2>(reckeo      uad      die  Relation  statt: 

und  zwiscbeo  dea  VViokelo  o,  u,  er,  ß,  y  die  Gleichung: 
ettBusXnU'^eomfmne  =  coB/3sSii(a  -|-  u),  • 

tvekbe  eich  leicht  in  eine  der  Formen: 

(15) 

eos'locsintc  +  cos*iysino  — co8*|/?8in(o+«)  =  28inio8inJiisin4(o  +  M), 
eos*i<uiiOtt  -f  Gos^iysino  -|-  siii^i/?6in(o -|- u)  =  Ucos^ooiwiiwiiiiCo  -f  v} 

bringen  IStst,  in  der  sie  der  Glelcbnng  (14)  gaos  SDelog  wird. 
Faeet  man  den  Stewnrt'eehen  Satx  In  dieser  Weise  anf,  so 
kann  man  Ihn  onmittelbar  auf  folgende  Art  ervreitem: 

Werden  vier  Strahlen  eines  ebenen  Strahl )>üschels  von  einer 
Geraden  geschnitten,  so  ergeben  sich  znischen  den  Strahlab- 
«cbnitteu         r,  s  und  den  drei  Strecken     a„      die  Relationen: 

(16) 

trenn  man  der  Kürse  halber  a  =    4-     'l'  die  Win- 

kel Of  Uf  e>  er«  fi,  ft  d  dagegen  linden  eich  die  Aasdrflcke: 

eesf  slnK»  -f  e— o)  -|-  cos/}sini(o  -|-  ti— e)  =  cosK«  d)slnic, 
eos7€osK«-i-e— e)— eos/lcosKo'l'« — v)  ss  sinK«-|-  d)sin», 

co«acos/3siut— co8yco8^8ino=cosaco8y8in(M-f  r) — cos/Scos^sinCo 

LSsst  man  das  Centram  des  Strahlbäschelü  in  die  schnei- 
dende Gerade  selbst  fallen»  so  erhält  man  die  schon  von  Chasles 

(Gesch.  d.  Geom.,  pi*.  17*2  u.  173)  bekannt  (»emachten  Relationen 
zwischen  den  durch  4  und  5  Punkte  auf  einer  Geraden  eraeugten 
ÜUecken. 

8.4. 

Die  Gleichangen  (7)  sind  nur  ein  spedeller  Fall  eines  allge- 
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meinen  Satzes  von  goradlinigen  Viereck,  den  ich  bererts  vor 
M  Jahren  bekarat  gemacht  habe  (Archiv,  Bd.  II,  S.  239)>  der 
aber  bis  jetzt  gar  nicht  beachtet  worden  ist,  obscbon  aas  ihm  der 
grSaato  Tbeil  der  wichtigsten  Sätze  Aber  das  Trapezoid  abgeleitet 
werden  kann.  Da  die  Entwickelang,  welche  ich  damals  gegeben 
habe,  auf  Priiiclpien  beruhet,  die  sich  für  eine  elementare  Behand- 
lung des  Gegenstai^des;  nur  neni»  eifjnen,  ro  will  ich  hier  einen 
Beweis  ffes  Sr^t^os  beifügen,  der  an  I^irirachlieit  wofil  Uauni  etwas 
zu  uiinschen  iasisen  mochte  unrl  sich  dadurch  noch  ganz  beson- 
ders empfiehlt »  dass  er  an  den  bekannten  Beweis  de«  Ptolemäi- 
scbeo  Satzes  vom  Sebnenviereck  sieb  unmittelbar  auscbliesöt. 

Lebraati.  In  jedem  geradlinigen  Vierecke  iat  daa  Quadrat 
dea  Produktea  beider  Diagonalen  gleich  der  Qaadrataamme  der 
Produkte  je  zweier  Gegenseiten»  vermindert  um  daa  doppdte 
Prodnkt  aller  vier  Seiten  in  den  Goainua  der  Svninie  xweier  Ge- 
genwinkel. 

Beweis.  Es  sei  ABCD  (Fig.  3)  ein  beliebiges  Trapezoid, 
dessen  Winkel  mit  den  an  ihren  Scheitein  stehenden  Buchstaben 
beaeicbnet  werden  mögen,  w&brend  AOssza,  AB=b,  BC  =  c, 
CD=d  die  Seiten  und  AC^e,  BD^f  die  Diagonalen  dea- 
aalbeii  aalen.  Von  den  Endpunkten  B  und  A  der  Seite  AB  ana 
aiebe  man  die  Geraden  BE  und  AB  ao,  daaa  die  Winkel  o  ss  o 
and  X  =s  y  werden,  ond  verbinde  die  Punkte  B  und  C  dareh  die 
Gerade  £C  Dann  iat  Dr.  ABEcoUt.  BCD,  folglicb: 

bxf;=iAEid^BEie, 

Da  aber  auch  der  Winkel  ABD  s  o  -f  tc  =  it  -1-  v  ist,  so  niuss  auch: 

Dr.  ABDooDr.  BEC,  alao  a:/s3  CEte 

aein«  und  aomit  wird: 

AE  SS     >   CE  s  -j ' 

FOr  den  Winkel  AEC^^  erhält  man: 

^  SS  aW—  (BEA  +  BEQ  =  360o-(^  +  O  =  -ß+£>, 
nnd  aomit: 

AC*  =  AE*^CE*-2AE.  CEcos^, 
d.  b.  wenn  man  fflr  AE  und  CE  die  gefnndenen  Wertheeinaetat: 

«y»  Ä  6W  +  a»c*— 2a6cii  cos  ^. 
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Bmiebnet  nin  die  Winkel  ÄCB^ii^  wk^  CAE^^,  so 
«Igisbt  »kb  noeb: 

Da  DUO  in  deo  fiberaehlageiMn  Tiereckmi  ADBCA  ood 
ABDCA,  für  wdcbe  6  md  il»  renp.  a  und  c  die  Diagonelen  biU 
den,  die  Wertbe  360O— ^'  und  960»-^'  die  Somme  der  Gegen- 
winkel bilden,  so  ist  der  Lehrsatz  aocb  Ar  diese  Geltnng  ven 
Vieiceken  nnd  demift  ellgemein  erwieeen. 

AU  Corollare  Üicsson  aus  dem  Lehrsätze  unmittelbar  folgende: 

1)  T^t  In  einem  Trapezoide  die  Summe  zweier  Gegenwinkel 
gleich  ISO^  oder  360^,  so  ist  stets  das  Rechteck  au8  beiden  Dia- 
gonalen gleich  der  Somme  oder  Uifferens  der  Recbtecke  aue  je 
swei  Gegeneeiten: 

2)  Beträgt  in  einem  Trapezoide  die  Summe  zweier  Gegen- 
«riukel  90**  oder  'i70^,  so  ist  steU  das  Quadrat  des  Produktes  bei- 
der Diagonalen  gleich  der  Quadratsumme  der  Produkte  je  zweier 
Gegenseiten : 

Wendet  man  auf  das  Dreieck  AEC,  dem  ich  den  Namen  de» 
exce  II  t  r  is c  h  en  Dreiecks  lieij^^olcgt  habe,  dio  bekannten  Uelatio- 
oeo  der  ebeneti  Trigonometrie  an,  so  erhält  man  ein  ganzes  Sy* 
Stern  von  Ausdrücken  för  das  Trapezoid,  die  man  auf  anderem 
Wege  nur  mit  grosser  Weitläufigkeit  sa  finden  vermag*  ivte  die« 
in  der  oben  dtirten  Abbaitdiang  nftber  nacbgewieeen  ist  Einer 
der  bemerbenawertbeaten  iat  der  fiHr  den  FllebeniDbalt  F  den  Tra- 
peieidee  ABCDA,  nemlicbt 

16F»=(a  +  6  +  c~d; (a  ^ 6 -  r  +  rf) (fl- 6  + c  +  d)(-a  +  6 -f  c -i- d) 
,  —  J6a6cd  cos'  l^f , 

dem  aleh  die  enteprecbenden  Auadrflebe  Ar  die  labalte  der  Aber* 
flchlageneB  Viereeke  ADBCA  nnd  ABDCA  aorelben. 

Lässt  man  den  Punkt  D  in  die  Diai^onale  AC  hineinfalien,  so 
verwandelt  sich  ^  =  B^D  'm}^^B  und  man  erhfilt  den  Ste- 
wart'ecben  Satz  in  der  Gestalt«  wie  er  in  (7)  aufgefllbrt  wor* 
den  Iat 
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III. 

Die  Cresetse  der  Lichtbrechung. 

Von 

Herrn  Dr,  Jos.  Kudelka, 
Kaiierlicb  Königliehem  L^ceal - Frofesaor  xu  Lioz, 


(Kgiuen  I.  Taf.  J.  II.  III.  IV.) 

{.  1*   Brecbang  des  Lichtes  an  eioer  ebeoeo 

Trenoungs  fläche. 

Voo  dem  teachteDden  Paukte  O  (Fig.  1)  lalle  «io  Lichtstiabl 
OA  aef  die  Trennangafifiche  mn  sweiar  Madien.  Geaahiabt  dia 
Brecbang  «tm  Einfallalotbe«  ao  sei  Az  der  gebrachene  Strahl, 
welcher,  nach  oben  verlängert,  die  auf  der  Treonungsfläche  aenk* 
rocht  stakende^  eboifalla  varlSogerte  OR  in  G  aaknaidet» 

Wird  der  Einfallswinkel  OAa:  =■  a  und  der  Brechungswinkel 
tdy  s=  6  gesetzt,  so  bat  man  nach  dem  Brecbungsgeaetza: 

aing 

ain  o        '  • 

WC  m  den  Broeknnga*  Exponenten  bedeotet  Aber  ea  iat  der 
Winkel  AGB  =  OA»  s&  a  und  ebaaao  AGG  =  GAas  es  ^At  =  6, 
und  da  aicb  In  dem  Dreiecke  AGG  äie  Seiten  ao  verhalten,  wie 
die  Sinnaae  der  gaganfliierliagendan  Winkel,  ao  hat  man: 

GA      sin  a 

Da  nnn  der  gebrochene  Strahl  ala  ein  Glied  dieaer  ProporlioB 
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•ncMnt»  M>  moM  man  ihn  wohl  ab  GrSsae  aoflaaaaa,  da  ja  aveli 
die  3  fibrigen  Glieder  gans  beatiiainte  Grltaaen  reprSaentlren.  lat 
demoach  OA  die  GrOm  dea  einrallenden  Strablea,  so  ist  AG  die 
entsprechende  GrSeae  de«  gebrocbenen  und  das  Verhältniss  zwi- 
schen der  Grösse  des  gebrocbeaen  uad  jener  dea  eioralleBden 
Strablea  iat  gleich  dem  Brecbooga-ExpoBeaten  m. 

Oamacb  ist  also  der  Weg,  den  ein  auflaliender  Strabl  in  dem 
oenen  Medinin  aimnit,  leiebt  ao  findeo.  Man  braoebt  nur  mit  der 
Linie  GA»  deren  GrOaae  aus  obiger  Proportion  bei  einem  gege- 
benen Brecbungs -Verbftltniaae  flir  jeden  einfalleaUen  Strabl  be- 
reebnet  werden  kann,  om  A  ala  Mitteipnnfct  einen  Kreisbogen  an 
beacfareiben;  den  Dorcbacbnittapvnkt  G  dieaea  Bogen«  mit  der  ' 
verlingerten  Senkrecbteo  OR  verbindet  man  bierauf  mit  dem  Ein> 
fallapnnkte  A  und  die  Verlfingerung  dieaer  Verbiodongalinie  nacb 
abwSrta»  oemlicb  Ai^  iat  die  Riebtang  dea  gebroebenea  Strablea- 

In  der  6.  Auflage  von  MCiller's  Lelirl>uch  der  Physik,  1,  Bd., 
pac  547,  «erden  zwei  Methoden  für  die  Konstruktion  des  gebro- 
chenen ijtrahles  angeueben.  Bei  genauerer  Prüfung  erkennt  man 
sogleich,  ilaüs  die  /.«eite  dieser  Methoden  mit  dem  eben  ent- 
wickelten Verfahren  dem  Wesen  nach  übereinstimmt,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  da««  der  gebrochene  Strabl  nicht  als  Grüsse  auf- 
gefasst  wird* 

§.  9.  Die  an  einer  ebenen  Treonangafliebe  gebroebe- 

nen,  einem  and  demselben  leuchtenden  Punkte  ange- 
bü rigen  ätrahien  schneiden  die  Normale  in  verschie- 
denen Punkten. 

Bckanntlieb  rellektirt  ein  ebener  Spiegel  die  Ton  einem  leneb- 
tenden  Punkte  kommenden  Strahlen  in  der  Art,  daaa  aicb  ihre 
VerlSngeruogen  nacb  der  Reflexion  in  einem  einzigen  Punkte  bin- 
lar  dem  Spiegel  aebnelden.  E«  wird  aicb  der  MObe  lohnen ,  au 
nnteravcben,  welcbea  Verhalten  in  dieaer  Beaiebnng  die  an  einer 
ebenen  Trennnogatläcbe  gebrocbenen  Strablen  befolgen. 

Denken  wir  uns  zu  dpr  ebenen  TrennungsflScbe  mn  zweier 
Medien  (Fig.  2)  eine  parallele  Linie  ?/?r  [gezogen.  O  ist  der 
leuchtende  Punkt  und  OR\^mn.  Es  h;inL'<  iranz  von  uns  ab.  die 
P<iral1(1<  uw  in  einem  solchen  Abstände  zu  nehmen,  dass  mau  die 
Proportion : 


2* 


aO  JtndeikB:  DU  eeteiae  tier  Lfeki&reekunf. 

bttkomint   Die  Flgar  stellt  offenbar  den  Fall  vor,  wo  iii>  1  Ist, 

alao  die  Brechung  zum  EinfalUloth  erfolgt.  Man  ziehe  nun  meh- 
rere einfallende  Strahlen  wie  OA,  OB  und  OC  timi  verlängere 
dieeelben,  bis  sie  die  Parallele  in  den  Punkten  JS,  P  schnei- 
den. Naeb  einem  bekannten  geemelriechen  Satte  bat  man: 

PC^NB     mä_SR  _m 
Ob^  Oß  -  OA  ~VR^V 

Fasst  man  nun  die  Linien  NB,  PC  mit  dem  Zirkel  ab  and 

beschreibt  damit  nacheinander  Kreise  aus  den  Mittelpunkten 
ß,  C,  so  werden  diese  Kreise  die  Normale  in  den  Punkten  G» 
J  edineiden,  nnd  es  ist  aledann; 

MA^AG,  NB^ßa.  PC^CJ. 

Subatitttirt  man  diese  Werths  in  obige  Proportion,  so  erbÜt  man: 

CJ_Bß_GA  m  } 
OC^  OB"^  OA^  V 

üa  alle  diese  Verhältnisse  dem  Brerhnngs- Exponenten  m  elf^ich 
sind,  so  stellen  die  Linien  AG,  BH,  CJ  sowohl   die  Rich- 
taogen,  als  auch  die  Grössen  der  (gebrochenen  Strahlen  vor.    Alle  j 
gebrochenen  Strahlen  inüeüsen ,  wenn  die  Brechung  /.um  Einfalls- 
loth  geschieht,  wie  hier  ani^üiiomnien  wurde,  obt^  baib  O  die  Nor-  , 
male  schneiden,  denn  es  ii$t  ja  AMy  AO^  B^yBO  u.  a.  f.  ' 

Dass  aber  die  gebrochenen  Strahlen  die  Normale  in  verschle-  ^ 
denen  Punkten  schneiden,  ergibt  eich  ans  folgender  Betrachtung.  | 
Wie  bereits  bekannt,  ist: 


und  ebenso: 
folgllcb  Ist  ancb: 

BN 


AMiAOssmiX, 
AM  =  m.AO, 
BN^m.BO, 

-  AM-m{BO''AOy, 


I 


Non  ist  aber  BN^AM  der  Dntersehied  der  gebrochenen 
Strahlen,  den  wir  mit.^  beseichnen  wollen.  BO-^AO  ist,  der 
Unterschied  der  auffallenden  Strahlen.  Besehieiht  man  mit  dem 
kleineren  Strahle  AO  wus  O  eine»  Kreisbogen,  so  schneidet  die- 
ser  den  grfisseren  in  E  und  es  ist  daher  BO-^AO  —  BE,  oder 
wenn  man  wieder  mit  BE  ans  B  einen  Bogen  beschreibt,  der 
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die  TrtttDuugfiflSehft  in  F  triffi,  »a  ist  BE  s  BF.  Wir  liiib*B 
daher: 

e^m,BF, 

and  da  m>  1  i8t.  so  ist  auch  BF.  Das  ist  nun  die  Bedin* 
gun^;,  au  »t^iche  die  Brechung  zum  Einfallsluthe  gekoGpft  ist.  Es 
muj»«  der  Unterschied  zweier  gebrochenen  Strahlen  gröflser  seio, 
ab  der  Unterschied  derjenigen  aufTallenden,  durch  deren  Brechung 
^  «fttotenden  sind.  Sehen  wir  mm  an,  oh  diese  Bedingong  er« 
ttülNir  wSre,  weno  alle  gehrocbeneo  Strahlen  In  einen  Pvnhte 
die  IVorniale  sehneiden  wflrden.  Liegen  die  awei  einfallendeo 
Strahlen  AO  und  BO  sehr  nahe  aneinander,  sn  wird  BAE  als 
reebtwinkliges  Dreieck  hetraehtet  werden  kSnnen,  dessen  rechter 
Winkel  hei  B  ist  Msdann  ist«  wenn  Winket  EBA^u  nnd 
AB  s  r  gesetat  wird: 

ß£  =  BF^r.coaa. 

Denkt  man  sich  in  dieser  Gleichnng  r  konstant,  hingegen  «t  Tsr- 
Soderlich,  so  ist  klar,  das»,  je  grr-:sor  a  wird,  oder  je  weiter  der 
Scheitelpunkt  O  des  Dreiecks  AßO  iSngs  der  Normalen  nach 
aurwirts  Torrfickt,  desto  kleiner  BF,  d.  I.  der  Unterschied  der 
Seiten  BO  und  AO  werden  müsse.  Es  wird  also,  wenn  wi^ 
ß  mit  G  verbinden,  jedenfalls  ßG  ~  AG  <  BO  —  AO,  oder 
RG—AG<^BF.  Gesetzt  tmiK  der  dem  Punlcte  A  der  Tren» 
non»>iflüehe  fn  tsjire*  hende  ut'l>rocljene  Sirahl  sei  AG ,  so  kann 
der  dem  l'unkte  B  entsprechende  nicht  BG  sein,  weil,  wie  jetzt 
gezeigt  wurde,  ihr  Unterschied  <^BF  wäre,  während  er  doch 
grosser  als  BF  sein  mus^t. 

Drehet  man  aber  die  Linie  BG,  welche  den  Abstand  des 
Punktes  B  von  dem  in  der  Normalen  liegenden  Durchschnitts« 
punkte  darsteUtf  schraubenlinks,  so  wird  dieser  Abstand  immer 
grusser  und  somit  wird  auch  der  Unterschied  zwischen  der  ge- 
dreheten  Linie  und  dem  gebrnchenen  Strahle  AG  grosfjer.  Da 
dieser  Unterschied  Anfnngs  klfiner  als  BF  war,  so  wird  er  bei 
einer  'gewissen  Lage  der  gedreheteti  Linie  =  ßF,  und  wenn  die 
Dreljim'j  über  diese  Laiye  hinaus  erfoli^t,  schon  >  BF.  löt  schliess. 
lieb  die  geürebete  Linie  in  die  Lai;e  BH  gekommen,  frir  welche 
ßß—  AG  =  m.ßF  ist,  so  ist  ßß  der  dem  Punkte  B  der  Trcn- 
oungäilüche  entt^prechende  gebrochene  Stralil.  Die  zwei  gebro- 
chenen Strahlen,  die  wir  eben  hetraehtet  haben,  äcbneideu  aUo 
die  Normale  in  verschiedenen  Punkten  und  dieses  gilt  auch  von 
je  swei  anderen  unmittelbar  auf  eiuander  folgenden  gebrechenea 
Strahlen. 
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Wm  deo  ftif  die  TrenDoogailiche  Dormal  oder  eeiikrecht  anf- 
fallendeo , Strahl  OB  anbelaii}(t>  «o  entopricbt  ibm  ebenfalls  ein 
gebrochener  von  der  Groase  RS,  Beschreibt  man  nlt  BS  ans 

dem  Mittel pankte  R  einen  Bogen,  so  wird  die  Normale  in  T  ge- 
schnitten. Bei  «enkrecbter  inzidenz  vHrd  der  leuchtende  Punkt  O 
mittelst  des  gebrochenen  Strahles  swar  in  derselben  Richtang 
gesehen,  wie  mittelst  des  aufTallenden,  aber  ganz  ohne  Wiffcai^ 
ist  dar«  brechende  Medium  selbst  in  diesem  Falle  nicht,  denn  es 
lässt  (ien  if^iichtenden  Punkt  O  In  einer  grosseren  Entfernung» 
nemlicb  in  T  erscheinen. 

Wollen  wir  jeist  die  Betrachtung  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo 
m<l  lat  Wir  haben  alsdann  (Tlg.  3.);  HSsOB  =  und  da 
i)i<l  ist,  so  ist  aueh  A5<  OB. 

Sind  wieder  AO  und  HO  zwei  Strahlen,  die  von  dem  leuch- 
tenden Punkte  O  auf  die  Trenimncsfläche  fallen,  so  stellen  AUi 
und  BN  die  enteiprechenden  Grössen  der  gebrochenen  vor  und 
»vir  erhalten  wie  vorhin: 

dsm.BF. 

Da  aber  m<l,  also  ein  echter  üruch  ii!$t,  ho  nitiss  Ö-^BF  sein. 

Das  ist  also  die  Bedingung,  an  welche  die  Brechung  vom  Ein- 
fallalotbe  gebunden  ist.  Es  moss  der  Unterschied  je  zweier  ge- 
brochenen Strahlen  kleiner  sein,  als  der  Unterschied  deijenigen 
einfallenden»  durch  deren  Brechung  sie  entstanden  sind« 

Beschreibt  man  daher  aus  A  mit  AM  einen  Bogen,  der  die 
Normale  in  O  achneidef,  so  ist  der  dem  Punkte  A  der  Tren« 
nangsiicbe  entspreehende  gebrochene  Strahl,  sowohl  der  Rich- 
tang ata  der  Grosse  nach.  Der  dem  Punkte  B  entsprechende  ge- 
brochene Strahl  kann  nun  nicht  ebenfalls  in  G  die  Normale  achDol- 
den,  weil  in  dem  alsdann  entstehenden  Dreiecke  BGA,  gemäss 
dem  snvor Gesagten,  BG  —  AG>BO--AOoi\er  BG-^AG^BP 
ist.  Es  kann  also  BG  nicht  den  in  Rede  stehenden  gebrochenen 
Strahl  vorstellen.  Drehet  man  aber  BG  schraubenrechts  um  den 
Punkt  JET,  so  wird  sie  immer  kleiner  und  somit  auch  ihr  Unter- 
schied von  AG  kleiner.  Hei  einer  peuissen  F^age  der  gedrehcten 
Linie  wird  dieser  Unterschied  =  BF  und  st  ijücHsIicb ,  wenn  die 
Drehung  (iber  diese  Lage  hinaus  ertolgt,  wird  er  <  BF, 

Hat  nun  die  gedrehete  Linie  die  Lage  BBt  so  daaa  BB^AG 
=  m,ßPf  so  Ist  BH  der  dem  Ponkte  B  entsprechende  gebro- 
chene Strahl,  sowohl  der  Riehtong  als  Gr9sae  nach. 
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Also  loch  bei  der  BreehiiDg  von  EinfiUblotho  wird  die  Nor- 
male TOD  don  »f  oinander  folgooden  gebrodioneD  Strableo  In  vei^ 
Mbiedenon  PonklOD  geecbDitteo.  Dor  im  Punkte  C  der  Trenoang»- 
fturhe  gehrocbene  schneidet  sie  io  J  und  bei  senkrecbter  Inzideoz 
fibt  das  Medium  die  Wirkung;  aus,  da»  e*  den  loocbtenden  Pinlrt 
O  Biber  in  T  eracbeioen  Itoat 

3.   Folgeruogeo  aus  dem  Vorbergebeodeo. 

Die  Kretae,  welcbo  wir  aaa  den  Punkten  A,  B,  C  der  Tren- 
oungsflUtebe  mit  den  ftebrocbenen  Strablen  als  Halbmesser  be* 
acbrieben,  werden  uns  äber  Mancbea  Aofsebinaa  geben.  Wir 
werden  bier  3  F&Ue  anteracbeiden,  dann  es  kann  m  =  ],  m>l 
ood  n  <  1  genommen  werden, 

K  lat  m  =  1,  ao  Imt  dieaa  wa  bedonteo,  daaa  RS^  OB 
(Fig.  4)  und  daaa  aomit,  wenn  flberbaopt  in  dieaem  Falle  noch 
von  einer  Brechung  die  Rede  sein  kann»  Jeder  gebrochene 
Strahl  wie  AM  gleich  iat  aeinem  einfallenden  OA*  Wir  wollen 
nnn  Toranaaetien»  daaa  die  AnfTallapunkto  R,  A,  Bp  C  in  gleichen 
relativen  Abatinden  alch  befinden.  Bcachreibt  man  nnn  aneoeaalve 
nm  dieae  Punkte  Kreiae  mit  BSy  AM,  BN,  CP»  ao  aebneiden 
aieb  alle  diese  Kreise  in  dem  leuchtenden  Punkte  O.  Befindet 
eich  also  das  Auge  des  t^eobaehtera  mit  dem  ienehtenden  Punkte 
in  einem  und  demselben  IMedium»  ao  vermag  dieses  weder  den 
Abstand  des  leucbtenden  Puoktea  vom  Auge,  nocb  ancb  die  Rieb« 
fang,  in  welcher  er  gesehen  wird,  zu  ändern,  denn  jeder  gebro- 
chene Strahl  hat  ja  dieselbe  Gröaae  und  Ricbtaog,  wie  der  ein- 
iatiende.   Wir  haben  aUgemein: 

dsr  m.lTF, 

oder: 

d  inrconu. 

Da  aber  «  mit  dem  Einfallswinkel  a  =  xBO  komplementär  iat, 
ao  erbüt  man  d  s  mrsioa  und  für  m  =:  1,  d  =  raina  =  BF» 

Je  achiefer  die  Strablen  aufTallen,  desto  gruaaer  wird  a  und 
deato  mehr  nähert  aich  aina  der  Einheit  Der  Unteracbied  BF 
Je  iBweier  nichaten  antTallenden  Strablen  iat  alao  keine  konatante 
Grteae,  aondem  wird  deato  grösser,  je  achiefer  die  Strahlen  aind* 
und  ao  wird  auch  d  immer  grOaser.  Da  nnn  aina  awiachen  Null 
und  Eins  dneö  echten  Bruch  daratellt,  ao  iat  d  ^r,  d.  h.  der  Ua« 
teracbied  der  Halbroeaaer»  mit  denen  aua  A  und  B  Kreiae  be- 
aehrieben  werden,  iat  kleiner  ala  der  Ahatand  Ihrer  Mittelpunkte 
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und  es  müssen  sich  daher  je  zwei  solche  Kreise  in  r.wei  Pankteo 
O  und  jS  schneiden;  da  ferner  ö  für  schiefere  Strahlen  imnter 
s;rossor  wird  nml  sich  dem  r  beständig  nähert,  so  werden  die  auf 
einanderfuigenden  Krt  ise  sich  immer  mehr  der  lierührung  nähern. 
Aus  diesem  (irunde  wird  der  Abstand  der  Punkte,  in  welchen 
zwei  unmittelbar  auf  einanderfolgende  Kreise  die  Trenouogstläcbe 
schoeideii,  immer  kleiner,  po^on  und  qp<,po. 

3^.  bl  m>  1,  so  ist  auch  RS>  OR.  In  der  Gleichung 
d  =  mrsina  ist  nnr  eina  verlbMierlteh  und  da  es  von  Null  bis  Eins 

ivaclisen  kapn,  so  wird  bei  einer  gewissen  inztdenz  6ina=  —  • 

iBr  diesen  Fall  ist  ^  :s  d.  b.  der  Unterschied  der  Halbmesser, 
mit  denen  die  Kreise  beschrieben  werden»  ist  gleich  dem  Abstände 
ihrer  Mittelponkte.  Oiese  swel  Kreise  werden  sich  also  berflhren. 

So  lange  aber  noch  sioii<  — »  wird  msina<l  sein  and  somit 
d<r;  es  werden  sich  somit  je  awei  nächste  Kreise  schneiden. 

Wird  aber  sina>  -»  so  ist  msina>l  and  d>r;  alsdann  schlles* 

tn 

sen  sich  je  zwei  nächste  Kreise  gans  ein«  ohne  sich  zu  schneiden. 

9».  Fflr  m<l  Ist  anch  RS<,<>R  (Pig.  Z.).  Da  jetst  in  der 
Formel  d  =  mrsioa  sowohl  m.  als  auch  sina  echte  Brficbe  sind» 
wird  malaa  stets  <1»  somit  d<r  sein.  Je  awei  nächste  Kreise 
werden  sich  daher  bei  jeder  Inzidenz  schneiden. 

Werden  solche  Kreise  aas  A,  B,  C  beschrieben,  so  sieht 
man  schon  an  der  Konstruktion,  dass  die  Punkte  G,  J,  in 
welchen  die  Normalo  von  diesen  Kreisen  geschnitten  wird,  einen 
desto  grösseren  rohitivcn  Abstand  haben,  ]e.  breiter  sie  von  O  ent- 
fernt sind.  Auch  bemerkt  man,  dass  der  aus  l)  beschriebene 
Kreis  die  Normale  nicht  mehr  schneidet,  sondern  sie  in  dem 
Puntite  U  tangirt. 

8o  wie  es  bei  der  Brecbutig  zum  Einfallslothe  einen  Wende« 
pookt  gab,  der  fflr  sin  a  ^  ^  eintritt,  so  gibt  es  auch  bei  der  Br«* 

ehiing  vom  fiinfiilislothe  einen  Wendepankt,  wenn  sin  assm  wird» 
(In  welchem  Falle  d  ss  m*r  ist),  denn  Je  schiefer  ein  Strahl  auf  * 
die  Trennnngsfläcbe  fällt,  desto  grosser  wird  der  Abstand  sefaiea 
Einfailspanktes  von  der  Normalen  ond  fttr  einen  gewissen  Strahl 
OD  wird  dieser  Abstand  DR  gleich  werden  der  Cirlisse  des  go* 
brechenen  Strahles  DQ,  Man  Ist  aber: 
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und: 

WQ  mtor  o  der  ElnfaltowiDkel  DOR  in  verstehen  ist.  Es  wt 
4aher: 

m.OD=  OD,ema, 
sina  =  m» 

la  diesem  Falle  wird  der  Kreis,  der  mit  dem  Halbmesser  DQ. 
besebriebee  wird,  ?on  der  Normalen  tangirt  werden  und  ron  da 
an  beginnt  die  totale  Reflexion,  denn  alle  folgenden  Kreise  wer* 
den  die  Normale  nicht  mehr  schneiden. 

Aas  Allem,  was  bisher  eesa^t  w  urde,  ijcht  hervor,  dass  jeder 
Strahl,  der  nicht  normal  ilit'  rrtuiuin^^sfläche  trifft,  durch  den 
tiiiflüss  des  hrechendeu  Meiliunis  eijie  Aenderung  seiner  Rieh- 
turit^  erleiilet  und  das»  auch  der  vScheinhare  Abstand  des  leuch- 
tenden Punktes  geändert  wird.  Befindet  sich  innerhalb  des  bre- 
chenden Mediums  ein  beobachtendes  Auge,  so  s\e,\\i  es  vermöge 
jedes  gebrochenen  Strahles  den  leuchtenden  Punkt  an  einer  an- 
deren Stelle  und  auch  in  einer  anderen  Entfernung.  Der  leuch- 
tende i^unkt  erscheint  also  dem  Auge  vielfach  und  alle  die  Bilder 
desselben  fallen  in  die  Normale,  nemlicb  dorthin,  wo  letztere  von 
den  gebrochenen  Strahlen  gesdinltten  wird.  In  Betreff  der  An- 
Ordnung  der  gebrochenen  Strahlen  findet  jedoch  ein  wichtiger 
Onterscbied  Statt,  je  nachdem  die  Brechung  snm  oder  vom  Ein- 
fallsiotb^  geschieht.  Bei  der  Brechung  snm  Einfallslothe  konver- 
giren  swar  die  gebrochenen  Strahlen  AG,  SB,  CJ  (Fig.  2)  in  der 
Richtung  gegen  ihre  Bilder  bin,  aber  je  swel  solche  unmittelbar 
auf  elnanderfolgende  Strahlen  kreuzen  sich  nicht  m  ihren  Bildern, 
sondern  sie  schneiden  sich  erst  hinter  denselben,  also  auf  der 
rechten  Seite  der  Normalen»  Bei  der  Brechung  vom  Einfalls« 
lothe  zeigen  jedoch  die  gebrochenen  Strahlen,  wie  aus  (Flg.  ^ 
ersicbtllcb  ist,  ein  anderes  Verhalten.  Je  zwei  solche  unmit- 
telbar auf  elnanderfolgende  Strahlen,  wie  z.  B.  AG  und  BU, 
schneiden  sich  schon  vor  ihren  Bildern,  also  schon  auf  der  Unken 
Seite  der  Normalen. 


$.  4.   Die  Br echungs-Kurve. 

Bs  sei  O  (Fig.  5)  der  leuchtende  Punkt,  die  Trennuogs- 
fliehe  und  die  Brechung  geschehe  zum  Einfallslothe,  also  iii>l. 
Ist  ferner  OA  ein  einfallender  Strahl,  so  sei  Aß  die  Ricbtang 
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und  CiTOn»  des  gebioebetten.  Auch  setze  man  OP  —c,PA  =  y 
and  OB         Es  ist  nen; 


OB  BP—  OP  =  ^il.cos6 - 


wo  &  SS  PBA  den  Breeboogswinkel  bedeutet  Da  BA  =  m.  OA 
ist,  so  bat  maD: 

essm.  Oii.co86— essm.  Oil.V^l— sin**-«-  c, 
and  weil       =  m  ist,  so  erbilt  man: 

9s  V  m^Oil>—  Oil*.sii^a— e. 

Nun  ist  aber  rior  Winkel  POAz=ia,  folglich  OAsioa  ^  jjf  ttod 
0^'''  =  ^2  +  c*,  somit: 

=  — c  +  V  m»(y»  +  c»)  --y«. 

Diese  Gleiebnog  gibt  die  EntfernuDg  des  DerebsebeittspunlE* 
tee  ?en  O  an  und  swar  f&r  beliebige  Wertbe  ven  y.  Da 
PA^  OP,tan$,POA  oder  y  =  ctanga»  so  Wird  Ar  e  =  0  aoeb 
esO. 

Die  voD  einem,  unendlich  nahe  an  der  TrennnngsflSche  lie- 
genden, leacbtendcn  F^][lkte  in  das  brechende  Mediam  eindrin- 
genden Strahlen  werUen  duher  die  ßrocbung  zwar  gerade  so  er- 
leiden,  wie  in  dem  Falle,  wo  sich  der  leuchtende  Punkt  in  irgend 
einer  nessliaree  Entferonng  von  der  Trennungsfläche  befindet, 
allein  die  gebrecbenen  Strablen  scheinen  alle  von  demselben  Orte 
bersnlcoroment  nemlich  von  demjenigen,  den  der  leuchtende  Ponkt 
selbst  einnimmt  Der  leuchtende  Punlct  wird  also  in  diesem  Falle 
an  demselben  Orte  gesehen,  wo  er  auch  gesehen  würde,  wenn 
keine  Brechung  Statt  finde.  Dieser  Folgeeats  wird  später  sur 
Anwendung  kommen. 

Man  ziehe  nun  durch  A  die  uw  (|  xx',  bringe  den  gebrochenen 
Strahl  Ali  parallel  zu  sich  in  die  Lage  GM  und  ziehe  ilfA  X-^-c  • 

ISimmt  man  Py  als  Ordinaten-  und  Pjf  als  Abszissen  -  Axe 
an,  so  ist  PK  =  x  die  Abszisse  und  MK  =  y  die  Ordinate  dee 
Punktes  M, 

NoD  ist  aber  OB  =  AM  =  PK,  folglich  v  ^x,  somit: 
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welefae  Gleichung  einer  Kam  aogehOrt,  die  wir  die  Brechungs- 
Kurve  eenneii  vrelleo.  Ihre  Aeste  eretreeken  eich  zu  beiden  Seiten 
der  Abesieeeoaie  ioe  OoeDdlicbe.  Ffir  y  sO  bat  man  jrss — c  -f  mc 
seCm— 1)«  welcher  Werth  die  Abesieee  PR  far  den  Scheitel  R 
der  Knrve  bedeatet 

Geschiebt  die  Brechung  ven  EiDfallslothe,  eo  eel  .fiBr  den  ein- 
fallenden Strahl  Oä  der  entsprechende  gebrochene  AC»  Man 
wird  jetzt  unter  v  den  Abstand  OC  zu  verstehen  haben  und  man 
erhfilt  auf  ihnücfae  Weise»  wie  vorhin: 

»=  +  c  -  ^      +  (m«  - 

Da  aber  in  dem  gegenwärtigen  Falle  m<l,  somit  m*—l, ne- 
gativ ist^  80  bat  man  auch: 

e  SS  H-  c—  V  in«e*~(l -inS)y« 

Bringt  man  nun  den  gebrochenen  Strahl  ^40  in  die  parallele 
La?e  OiV  und  zieht  NL\^rx',  so  ist  PL  =  x  und  iVL  =  Da 
uun  OC  =  NA  =        t»o  ist  wiederum  r  =  x  und  folglich: 

+e— VmV— (l— 
die  Gleichung  der  ßrechungslcurve,  wenn  m<l  ist 

Setzt  man  wieder  3/ =  0,  so  bekommt  man  für  den  Scheitel 
5  dieser  Kurve  a:  =r  c  —  mc  =  c(l  —  m),  uo runter  also  die  Abszisse 
PS  20  verstehen  ist.  Die  \es[,>  diewer  Kurve  erstrecken  sich 
nicht  mehr  ins  Unendliche,  denn  ist  m*c*  =  (1  —  m*)^',  so  erreicht 
X  =  c  seinen  Maximunnvertb.  Da  iy  =  ctaoga  ist,  so  kann  man 
die  iel&tere  Üediugung  auch  so  stellco: 

mV  Ä  (I  —  m^^tang*a, 

A        •  TO» 

tang"a  ss  i— — s. 

Setzt  man  taoea  =  »  00  bat  man: 

cesa 

ein*g          ain*a  wß 

eos^a     1  —  sin^o  ~"  l  — 

and  somit  sin a  =  m.  Man  kaao  daher  der  obigen  Bediogaog  auch 
diese  letztere  snhetituiren. 
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§.  5.  Das  Brechuo g^s  •  Gesetz  des  Soellius  ist  eine 
blosse  Anwendung  eines  rein  matbemattscben  Satzes. 

Die  Geometrie  lehrt,  dass  die  Seiten  eines  Dreieckes  sieh 
verhalten,  wie  die  Sinusse  der  gegenüberliegenden  Winkel;  läset 
man  daher  das  Verhältniss  der  Seiten  konstant  sein,  so  wird  es 
anch  da4ä  Verhältniss  der  Sinusse  bleiben.  Es  sei  das  Dreieck 
BOA  (Hg.  6)  und  man  beschreibe  um  A  als  Mittelpunkt  mit  AO 
mA  ebeneo  mit  BA  Kreise.  Setzt  man  Winkel  ABO=ib  und 

AOR  —  0.  eo  hat  man        =:  ^l-**  ?•   Aendert  man   non  den 

Winkel  BAO,  indem  man  «lle  E^aibmesj^er  in  verscfiiedene  an- 
dere Lagen  bringt,  so  werden  lür  jedes  solche  neu  entstandene 
Dreieck  die  Winkel  a  und  b  andere  Werffio  ba!»en,  aber  das 
Verhältniss  ihrer  Sinusse  bleibt  konstant,  weil  die  gegenüberlie- 
genden Seiten  als  Halbmesser  ihre  auiängiichen  Grüsseu  beibe- 
halten. In  dem  Dreiecke  DAC  z.  B»  wird         =  edn. 

sin  6  sino 

Welches  von -den  ansfihligen  Dreiecken,  in  welchen  den  Ver* 
hältnlas  der  Sinusae  dae  Demllcbe  Ist,  in  einem  beetimmten 
Brechangefalle  snr  Anwendung  kommt,  wird  offenhar  durch  die 
Lage  der  Trennnngsflfiche  mn  bestimmt,  denn  auf  dieser  Tren- 
nnngsfläche  niuss  di«  dritte  Seite  des  Dreiecks,  nemlich  ßO 
senkrecht  stehen,  wenn  die  Halbmesser  AO  und  BA  die  GrSsaen 
und  lUchtnngen  des  einfallenden  und  gebrochenen  Strahles  vor- 
stellen sollen,  denn  alsdann  i^t  y..\  der  Winkel  a  =  dem  Einfalls- 
winkel OAx  und  6  =  dem  Brechungswinkel  BAx,  Ist  ebenso 
in  dem  Dreiecke  DAC  die  Seite  DCJ.  so  wird,  falls  CA  den 
einfallenden  Strahl  vorstellt,  der  andere  Hall)niesser  DA  den 
gebrochenen  Strahl  sowohl  der  Riclitung  als  Grfisse  nach  dar- 
stellen, und  es  ist  tn  diesem  Falle  u'  =  dem  Einfallswinkel  CAx 
und  b'  =  dem  ßrecbungswiukei  DAx, 

Die  beiden  einfallenden  Strahlen  OA  und  CA  kommen  na> 
tOrlicb  von  verschiedenen  leachtenden  Ponkteo  her.  Will  man 
aber  haben,  dass  sie  von  demselben  leocbtenden  Ponkte  herkom* 
men,  so  brancht  man  nur  OE  |1  CA  und  £7F||  AD  an  stehen.  Ala- 

fUj  da 

dann  ist  das  Dreieck  FEOooDAC  und  somit  jjj^  =  j^r*  Ist 

DA  FE 
nun       =  «I,  so  ist  auch  qj^     ra.   Wenn  also  0£  ein  einfal- 
lender ist,  so  ist  £F  der  sngehOrige  gebrochene. 

Aber  es  gibt  immer  swei  Dreiecke,  die  einander  kenespondi* 
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ren  nnd  zwar  aus  dem  Grande,  ueil  die  Sinusse  supplementSrer 
Wiokel  einander  gleich  sind.  So  hat  das  Dreieck  ABG  mit  dem 
Dreiecke  ABO  den  Brechungswinkel  AßO=^b  gemeinsam;  beide 
Dreiecke  elnd  also  aef  deneeibeo  gebrochenen  Strahl  AB  in  be- 
lieben» aber  wibrend  in  dem  einen  der  Winkel  AGB  mit  dem 
Einfallewinkel  a  supplementir  ief,  ist  in  dem  anderen  der  Winkel 
AGB  diesem  Einfallswinkel  a  selbst  gleich.  Wenn  nun  aber  in 
dem  Dreiecke  BAO  die  Seite  AO  die  GrOsse  nnd  Riebtnng  des 
ehifallenden  Strahles  angibt«  so  gilt  dieses  nicht  ancb  von  der 
Seite  AG  des  sweiten  Dreiecks.  Diesd  Seite  AG  gibt  Tielmehr 
die  Richtung  und  GrSsse  des  im  Punkte  A  nach  At  refiektirten 
Strahles  an;  denn  es  ist  Ja  Winkel  OAH=sRAG  » tAm»  Das 
BrecfanngsoGesets  hängt  also  innig  snsamnten  mit  dem  Reflexious. 
Gesetse. 

Beschreibt  man  nm  einen  beliebigen  Einfatlspunkt  der 
in  der  Trennungsfläche  mn  liegt,  mit  dem  von  dem  leuchtenden 
Punkte  O  herkommenden  Strahle  OE  einen  Kreis,  so  wird  da* 
durch  die  Normale  GR  nicht  bloss  in  G,  sondern,  wenn  sie  hin- 
reichend verlSngert  wird,  aneh  in  G  geschnitten  nnd  diese  Durch- 
schnittsponkte  bleiben  dieselben«  Ich  mag  mit  beliebigen  anderen 
auffallenden  Strahlen  nm  ihre  Einfallspnnkte  solche  Kreise  be- 
schreiben. Der  reflektirte  Strahl  AG  ist  alse  gewissermassen 
aequivalent  dem  einfallenden  GA  und  es  ist  insofern  gleichgiltig, 
auf  welchen  von  beiden  der  gebrochene  BA  besogen  wird. 

So  wie  die  von  O  zu  den  respektivt  n  Einfallspunkten  gezo- 
genen Geraden  die  einfallenden  Strahlen  vorstellen,  so  «erden  die 
Fon  G  zu  eben  diesen  CiofaUspunkten  gezogenen  Geraden  die  re- 
fiektirten Strahlen  bedeuten,  welche  letztere  immer  dieselbe  Grüsse 
haben,  wie  die  ersteren.  Der  Punkt  G  wird  also  das  Spiegelbild 
von  O  sein. 

Es  wurde  an  einem  früheren  Orte  bereits  faenrorgehoben,  dass 
durch  die  Brechung  die  scheinbare  Entfernung  des  leuchtenden 
Punktes  von  der  Trennuogsfläche  geändert  werde,  wie  denn  eigent- 
lich alles  Gesagte  diesen  Gedanken  zur  Grundlage  hat.  Es  sei 
mir  nun  hier  erlaubt»  denselben  durch  ein  Paar  Beispiele  an 
beleocbten. 

Hingt  man  em  Pendel»  n.  6*  ein  an  einem  Faden  hingen» 
des  Kflgelchen  in  Wasser»  so  ersieheint  der  eingetauchte  Tbeil 
des  Fadens  In  der  Verlängerung  des  hernusragenden,  zugleich  aber 
kflrser»  als  er  wirklich  ist.  Hier  werden  also  die  scheinbaien  Ab* 
stinde  eines  Jeden  Punktes  des  eingetauchten  Theiles  von  der 
Treonongslliche  vermindert»  nnd  Indem  diese  Abetinde  In  etoa 
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and  dieselbe  Gerade,  in  welcher  sieh  auch  der  herausragende 
Tbeil  des  Fadras  befiodet,  fallen«  eraeheint  daa  Pendel  on- 
gebrocbeo. 

Denkt  man  eich  ferner  unterhalb  einer  Wasserfläche  mn 
(Fig.  7)  einen  Punkt  c,  so  wird  dieser  mittelst  des  Strahles  cd 
von  einem  in  ?/  befindlichen  Auge  in  e  gesehen.  Dieser  Ort  e 
liegt  aber  in  d^r  cÄ,  welche  vüü  dem  betrachteten  Punkte  tsenk- 
recht  auf  die  Trennungsfläche  gezogen  wird.  Denkt  man  sich 
einen  anderen  Punkt  a,  von  welchem  der  zu  cd  parallele  Strahl 
ab-  aaageht,  ao  «rird  aaoh  der  anatreteode  Strahl  bx  \\  dy  sein  aod 
ea  wird,  falle  eich  wiedernai  daa  Aage  in  a?  befinde^  der  betracb« 
tele  Pankt  an  dem  Orte  f  dar  gedbcbten  Senkrecbten  geaehen. 
Da  Don  die  Dreiecke  etd  und  nbf  ähnlich  aind,  daa  eratere  aber 
grOaaer  iat,  ala  daa  letstere,  ao  iat  auch  ce^af,  d  b.  unter  libri- 
gena  gleicben  Uroatlnden  wird  ein  tiefer  liegender  Punkt  der 
TrennuDgalilche  mebr  genähert,  ala  ein  weniger  tief  liegender. 

Denkt  man  sich  wieder  einen  Punkt  a  (Fig.  8)  unter  der 
Wasserfläche  mn ,  von  welchem  der  Strahlenkcgel  abd  ausgeht 
und  nach  erlittener  Hrcchung  in  das  Auge  O  gelangt,  so  werden 
die  Richtungen  der  gebrochenen  Strahlen,  wie  ci/,  dx^  wenn 
man  sie  verlängert,  die  Senkrechte  ah  in  verKchiedenen  Punkten 
/»  ^  treffen.  Die  gebrochenen  Strahlen  bilden  al.so  streni^  ge- 
nommen keinen  Kegel  mehr,  an  dessen  Seheitel  man  das  Bild 
des  Punktes  a  versetzen  kunnte;  es  entstehen  ja  von  a  mehrere 
ßilder»  die  in  der  Senkrechten  ah  übereinander  liegen. 

§.  6.   Brechung  des  Liebtes  in  einem  Ton  parallelen 

Ebenen  begrenzten  Medium. 

Ea  aeien  die  eiieaen  Flächen  nm  und  pl  (Fig.  9)  einen  bre- 
chenden lledinma  parallel  Ein  tob  O  anf  die  erate  Fläche  fal- 
lender Strahl  OA  nehme  in  dem  Medium  die  Richtung  AB,  die 
nach  aufwärta  verlängert  die  Normale  in  E  achneidet  Ofenhar 
iat  EB  fär  die  aweite  Trennnngafläche  ala  eiafallender  Strahl  za 
betrachten  vnd  wir  haben  nun  zu  nnteranehen,  welche  6r(iaae  und 
Richtung  der  an  der  Aualrlttafläche  in  dem  Punkte  B  gebrochene 
Strahl  haben  müsse.  Zu  dem  Behufe  ziehen  wir  durch  B  die 
ßC\\  OA.  Es  sind  dann  in  dem  Dreiecke  EBC  die  Seiten  durch 
OA  proportioDirt  geachnitteo  und  wir  haben: 

EA  EB 
OA'^'BC' 
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bt  das  IfedioiD  g.  B.  ron  Glas,  so  geschiebt  die  Breehvng 

EA 

in  dem  Punkte  Ä  zum  EinfaJlalotbe  und  es  ist  |^=iit,  wojit>]. 
EB 

Üa  somit  auch  -gQ  =  m  ist»  so  steltt  £C  sowohl  die  Grosse  als 

aacb  die  Rlditong  des  ao  der  AustritCsflüche  gebrodieDeD  Sttab- 
Ifls  ▼or,  dessen  einfidlender  die  GrOsse  EB  bat. 

Da  nun  aber  bei  B  die  Brecbuog   vom  Einiallslothe  ge* 

sebiebt,  so  wird  der  Breebnngs  •  Exponent  =        =  sein, 

weil  man  bei  Aufstellung  desselben  den  gebrochenen  Strahl  immer 
als  Zähler  nnd  den  einfallenden  als  Nenner  su  setzen  hat  Der 
In  der  Rfebtung  BB  aus  den  Medium  tretende  StrabI  lisnt  dea 
lenditenden  Pnnlct  in  C,  also  nSber  erscbeinen.  Wir  «rollen  nun 
antersneben»  ob  alle  von  O  kommenden  Strahlen,  wie  scbief  sie 
aneb  sein  mdgen,  naeb  Ibrem  Austritte  ans  dem  Medium  die  Nor- 
male In  demselben  Punkte  C  scbneiden«  ob  also  die  Dbtans 
OC  Ar  alle  StraUen  konstant  sei  oder  niebt  Man  bat  zu  die* 
sem  Bebnfes 

OC  =  OF—  CF^OH^  RF-  CF, 

Seist  man  Oi2  =  e  und  die  Dicke  des  Mediums  RF^d,  ferner 
den  Ebfallswlnkel  AOB^a  und  den  Brecbungswinkel  AEB^b, 
so  bat  man: 

OC^ci^d-CF. 

Nnn  Ist: 

S  MftfmdMQ  =         .COSÄ  =  1  T«  — — —  S  7  •  

m  C08  0    m  €08  0  m 

(AE.cosb-^d)  Cosa 
cos6       '  m 


Da  nnn  iemer  AE^m.AO  ist,  so  bat  man: 

{m.AO  cnsf)-^d)  COSO  ^  '  r/cn?^a 

fJM^  aa    '  ■    — S2  iii/.cosn  +  _ —  ^» 
coso  «  mco96 


Ci*  =  c  H  7* 

mcoso 


weH  JO.eosaasc  int. 


Sulwtitutrt  man  diesen  Werth  von  CF  in  die  obige  für  OC 
erhaltene  Gleichung,  so  bekommt  roao: 
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G«  hänet  demnach  OC,  wie  diese  Gleichung  seigt,  nicht  nur 
von  der  Dicke  des  Mediums  und  dem  Brechung$i-Exponenten  ab, 
sondern  auch  von  dem  V  erhältnisse  der  Cosinusse  des  ßrecbuDgs- 
und  Einfallswinkels. 

In  Mullor's  Lehrbuch  der  Physik,  6.  Auflage,  findet  man 
pag.  545  für  den  Ürechnngs-Exponenten  m  beim  Uebergange  Ton 
Lnft  in  Wasser,  drei  verschiedene  Fälle  angegeben»  nemlich: 

_  sin  g  _  sin  lffl>     slnaOP  _  AnW 
**^5!n^'~stnlH»""sinW~iin4Ö»  — ^ 

r»iel»nien  ^vir  nun  in  allen  3  hallen  das  Verhiiltniss  der  Co- 
sinusse des  Brechungs-  und  EiofaliswinkeU,  so  bleibt  dieses  nicht 
beständig,  denn  es  ist: 

cos  ] 

1.016, 


le» 

cos  220 


=  1.070* 


cos90<^ 
cos  40»  _ 

Wir  sehet!  daraus,  je  grosser  der  Einfailsu-inkel  a  wird,  also 
je  schiefer  die  Strahlen  auf  das  Medium  fallen,  desto  grosser 
wird  auch  Aber  mit  der  Zunahme  von  n  nimmt  auch  OC  zu. 
Daraus  ergibt  sich  also,  dass  jeder  Strahl  nach  seinem  Austritte 
in  einem  anderen  Punkte  die  iSormale  schneide,  welcher  von  dem 
leuchtenden  Punkte  um  so  weiter  entfernt  ist,  je  schiefer  der 
aufTalleiide  Strahl  genommen  wird. 

Obgleich  nun  gegen  die  Richtigkeit  der  obigen  Rechnung 
nichts  einzaweoden  sein  durfte,  so  gewährt  sie  doch  lieine  Ein- 
sicht in  die  Umstände,  die  ein  solches  Resultat  veranlassen,  und 
es  wird  daher  der  Mühe  werth  seio»  diesen  Gegenstand  von  einer 
anderen  Seit«  zu  beleuchten. 

Es  «ei  iriederani  ein  von  parallelen  Ebenen  nm  und  pH  be* 
grenttes  Median  (Flg.  10  Airfli>  1  und  Fig.  11  för  «<]>.  Von 
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dem  leocbteoden  Ponkte  O  falle  darauf  ein  Strahl  OA,  der  nach 
ÄC  gebrochen  wird»  and  nach  aeinem  Austritte  die  Richtung  CF 
annimmt,  welche  parallel  ist  zu  dem  einfallenden  Strahle  OA  and 
ferliogert  die  Normale  In  E  schneidet.  Unter  diesen  Umat&nden 
mfissen  die  Dreiecl^e  GAR  und  ECP  fthnlich  «eio.  Mao  hat 
daber  die  Preportioo: 

ORtEP^ARiCP. 

Dorcb  diese  Proportion  ist  also  der  Paraiieiismiie  dee  ein*  ond 
aeatreteDden  Strahles  bedingt. 

Denken  wir  naa  nun  einen  sweilen  einfallenden  Strahl  OB, 
Ven  diesem  weilen  wir  aonehmen,  das«  er  nach  seioero  Anatritte 
bi  demselben  Punkte  £•  wie  der  Terige»  die  Normale  schneide. 
Zieht  man  daher  durch  den  Punkt  E  eine  Parallele  EJ  an  dem 
sweiten  einfallenden  Strahle  OB,  so  wird  diese  die  Austritts- 
fliche  in  dem  Punkte  D  schneiden;  Yerbindel  man  nnn  B  mit  D, 
se  gibt  die  Linie  BD  die  Richtung  an»  welche  der  gebrochene 
Strahl  innerhalb  des  Mediums  haben  mflsste,  wenn  der  austrer 
tende  Strahl  DJ  in  demselben  Punkte  E  die  Normale  schneiden 
sdl«  wo  der  austretende  Strahl  CF  sie  schneidet.  Da  nun  wie* 
dcram  OBBc^EDP  ist»  so  hat  man  auch: 

OR:EP=  BR'.DP, 

«nd  indem  nun  diese  Proportion  mit  der  frflheran  snanmmeohiit, 
•igibt  sich: 

ARtCP-BRiDP. 

Diese  letztere  Proportion  enthält  die  Bedingung,  unter  welcher 
alte  austretenden  Strahlen  die  Normale  in  demselben  Punkte  E 
•cboeiden  würden. 

AR  «nd  BR  sind  die  Entferanngen  der  Elnfnilspunkte  von 
der  Normalen  «n  der  EintrIttsiSehei  CP  und  DP  sind  ebenso 
die  Bntfernungen  dier  Einfallsponkte  von  der  Normalen  für  die 
AustrittsflSche.  Mao  kann  daher  die  Bedingung  In  folgende  Worte 
kMdeo.  Sollen  alle  anstietenden  Strahlen  die  Normale  in  einem 
einaigeo  Punkte  schneiden,  so  mose  das  VerhSltniss  der  Entfer- 
nngen  der  Annallspuskte  von  der  Normalen  an  den  beiden 

AR  BR 

Treennngsfltchen  ein  konstantes  sein.  Es  moss       =  ^p...sein; 

Nennen  wir  dieses  Verbfiltniss  kura  das  Distaoxenverbältniss. 

Blau  sieht  also»  dass  der  blosse  Parallelismus  jedes  anstre« 
tsnden  Strahles  mit  seinem  mgehOrigen  ebfallenden  noch  nicht 


Digitized  by  Google 


94  Knäethm:  Die  en$iu  dir  Uththreehnng, 

hinreicht,  nm  za  hewirken»  dass  die  Normale  tod  aHeo 
den  Strahlen  in  dem  nämlichen  Punkte  geschnitten  werde,  «ondem 
es  ist  dazu  auch  noch  erforderlich,  das«  das  OistanseoTerliiltniae 
ein  konstantes  sei.  Aber  unter  dieser  letzteren  Bedingung  werdw 
•ach  die  Richtunger ,  welche  die  an  der  Eintrittsfläcbe  gebroche- 
nen Strahlen,  wie  BDt  AC,  RP,  innerhalb  des  brechenden  Me- 
diams  habeo,  gehörig  vertfingert»  io  einem  und  demselben  Punkte 

AR  GR 

G  die  Normale  seheeiden.  Denn  da       =  -^p  Igt,  so  ist  aacli 

HR  CR 

f r/i  =  7^    Dm  rein  geometrische  Geoota  des  DistanzenTer' 

hftltnl8$!e<t  wird  nun  aber  von  der  Natur  nicht  bcfoli^t.    Di«;  lire 
chung  ^t\s(  liiehl  nicht  nach  diesem  Gesetze,  sondern  nach  dem 
Gesetze  des  konstanten  Verhältnisses  der  8irius.se  des  Einfalls- 
und  Brechungswinkels,  welches  letztere  iiilt  dem  crsteren  völlig 
uuvereinbariicli  i«t,  wie  aus  folgender  Betrachtung  erbellen  dürfte. 

Ist  fltr  den  einfaNendeo  Strahl  OA  der  sogehOrige  gebroehene 
AG,  ao  kann  der  einem  swelten  elarallendea  Strahle  OB  entnfire- 
ehende  gebrochene,  ivie  bereits  bekannt,  nicht  in  dem  nemlicben 

Punkte  Cr  die  Normale  ecbneiden,  wie  der  erstere,  sondern  er 
thut  diess  in  einem  höheren  oder  tieferen  Punkte  L,  je  nachdem 
m>  1  oder  rit  <  1  ist.  Es  ist  also  BL  der  dem  einfallenden  OB 
entsprechende  gebrochene  Strahl.  Verlängert  man  nun  BL  nach 
abwärts,  so  wird  die  Austrittsflftche  davon  in  K  getroffen,  welcher 
Punkt  wiederum  der  Normalen  näher  liegt  als  Z>,  wenn  tn  >  I,  und 
entfernter,  wenn  rn  <  1  ist.  Zieht  man  durch  K  die  KS  ü  OB,  so 
wibt  diese  die  Richtung  des  austretenden  Strahles,  tind  man  sieht, 
dass  der  Punkt  S,  wo  sie  die  Normale  schneidet,  unterhalb  E 
liegt«  wenn  m  >  1,  and  oberhalb,  wenn  m  <  1  ist 

.  Da  oan  aater  aolcben  UmetSnden  dem  Elofallpponkte  B  an 
der  eraten  Fliehe  aleht  mehr  der  Punkt  D,  sondern  K  an  der 
Anatrittsflicbe  entspricht,  so  wird  dadurch  daa  Gcaets  dea  koa- 
atanten  Diatanaen? erbältniaaea  beaeltigt 


i*  7.  fiinnnaa  der  l>iGke  dea  brechenden  Medinma. 

Für  den  einfallenden  Strahl  OA  war  AE  der  entsprechende 
gebrochene.  (Fig.  9.).  Verlängert  man  nun  den  gebrochenen 
Strahl  AE  bis  er  die  Austrittsfläche  in  B  triflft,  so  ist  für  die 
letztere  EB  als  einfallender  Strahl  zu  betrachten  und  es  ist  die* 
aar  Strahl  um  den  Weg  AB,  den  das  Licht  innerhalb  des  Mediums 
aarüdüegt»  grUaaw  ala  AE* 
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Nimmt  man  aber  die  Dicke  des  Mediums  anendlich  klein  ao« 
m  wird  der  AnstrÜtspunkt  B  mit  dem  Einfaiispunkte  A  als  zu- 
sammenfallend In-trachtet  werden  können.  Alsdann  ivird,  da  Aß=zii 
ist,  der  einfalletKie  Strahl  an  der  Austrittsflärhe  dirselbe  Gnlgae 
bäben,  wie  der  gebrochene  Strahl  an  der  F.iaJrittsilachc:  er  wird 
AE  sein.  Ebenso  wird  der  gebrochene  Strahl  an  der  Aus* 
frltt.stiäcbe  dii  selhe  Grosse  haben,  wie  der  einfallende  an  der  Eio- 
trittsfläche;  er  uird  somit  —  AÜ  sein.  Betrachtet  man  also  den 
leuchtenden  Punkt  durch  ein  sehr  duones  Medium,  so  erscheint 
er  an  seinem  wahren  Orte. 

Oar&D  IfiMt  sich  die  folgeode  Betrachtung  anscbiiesten. 

Man  setze  die  Grösse  eines  beliebigen  einfalleuden  Strahles 
ao  der  Eintrittsfläche  =  q  und  die  entsprechende  Grösse  des  ge- 
toMlieiieii  as  f'*  Das  Medium  sei  s.  B.  aas  Glas  uod  der  Bre- 
cbeags^Ezponeot  =  m.  "Wird  es  uneodlicli  d0vo  gedacht^  so  ist 
die  GffOeee  des  elofidleDdeo  StraUes  as  der  Avstrittslliebe  s  9^ 
end  die  GrOeee  des  ao  dieser  FlSebe  geliroeiienen  =  q.  Oes 
Bredrangs-ExpoDeeteo  l»eiiii  Uebergange  aas  dem  Glase  in  die 
Loft  wollen  wir  =     setsen.  Wir  haben  demnach : 

»  =  ~  und  m* 

ims'  =  1  ond  m'  =  ^. 

m 

Hat  das  Medium  eine  aogebbare  Dicke,  so  wird  der  einfal» 
lende  Strahl  ao  der  Austriltsfliche  die  GrSsse  =  (t^  haben,  wo 
fA  einen  von  der  Dicke  des  Mediums  abhlngigen  Faktor  ▼erstellt; 
der  an   derselben  FlXehe  gebrochene  wird   demgemto  die 

Grösse  =  fig  baben^.  und  es  wird  in  dienem  Falle  m'  =  und 

somit  ebenfalls  mmf  s=  1. 

LSsst  man  einen  Lichtstrabi  durch  zwei  unmittelbar  auf  ein- 
ander folgende  unendlich  dfinne  Schichten  sweier  Stoffe»  a*  B. 
Glas  and  Wasser,  hindarchgehea,  so  gibt  es  3  Trennangslliehen, 
md  es  seien  wiederum  q  und  ^  die  Grdssen  des  einfallenden 
•ad  gebrochenen  Strahles  an  der  ersten  TreonnngsIlSche  und  m 
der  Breehongs- Exponent  beim  üebergange  aus  der  Lufl  in  Glas; 
fik  die  aweite  Trennungsiiche  ist  der  einfallende  Strahl  s  q*, 
^  gebrodiene  sei  =  und  der  Brecbunge>Expenent  beim 
Deheigange  ans  Glas  In  Wasser  ^  m';  idr  die  dritte  Trennnngs- 

t 

Digitized  by  Google 


36  Kud$ika:  Die  QtuiM  der  UcMiäreeAunp, 

fläche  ist  der  einfallende  ==  q",  der  gebrochene  —  9,  und  der 
Br«chaDg8*£zpoDeiit  beim  Uebergange  aus  Wasser  in  die  Lofl 

s  nf,  Wif  baban  domnacb  J»  =  ^»  «'  =  C  ood     s:  «0- 

wH  mmfni*  as  1  mid  m'  =  — „'  Setit  man  den  Braehangs*fii- 

mm 

poneoteo  beim  Uebergan^re  aus  der  Luft  iu  Wasser  =11,  so  ist 
m^s  \  and  noaüt  »'  =  ^* 


8.  Geb«?  die  Ablenknng  der  Licbtstrablen. 

Es  sei  OA  (Fit».  1)  ein  einfallender  Strahl.  Geschieht  die  Bre- 
chung zum  EinfaUfilothe,  so  ist  A^  die  Riebtang  des  gebrochenen 
Strahles.  Ist  ferner  Ar  die  Verlingening  des  etnfalleoden  Strab- 
ies,  80  gibt  der  Winkel  tAr^  welcben  die  Riehtang  des  gebro- 
ebenen  mit  jener  des  dnUenden  bildet,  die  GfOeae  der  Ablee- 
Imng»  ireiebe  das  Medium  bewirbt  Nan  ist  aber: 

%Af  SS  GÄO  ^  AOB-AGR  =  a— 6. 

Der  Alilenknngnwinkel  iat  alee  gleicb  dem  Einfalle-  weniger  dem 
Brecbnngawinkel. 

Wird  der  Strahl  DA  naeb  AB  (Fig.  12)  ond  ein  anderer 
Strahl  CA  nach  AE  gebrochen,  üo  i^t  für  den  ersteren,  wenn  er 
nach  z  verlängert  wird,  die  AMenkung  =  ÜAz  und  för  den  letz- 
teren, dessen  Verlängerung  Ar  ist,  bat  man  die  Ablenkung  =£Ar. 
Es  ist  aber  letztere  Ablenkung  stets  grosser,  als  die  erstere, 
denn  es  ist  zu  bemerken,  dass  der  Winkel  zAr  =  CAD  ist;  der 
Winkel  JiAE  aber,  den  dio  zwei  gebrochenen  Strahlen  bilden,  ist 
stets  <  CADt  aus  dem  Grunde,  weil  alle  einfallenden  Strahlen, 
die  innerbalb  des  Winkels  CAD  liegen,  durch  die  Brecbnng 
diehter  an  einander  gerfidrt  werden.  Man  bat  nnns 

EAi  —  EAx 
BAE<,zAR 
EAx  -^BAEKEAz-^tAr  nnd 
BAz  <EAr, 

Darnach  wird  al^o  ein  Strahl  desto  mehr  vod  der  ursprünglicbeo 
Richtuog  abgelenkt,  je  schiefer  er  auffällt. 

In  Mailer*e  Lebrbocb  der  Pbyaik  S.  552  Met  man  Ar 
den  üebergang  aus  Lnfl  in  Glan,  webei  m  s  g  iet,  fiBr  a  nnd  6 
elgende  Werlbe: 
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22"  50 

15*' 

7"5(r 

30«52' 

100  52' 

35« 

14021' 

48^36' 

84«  ly 

740341 

40» 

34^34'. 

Man  sieht  daraas,  das«  a — 6  immer  gr58««r  wird,  je  schiefer 

die  Strahlen  auffaUeo.  Die  ßrechunj^swinlcel  wachsen  in  dieser 
Reihe  immer  um  5*^.  Die  entsprechende  Zunahme  des  Einfalls- 
wiokels  bleibt  aber  oicht  tcoostant,  sondern  sie  wird  immer  grösser. 
Daraus  gebt  arogekehrt  hervor,  dass  wenn  man  die  Einfallswinkel 
nm  gleiche  (»rufisen  wachsen  lässt,  die  entsprechende  Zonabme 
der  firecbaogsHinkei  inuner  kleiner  werden  muss. 

Bilden  also  itrei  ehifallende  Strahlen  DA  und  CA  (Flg.  IS) 
ciMii  Winkel  von  etwa  ^  mit  eloander,  D^C=s5^  nn^  (lenkt 
■an  sieb  dieses  System  von  iwei  Strahlen  am  den  Pankt  A 
Schraubenlinks  gedrebet»  so  das»  der  Winkel  CAD  =  5»  unvw« 
lodert  bleibt,  so  werden  auch  die  entsprechenden  gehrocheoen 
Strahlen  AB  and  AE  in  demselben  Sinne  eine  Drehung  erleiden, 
aber  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  BA£  wird  doBtn  kiei- 
oer,  je  mehr  die  Drehung  betrügt. 

Wiewohl  nno  an  der  Ricbtigkoit  dw  obigen  Bevreinet  nnd 
der  daalt  in  Verbiodang  gebracbton  Polgenmgen  nicht  getweifelt 
Wirdon  kann»  so  gibt  doch  Alloa  das  keine  Eiesiebt  in  den  Zn- 
•munonbang,  vrotcber  siHsebon  den  Ablenkongaivinkel  nnd  dem 
Gesetie  doe  Sn  eil  ins  Statt  finden  mnes. 

In  dieser  Hinsicht  dürfte  die  folgende  ßetrachtuns^  nicht  über- 
fiÜ8sig  sein.  Es  sei  OA  ein  einfallender  Strahl  (Fig.  13)  und 
AB  der  zui^ehürige  gebrochene.  Wir  setzen  eine  Brechung  zum 
Eiofallblothe  voraus.  Man  denke  sich  nun  den  einfallenden  Strahl 
bis  C  TerULogert  und  siebe  CD\\AB.   Hin  hat  nietoin: 

BA  _DC _ 
OA  -  Ol:""'*" 

Jetxt  werde  da«  Dreieck  OCD,  das  gleichsam  über  dem 
Dnieeke  OAB  liegt,  nm  den  Pnnkt  O  so  lange  gedrebot,  bis  C 
hl  die  Trennnngefllche  nach  E  sn  liegen  kommt;  ei  Int  dann  dio 
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Seite  OC  um  den  Winkel  COE  gedrebet  vrorden,  und  um  einw 
gleich  grosseii  Winkel  ist  aucli  die  Seite  OD  gedreWc»  die  jetst 
in  der  Lage  OF  «ich  beflndct,  und  es  ist  daher,  vreno  ipan  mit 
OD  einen  Kreis  um  O  beschreibt»  der  ßoi^en  FD^pq^  welcher 
letztere  Bogen  die  Grösse  des  Winkels  COE  atigibt.  Die  dritte 
Seite  CD  des  gedrelieteo  Dreiecks  befindet  sieb  jetzt  in  der 
Lage  FE, 

Jetat  kann  OE  einen  awreiten  eiDfallendeo  Strahl  vorateilen; 
der  daan  gebSrige  gebrochene  wird  DatQrßeh  die  GrOsae  F£  ha- 
ben,  aber  aeine  Richtong  tat  eine  andere.  Man  bekommt  ale, 
«renn  man  mit  FE  qm  E  einen  Bogen  beschreibt,  bis  die  No^ 
male  in  G  geschnitten  tvird.  GE  gibt  dann  die  fiichtnng  nnd 
GrSaae  des  gebrochenen  Strahles,  welcher  dem  einfalleAden  OE 
entspricht.  Durch  die  Drehung  des  Dreiecks  ist  zunSchst  der 
Winkel  ROA  =  weleher  der  Einfailsirinkel  für  den  Strahl  OA 
ist,  um  den  Winkel  COE  =  fi  vergrossert  ivorden.  Es  ist  daher 
BOE^ai-t».  der  Einfallswinkel  fCr  den  Strahl  OE,  \ 

Zieht  man  EB'  ||  AB,  so  ist  iler  Bre<'hun!?swinkel  BAx  —  B'Ex' 
=  U  lür  den  im  Punkte  A  gebrochenen  5Uahl  AB.  Kommt  nun 
durch  die  Drehung  des  Dreieck«  die  Seite  DC  in  die  Lage  F£, 
ao  bildet  ale  mit  dem  Einfallslothe  den  Winkel  FE^  =  B'Esf 
-l'B'£F=ib  +  fi,  denn  BEF  ist  offenbar  s=f»,  denn  ee  wird  b 
durch  die  Drehung  den  Dreiecks  am  ebenaoviel  vergrussert  wie  a. 

Well  nun  aber  FE  wieder  in  die  Lage  GE  gedrehet  wird, 
ao  wird  der  Winkel  FEB'  =  (i  wieder  um  den  Winkel  FEG  =  v 
vermindert.  Es  ist  daher  der  Brechungswinkel  GEa/  (üt  den  im 
Punkte  E  gebrochenen  Strahl  GE  =  6  -f  — 

Aendert  sich  also  der  LinfallHn  inkel  a  um  (m,  tio  ändert  üicb 
der  Brechungswinkel  b  um  weniger,  nemlich  um  ^  —  v. 

Bei  dem  eraten Strahle  ist  der  Ablenkungswinkel  OAB—OEF  ^ 
:=i  d\  für  den    zweiten  Strahl  ist   aber   der  Ablenkungswinkel  j 
d'  =  OEG  =  OEF  \^  FEG  =zd  +  v.   Die  Ablenkung  des  aweiten 
Strahles  ist  also  nm  v  grusser,  als  die  des  ersten. 

Man  hat  tibrigena  auch  il  =  « — 6  flir  den  eraten  Strahl  und 

d'  s  a-^  fk'—(b4-l^'—v)  s  n— 6*f-v  fttr  den  iweiten. 

Diesor  Zunarhs  v  ist  aht'r  'n'r  dto  ntit'  eifi  imler  loljicink'n 
Strahlen  nich  konstant,  euuderi^er  wird  immer  gtüs^er,  wie  au« 
Folgendem  erhellet. 

Nennt  iian  g  die  GtAaae  eines  Giadea  im  Bogenmasae  Air 
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^•o  ifalbmener  ss  I«  so  Ist  f'g  Grfttse  eioot  Grades  fBr  den 
Halbnesser  OB  s  /  uod  wenn  der  Bogen  FD  |i  solche  Giade 
entliilt,  so  bat  man: 

FD  =  ^r'g. 

Da  der  andere  Bogen  FG  einem  Kreise  angebOret,  dessen 
Halbnesser  FE  =  DC=sH  Ist,  so  ist  die  Grosse  eines  Grades 
aJS^,  und  wenn  dieser  Bohren  v  solcbe  Grade  enlhilt,  so  ist; 

•onit: 

R'FD' 

r'  FG 
^"^^  Ii  FD' 

bt  der  Orebuogswinlcel  FOD  vnendlicb  klein,  so  kann  man 
die  Bogen  FD  und  FG,  als  geradlinig  betracbten,  and  es  wiüd 
dann  der  Winkel  DFG  Fon  den  Tangenten  gebildet,  welcbe  dorcb 
den  Pkinkt  F  xu  beiden  Kreisen  gelegt  werden.  Aber  der  Win- 
kel, den  die  Tnngenten  bilden»  ist  offealiar  gleieb  dem  Winkel, 
den  die  snm  Berfibningspnnkte  gesogenen  Halbmesser  OF  nnd 
EF  eiosebilessen,  also: 

GFD  =  OFE  =  6. 

Da  man  ferner  das  Dreieck  GED  als  ein  rechtwinkliges  be- 
tracbten  bann,  so  bat  man: 

FD  =  FG.  coab 

«nd  somit; 

r'      FG  r'  ^ 

^"^^'U  i  6r.cos6  ^^'R  CO»b' 

Man  siebt  also,  dass  die  Anzahl  Grade,  welche  der  Bogen 
FG  enthält,  also  die  Grösse  des  Winkels  FEG  dem  Cosinus  des 
Brechungstviokels  6  verkehrt  propnrtionirt  ist.  Es  «vird  also  jeden- 
l^ls  V  grCisaer  ausfallen,  wenn  der  Brechungswinkel  b  ein  grosse- 
rer Ist.  Hierbei  setzen  wir  voraus,  dass  bei  dem  Uehergange  von 
einem  Strahle  zum  andern  der  Drehnn^swinkel  FOD  inuncr  gleich 
viel  betrage,  also  fi  eine  koostante  Grösse  sei.   Das  Yerhältniss 

ist  Jedoch  nicht  konstatft,  denn  wenn  ich  von  dem  sweiten 

eiolaUeodeo  Strahle  OE  zu  eioeni  folgenden  driiken  übergehe,  so 
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ist  aoter  ^  da«  VerbältiuM        = =  ^j^zuversteheo*  Nun 

ist  aber  ^^^'^^*  ^  ^^^^  demnach  v  auch  aua  dieaeoi 
Giande  sn  nebmen  mllsseii. 

Gcächiebt  die  Brechung  vom  Eiofallsfothe,  so  wird  im  AU- 
gemeinen  das  Nemlicba  gelten.  Die  Fig.  14  verainnUcht  dieaen  Fall. 

OA  ist  der  einfallende  Strahl,  AB  der  entsprechende  gebro- 
chene.   Man  verlängere  den  ersteren  bis  C  und  zieiie  durch  diesen 

Ptfakl  die  CD\\AB,  ao  bat  ««i       =       =     wem<l  iet 

Drehet  man  das  Dreieck  ODC  uro  den  Punkt  O,  bis  C  in  die 
TreonoDgaflScbe  naeb  JE  an  liegen  kommt,  so  erhält  es  die  Lage 
OFE*  Dabei  bat  natariieb  die  Seile  OD  efaien  Bogen  DP  be- 
eebriebeo«  welcber  =^9=^1  iat.  OE  atellt  jetst  eineo  awelteii 
einfalleoden  StrabI  vor,  deaaen  aogebGriger  gebrocbener  die  Gi6aee, 
EF  bat  Die  Ricbtung  dee  letsteren  findet  man  wieder,  weos 
man  mit  EF  um  den  Pookt  E  einen  Bogen  beacbreibt,  der  die 
Normale  In  Cr  scboeidet.  Ee  gibt  aodann  EG  sowohl  die  Grüsse 
•le  aocb  die  Ricbtnng  des  gebrochenen  Strablee  lÜr  den  Punkt  E 
der  Trennunc^sfläche.  Die  Ablenkung  in  dem  Punkte  E  ist 
d'=:aEO^FEO-\-GEF\  aber  FEO  ^  DCO  ^  BÄO  ^  d 
und  GEF^v,  eomit  li'ssii-fir. 


§.  9.   Formel  für  die  Aeoderung  des  Brechuogawinkeis. 

Wir  wollen  nun  verancbee  die  eben  bebandelte  Aufgabe  aocb 
Boeb  im  Sinne  der  Fig.  0  au  iQaen,  Da  mfiasen  aber  ttteret  ein 
paar  geometrisebe  SSfae  tiewiesen  werden. 

Denken  wir  uns  demnach  (Fig*  15)  zwei  konzentrische  Kreise 
ond  ziehen  wlt  die  zu  einander  parallelen  Geraden  AE  und  EG, 
welche  Sekanten  dieser  Kreise  sind.  Es  ist  nun  zu  beweisen, 
dass  von  den  beiden  Bugen,  die  zwischen  den  Parallelen  liegen, 
der  Bogen  EG  de«  grosseren  Kreises  kleiner  ^ei,  als  der  Bo- 
gen AB  tlts  kleinereu  Kreises,  Setzt  man  den  ll  vlbmebser  des 
griissercn  ij^reises  OE  =  R  und  deu  des  kleiuereo  OA  =  r«  so  bat 
man  in  dem  ^Sektor  EOFi 

EFtABssRir, 

Etz^^j.AB. 
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Dtr  WUel  FBG  ist  ^BOA^^  und  ■•n  baadifvlb«  Bin 
mtt  BF^R—r  mii  B  als  MUt«lpaiikt  dm  Kraisbogeo  J^.  Da 
fai  dM  Sektoreo  und  AOB  dl*  Centri-Wink«!  glM  alod, 
«o  hat  im: 

F^:^B=:i2— r;r. 

Nim  ist  aber  ofoobar  FG>Fg  odar  JPG>        .AB.  Wir  b». 
baa  alo: 

T 

FjG>^^.AB, 

•omit: 

£C?<ilB  w.s.b.ir. 

SM  «banaa  BC  aad  /D  Sekanten,  welche  parallel  za  den 
fMberen geiagen  worden,  ao  vrird  aoch  GH^BC and  BJ^CD aein« 

Trfigt  man  nun  auf  der  Periferte  des  kleineren  Kraiaea  meh* 

rere  gleiche  Bogen  mf  AB  =  BC  =  CD  und  zieht  man  durch 

die  Theilungspunkte  A,  B,  C,  D,  die  schon  oben  erwftbnten  Pa- 
rallelen, 80  wird  durch  letztere  die  Periferie  des  grösseren  Krei- 
ses Dicht  auch  in  gleiche  Bügen  getheilt,  sondern  wenn  man  von 
£  ausgehet,  wird  jeder  folf^ende  Bogen  kleiner,  als  der  vorherp^o» 
beoda:  £Cr>  GW^UJ  u.s.  w.,  und  das  ist  nun  auch  zu  beweisen. 

Baaelcbnan  wir  die  nm  O  Hegenden  CeBtii*WUikeI  mit  ' 
ffk^  f^.  Diene  aiad  aatdrlicb  einander  gleich  nnd  die  Zeiger  liabeB 
wmt  ansndenten.  In  welcher  Ordnang  dieae  Winkel  anf  einander 
folgen. 

Hieranf  ziehen  wir  durch  den  Theilungspunkt  die  DL  \\  OQ 
ferner  DK\\  OB  und  DJ\\  OA.  Es  ist  nun  klar,  dass  diese  durch 
den  Punkt  D  zu  den  Halbmessern  des  kleineren  Kreises  parallel 
gezogenen  Geraden  dieaelben,  unter  sich  gleichen  Winkeln  bilden, 
wie  die  Halbmesser  selbst. 

Ihre  Aufeinanderfolge  ist  aber  natürlich  die  umgekehrte  im 
Vergleich  mit  den  am  Mittelpunkte  O  liegenden  Winkeln.  Man 
alefat  nnn  deallicb»  daaa  die  van  D  aua  geaegenen  Linien  die  Pe- 
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riferie  des  grosseren  Kreises  nicht  io  gleiche  BSgen  theilen  kSnnen, 
obgleich  die  Winkel  MÜL,  LDK  und  KDJ  eioaider  gleich  sind/ 
dena  i>  ist  ja  nicht  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises.  Sie  siod 
noth wendig  ungleich  and  zwar  ist,  ireoo  man  von  M  ausgehet, 
jeder  folgende  Hdi^eii  grOsser  als  der  nniDittellMMr  Torhergeheade. 
Es  ist  ML<,KL<iJK  v.  e.  w. 

Der  Kllne  wegen  woUeii  wir  diese  Bdgen  in  derselben  Ord- 
•vng  mit  ti,      ^3  a.  s.  w.  beseiebnen.  Wir  beben  nvo: 

V 

Das  gilt  also  in  Beiog  auf  die  durch  den  Theilnngspankt  I> 
gezogene  Parallele. 

Für  die  durch  den  TheiluDgspuokt  C  gezogene  Parallele  wer- 
deu  wir  ebenso  haben: 

und  für  die  durch  B  gezogene  Parallele: 

iSchliesslicb  bat  ntan: 

GH  s  EF^t^ 
.  i>a  nun  aber  f^Xi,  so  tat  auch  GS<EG, 
Ebenso  liat  man: 

BJ  =  EJf-^EH  SS  afiF-(<|  +<,  +  <,)  -  (#,  +  yj, 

HJ  =  EP- V 

Nun  Ist  £F— ^  <£F— 1^  weil  ^  >  1«.  somit  HJ  <  GH  w.z.b.  w. 

Wir  kommen  jetzt  au  der  Anwendung  dieser  SSIse  und  dies« 
wird  nicht  schwer  fhllen. 

Die  Flg.  16  ist  für  den  Fall  entworfpr»,  wenn  mS  1  ist.  Ist 
ßO  der  einfallende  Strahl,  so  ist  BOA^^fi^  der  Kinfaüswinkel 
und  GOE~  Q  der  BrechimüRwinkel ;  läset  man  nun  den  lyinlails- 
winkel  um  ~  wachsen,  itideni  man  den  einfallenden  Strahl 
in  die  Lage  OC  bringt,  so  dass  BOC=  AOB  wird,  so  kommt 
der  gebrochene  strahl  in  die  Lage  OH  und  es  bat  sich  somit  der 
Brechongswiokel  um  GOU  =2  q'  geändert. 

Die  Aenderung  ^  des  tBreelrangswinkels  muss  nun  Hk's 
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Elfte  Imaer  kleiner  iein  als  die  Aeidmng  ^  des  Einfallswin- 
kels« denn  es  wSre  der  Winkel  GOB  selbst  in  dem  Falle  kleiner 
als  BOC!,  wenn  der  Bogen  CB^  BC  wäre,  weil  ven  swei  gleich 
grossen  Bbgen»  die  In  verscliiedenen  Kreisen  liegen,  demjenigen 
«in  kleinerer  Centri-Winkel  entspricht»  der  in  dem  grosseren  Kreise 
liegt.  Da  nnn  aber  GB  ^BC  Smi,  so  ronss  aus  diesem  Grunde 
der  Winkel  GOB  nrosomebr  kleiner  sein  als  BOG* 

Da  nun  aber  der  Bo^en  GH  auch  kleiner  ist  nU  EG,  so 
musä  auch  der  Winkel  GOH  =  q'  kleiner  sein  als  GOE  =  ^^ 

Drehet  man  ferner  den  einfallenden  iStrahl  in  die  Lage  OD, 
wodurch  der  Einfallswinkel  wieder  um  COD  =  vergrussert 
wird,  so  kommt  der  gebrochene  Strahl  in  die  Lage  OJ  und  es 
wird  dadurch  der  Brechungswinkel  nm  BOJ  =  g"  vergrOssert. 
Weil  nnn  wieder  ÜJ  <  GB,  so  mnss  auch  9'  <  q*  sein. 

Die  Zunahme  des  Brechungswinkels  wird  daher  immer  kleiner, 
wihrend  die  des  EinrallswinlGds  Immer  gleich  bleibt. 

Diesethe  Pil'.  16  ?iht  uns  auch  eine  deutliche  Vorstellung, 
wie  gleichzeitig  auch  der  Ablenkungswinkel  sich  ändert 

Für  den  Binfnilswtnkel  AOB  ist  nsmfich  der  Ahlenkungs* 
winket  =  JOD,  Dieser  Winkel  kann  aber  gemessen  wsrdcn 
d«reh  den  Bogen  JÜf .  Von  diesem  Bogen  wissen  wir  aber,  dam 
«r  ans  den  Theilen  üfLsl^,  tCLss^  und  JK^U  hsetHiet, 
wovon  Jeder  folgende  grösser  ist  als  der  ▼orhergebende  und  de- 
ren jeder  einer  gleieh  grossen  Aenderung  des  Einfallswinkels  ent- 
spricht Veihindet  man  daher  die  Punkte  K  mit  dem 
Centro  O,  so  werden  die  Winkel  MOL,  KOL,  JOK  u.s.  w.  die 
aufeinander  folgenden  Aondemngen  des  Ablenkungswinkels  ▼er- 
•teilen  und  diese  mflssen  daher  ebenfalls  immer  grosser  and 
gfSeser  werden. 

Ist  die  Aenderung  des  Eisfallswiokels  unendlich  klein,  so 
kann  man  den  Bogen  CB  und  eliettso  BJ  (Fig.  16)  als  gerade 
linlen  ansehen,  und  wenn  man  Bf  und  senkrecht  auf  die  Se- 
kante BJ  sleb^  so  hat  man: 

Hf^BJ.Qo^JBf 

und 

Cg  =  CD.ewBQg, 

Non  ist  aber  der  Winkel  JHf=  EOFI  ~  b,  weil  die  Schen- 
kel des  eioen  senkrecht  stehen  aul  jenen  des  andern,  und  aus 
demselben  Grunde  ist  auch  J)C$  =  AOL  =s  a,   Mao  hat  also: 
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Weil  nun  Uf  zsz  Cg,  ao  Uts 

> 

HJ  ^  Cosa 

Ferner  ist  HJ  =,  gRg  und  CD  =z  itrg,  wenn  p  und  fi  die  An* 
sahl  Grade  der  Hö{;f>n  ffj  und  CD  bedeutoo  und  g  die  Irftbera 
Bedeutung  bat   Demnach  iet: 

ojiß  coea 

l^rg  cee6' 

Aber  ^  =  m>  eemit: 

Q  Cosa 

ceeg 

m'eeeA' 

Diese  Formel  enthält  nun  das  Gesetz,  nach  dem  sich  der 
Brechungswinkel  ändert. 

Gehet  der  Einfallswinke!  n  in  a -f  fi  and  der  BrecbiiBgewiokel 
b  Uk  b-^^  Übet,  so  ist  die  AblenJtang: 

«+^i-(6  +  p)  =  (a-6)  -f  (F-^)- 

Hier  stellt  fi  — p  die  entsprechende  AcmleruD«^  der  Ablenkaog  vor, 
die  vorhin  mit  v  bezeichnet  wurde.  £s  ist  somit: 

V  SS  eder$  fi  s  ir  -|-  9. 

Substituirt   man   nun   iltir   v  und    ^  die  vorhin  gefundenen 

Wertbe  mid  setst  der  Elnfacliheit  wegen  ^  =s  11,  ee  *erliSlt  mtn: 

I    ,  n  coeg 

j         n        cos  a 

■~"ee»6'^«cee6* 
mit  =  — ees  a  -f-  eieoefr. 

Und    da   m  SS  —  ond  »  =  ^  i>t,  to  iet  mn  s  ~»  iro  r'  die* 

selbe  Bedeutung  bat,  wie  t>  in  Fig.  5  und  r  den  einfallenden  Strahl 
vorstellt.  Wir  haben  somit: 
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—  =s  ^cosa-fmcosd. 

Diese  GleichuDg  kana  man  aoch  anmittelbar  aus  Fig.  5  er> 
hatten,  deon  et  iat  io  deo  reehtwinkilgeo  Üreieckeo  PBA 
und  POAi 

BP=  Aß  »eoab  =■  m.AO.coBÖ 

und 

OPssAO.tM; 

BP-~OP=v  =  AO.imcosö—eosa), 
•^r^  »  —  =  —  cos  a  -|-  w  cos  o. 


}.  10.   Unter  welcher  Bedingung  bleibt  die  Richtung 
des  gebrochenen  Strahles  konstant? 

Die  Grosse  eines  EinfallswinkeU  ttie  DAx  (Fig.  13)  kaon 
nuf  zu  ei  Arten  geändert  u  erden,  entweder  durch  Drehung  des 
einfallenden  Strahles  DA  oder  des  Einfailslothes  Ax  um  den  Eio- 
fallspuokt  A.  Die  Drehung  des  EinfalUlothM  ist  natfirlieb  äqui- 
valent der  Drehung  der  Trennungsflache. 

Es  ist  in  Bezug  auf  die  RiehtQog  des  gebrochenen  Strahles 
nicht  gleichgiltig,  auf  weiche  von  diesen  swei  Arten  der  Einfalle- 
lvinkel ge§ndert,  z.  B.  vergrossert  wird. 

Drehe  ich  den  einfallenden  Strahl  DA  .<;ctiraobeDliniM,  wäh- 
rend das  EinfalUIoth  In  seiner  Lage  verbleibt,  so  wird  dadurch 
auch  der  gebrochene  Strahl  schraabeolinks  gedrebet.  Das  bedarf 
keiner  weiteren  Erlfiuternn^. 

Bringe  ich  aber  da.s  Einfallsloth  aus  der  Lage  xy  in  die  Lage 
^V'  während  wieder  der  einfalleode  Strahl  DA  seine  Richtung 
beibehält,  so  wird  dadurch  der  ursprOngliche  Einfallswinkel  DAx 
um  xAjt' =  q  vergTussert;  wurde  nun  bei  dieser  Drehung  des 
£infall8iothes  der  gebrochene  Strahl,  als  welchen  wh  iE  annehmen 
wollen,  in  seiner  Lage  verbleiben,  so  würde  der  anfängliche  Bre- 
chungswinkel yAE  tim  yAy'  zz.  q  vergrüssert,  also  um  ebensoviel, 
wie  der  Einfallswinkel.  ISun  wissen  wir  aber,  dass  die  Aeiule- 
ruug  des  Brechungswinkels  weniger  betragen  roOsse  ,  als  jene  des 
Einfallswinkels.  Es  niuss  also  der  gebrochene  8(rahl  aus  der 
Lage  AJE  näher  an  das  Eiofailslotb  rücken,  inilem  er  etwa  die 
Lage  AB  aonimmt  Weil  der  anfllngliche  Brechungswinkel  yAE 
doch  Drebnog  des  EinfalislotlMS  auf  seiner  linlien  Seite  am  etwas 
w  viel  vergrSssert  worde»  so  nmss  er  aaf  seiner  rechten  Seile 
wieder  eine  entopreelieiide  Vermiodemig  nn  den  Wbkel  BAE 
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«riclden.  Daraus  gehet  aber  hervor,  daae,  wenn  das  Ehifalbleth 
schraubenrechts  gedrehet  wird,  auch  der  gebrochene  SCrabI  in 
demselben  Sinne  gedrehet  werde. 

Werden  alse  der  einrallende  Strahl  und  das  EinfalUloth 
gleichaeitig  nach  entgegengesetafeii  Richtungen  gedreht,  so  Icann 
bei  einem  gewissen  Verhfiltnisse  dieser  Drehungen  ihre  Wirkung 
auf  den  gebrochenen  Strahl  sich  aufbeben  und  dieser  wird  somit 
seine  anlUnglicbe  Lage  unverrüclct  beibehalten.  So  wurde  oben 
der  gebrochene  Strahl  AE  durch  Drehung  des  Eiiifallslothe«  in 
die  Lage  AB  gebracht;  er  kann  nun  in  die  Lage  AE  wieder  s«- 
rück'  versetal  werden»  wenn  der  einfallende  Strahl  DA  etwa  in 
die  Lage  CA  gedrehet  wird. 

Behält  nun  aber  dej-  gebrochene  Strahl  unverrOckt  seine  Rich- 
tung bei*  so  wird  durch  den  Drefaangswinkel  q  des  Eiofallslotbee 
offenbar  Uos  der  Brechungswinkel,  und  durch  den  Drehungswinkel 
fft  des  einfallenden  Strahles  wird  ebenso  blos  die  Ablenkung 
geindert 

Das  Gesagte  ISsst  sich  auch  im  Sinne  der  Fig.  6  erlSutem. 

Ifi  dieser  F'iguruurde  der  aulfallende  Strahl  OA  in  die  La{;e  CA 
gedrehet  und  »o  kam  der  gebr(jLli(>iic  au»  der  unlänglicheii  Lage 
AB  in  die  Lage  AI).  Wenn  \\U  nuft  die  Trennungsfläche  mn  in 
die  Lage  m'n'  briiit;en,  80  dass  die  Verbindtitigt*linie  BC\_m'n' 
steht,  so  ist  dadurcli  der  gei>roehene  Strahl  nieder  in  die  Lage 
AB  zurück  versetzt. 

Der  anfängliche  Ablenkungswinkel  war  =  BAO,  jetat  ist  er 
=  BAf  ;  er  ist  aUo  mu  OAC  grOsser;  aber  OAC  ist  der  Win- 
kel, um  wpk'hon  der  <  infallende  Strahl  gedrehet  wurde.  Ferner 
ist  OBC  der  W  inkt  i,  iiiu  welchen  der  Brechun^hv^ iikkel  zugenom- 
men hat  nnd  es  \i>t  O/JC  z=  nAn\  d.  b-  gleich  dem  Winkel,  um 
welchen  die  Trennungsfläche  oder  dai$  Etnfallsiuth  gedrehet  Hurde. 

Bei  der  Brechung  vom  Einfallslothe  verhält  es  sich  anders.  Da 
nusa  bei  koitstant  bleibender  Richtung  des  gebrochenen  Strahles 
der  einfallende  in  demselben  vSinn©  ^edrehet  werden,  wie  das 
Einfallsloth.  Denn  wenn  jetzt  CA  (l*  «g-  ())  don  gebrochenen  Strahl 
vorstellt  und  f)A  den  einfallenden,  **o  ftelindet  sich  der  letztere 
mit  dem  Linfallslothe  Ax  auf  der  nemlicben,  hier  linken  Seite  des 
gebrochenen  Strahles;  während  sie  bei  der  Brechung  zum  Ein- 
faÜfilothe  auf  entgegenuesetzten  Seiten  des  gebrochenen  Strahle» 
lagen.  Drehet  raan  demnach  die  Trennungsflacbe  um  schrauben 
links  in  die  Lage  m'n\  so  wird  auch  das  Einfallsloth  Ax  uro 
gleiclwiel  schraubenlinks  gedrehet.  Ziehet  man  nun  durch 
den  Endpunkt  C  des  gebrochenen  Strahles  die  ßCjLm'n'  und 
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fwblodet  daiB  B  d.  i.  den  Paukt»  wo  jene  Senkrechte  dte  Periferie 
dee  grilseeren  Kreisee  eclineidet«  mit  eo  gibt  BÄ  die  Ricbtimg 
ee^  welche  der  eiefolleode  Strahl  bei  der  neoen  Lege  mV  der  IVee- 
MDgefliche  halieo  mnee»  weon  der  gebrochene  eeine  nreprflogUche 
Lage  CA  beibehalt  Da  nun  der  einfallende  Strahl  Aofanga  die 
Lage  DA  hatte,  so  niass  er  offenbar  schraobenllnfce»  alao  in  dem- 
selben Sinne,  wie  das  Efaifallsloth  gedrehet  werden,  am  b  die  neoe 
Lage  BA  wm  gelangen. 

{.  IL  Das  Verhaltniss  des  Brechungs- som  Ablenkangs- 
Winkel  Ändert  sich  mit  dem  Brechangs-Exponenten  m. 

Wir  w  issen,  dass  der  gebrochene  Strahl  her  konstanter  Hich» 
tung  erhalten  nird,  wenn  man  souohl  den  f'itilallenden  Strahl  als 
aacfa  die  Trenimnesfliiclie  nach  entge^rnue.setzten  L'ichtiingeii 
drehet.  Es  fruü;!  sicii  nun,  ob  diese  entgegengesetzten  Drehun- 
gen gleich  viel  betragen  oder  nicht 

Beschreiben  wir  demnach  aus  dem  Ptankte  A  (Fig.  17)  der 
Trennnngsflä^he  awei  Kreise,  den  einen  mit  dem  Halbmesser 
^  AO9  den  andern  mit  dem  Ualbmesser      AB  und  es  sei 

AB 

OA  =      t  so  daäs  aläu  O  der  Ualbirungspunkt  von  AB  mt. 

Durch  diesen  Punkt  O  ziehe  man  uwXAßi  es  ist  ilann  wo  eine 
Tangente  des  kleineren  Kreises. 

AB 

Wird  nan  1»  =  -^^q  =  2  angenommen  und  stellt  (JA  den  ein- 
fallenden Strahl  vor,  der  die  TrennungsflKche  mn  senkrecht  trifft, 
so  wird  der  gebrochene  Strahl  AB  ebenfalls  senkrecht  auf  mn 
stehen.  Bringt  man  hierauf  den  einfallenden  Strahl  in  die  Lage. 
AC,  so  muss  man  die  Trennungsfläche,  damit  der  gebrochene  AB 
oaverräckt  bleibe,  in  die  Lage  m'n'  bringen,  »0  dass  BCJitn'n' 
sei.  Alsdann  ist  der  Brechungswinkel  —  OBC  und  der  Ab- 
lenkungswinkel =  OAC  Da  aber  BC>-  AC  ist,  so  wird 
OAC>  OBC  sein. 

Wenn  also  m=2  ist,  wird  stets  der  Ablenkungsivinkel  grdsser 
sein,  als  der  Brechnngsuinket  oder,  nas^  dasselbe  ist,  ich  muss 
den  einfallenden  Strahl  um  pinen  grosseren  Winkel  drehen,  als 
die  Trennun^'sÜäcbe,  damit  der  gebrochene  nnverräckt  bleibe. 
Das  wird  um  so  mehr  der  Fall  sein,  wenn  m>2  ist,  in  welchen» 
falle  die  uw  den  kleineren  Kreis  nicht  mehr  berühren  wird. 

Beschreibt  man  hierauf  über  AB  als  Durchmesser  einen  Halb- 
kreis, der  die  uw  in  D  schneidet,  so  wird  das  Dreieck  BBA 
nicht  nar  rechtwinklig,  sondern  auch  gleichschenklig  sein. 
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Beschreiben  wir  ferner  auch  mit  AD  einen  Kreis  am  den 
Mittelpunkt  A,  so  wird  dieser  Kreis  io  dem  Punkte  D  von  d^ 
Verbindangslioie  BD  taogireL  Wir  haben  et  jetxt  mit  einem  fiStefe 

BA 

sn  tboo,  dessen  Brechnngs- Exponent  =  i^t*  Rich- 
tung des  einfallenden  Strahles  ^st  AD:  da  aber  BD}_AD  stehet, 
so  gibt  AD  auch  die  F^af^c  der  Trennuntjstläche  an.  Wir  haben 
also  den  Fall,  wo  der  Einfallswinkel  =  90*  ist,  denn  es  ist  fa 
diet»er  Winkel  mit  ADB  supplementÄr.  l)a  nun  BD  =  AD  ist, 
80  ist  auch  der  Brechungswinkel  OBD  s  dem  Ableukaogairin* 
kei  OAD. 

Ist  der  fiintallewinl^el  <90^  trenn  i.  B,  der  einlai]ende  Strahl 
die  Lage  AF  hat«  so  wird  in  dem  Dreiecke  BFA  die  Seife 
BF^  AF,  somit  der  Abienknngswinkel  OAF  schon  kleiner  als 

B  4 

der  Brechungswinkel  OBF.    Der  Brechungs  -  l!^ponent  m  = 

stellt  daher  wiederum  einen  Grenzwerth  vor,  welchen  man  ans 
dem  leebtwlnkligea  Dreieck  ABD  aosmitteln  kann,  denn  es  Ist: 

ÄB*z=ÄB^-I-BD*, 

ÄEI^z=2.ÄD^  =  2.ÄL\ 

m  =  V2. 

FQr  solche ^Stoffe  also,  deren  Brechungs  Exponent  <V2  iät, 
wird  der  Brechongswiakel  stets  grosser  sein  als  der  Ablenknngs- 
irinkel  oder,  was  dasselbe  Ist,  man  wird  bei  konstanter  Rfchtang 
des  gebrociienen  Stiahles  die  TrennuogsflSche  vm  einen  grösse- 
ren Winkel  so  drehen  haben  als  den  einrallenden  Strahl. 

Fflr  Stoffe,  deren  Hrcrhuu^« ■  Kxponfiit  zwischen  m  =  2  und 
m  —  V2  liegt,  wird,  wenn  man  riet)  Einfallswinkel,  von  Null  an- 
j^efan^en,  wachsen  lässt,  Anfangs  der  Brechungswinkel  crrosser 
sein  als  der  Ablenkungswinkel;  hei  einem  gewissen  Einfailsv^in» 
kel  werden  beide  gleich  Bein  und  über  diese  Grenze  hinaus  wird 
der  erstere  kleiner  sein  als  der  letztere.   Denn  man  setze  den 

AB 

Breebangs-Ezponenten  ^         wo  AByOA  und  ^EA  ist  und 

beschreibe  mit  AB  einen  Kreis  um  A,  so  schneidet  dieser  die 
ans  In  r.  Verbindet  man  nnn  irgend  einen  Punkt  G  des  Bogens 
Br,  der  gans  oberhalb  mp  liegt,  mit  B  nnd  A,  so  wird  in  dena 
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M  «ntetobeiMlMi  Dnieeko  BGA  di«  Seite  BG  «tote  <il<?,  UMiit 
ancb  iler  Winkel  ABG^BAG  sein. 

Hat  aber  der  einfallende  Strahl  die  Richtung  Ar,  so  wird 
der  Brerfinnfl;8vi-in{cel  bereits  gleich  sein  dem  Ableolningawiiilcel, 
deoo  in  dem  l>rea«cke  ArB  iet  liereite  Ar  =  jffr. 

Drehet  man  nun  aber  weiter  den  einfalleriden  Strahl  in  die 
Lage  Ai,  so  dass  der  Ponfa:t  t  bereits  unterhalb  uw  liegt,  so  wird 
atete  In  dem  Dreiecke  Aßs  die  ßs>At,  biemit  auch  Winkel 
BAeyABs  sein. 

in  §.  8.  wurde  aus  Mfliief-*e  LeiiriNich  der  Physik  eine  Reibe 
TO»  Ablenknngewinkeln  angefuTirt,  Tür  einen  Stoff,  dessen  Bre- 
ebangs-Eiponent  m  =  1 . 5  ist.  Dieser  liegt  zwischen  V2 = 1 .414213 
und  2;  aber  er  kommt  der  V2  sehr  nahe.  Wiewohl  nun  die  in 
§.  8.  angefOhrten  Ablenkungswinkel  sXmmtlich  kleiner  j;ind  als  die 
entsprechenden  Brerhijn(»?«wirjkel,  so  rouss  es  doch  bei  diesem 
Brechun^s  b.xponenten  auch  Ablenkungswinkel  geben,  die  grösser 
sind  als  die  entsprechenden  Brechungswinkel.  In  der  Tbat,  i^etzt 
man  b  =  41»30',  so  ist  a  z=z  ä3<'43',  somit  a— 6  =  42«  12,  ood  es 
i»t  demnach  a — 6>6. 

Seist  TUM  den  AlilentningeiHnkei  =s  4»  eo  bat  mnn,  da  ateto  , 
a^b-^d  bt: 

sin  a      8in(A  +  d) 
sin  6  siu6 

md  flir  den  Fall,  wo  6    if  wird: 

 sin26  2sin6co86 

sin6  "~     sio6  ' 

aiss9co86,  oder  cos6  =  ^« 

Dieee  tettte  Glelelinng  drOckt  denaach  die  ßediogong  ans* 
«oter  weicber  der  Breebnngs*  und  Ablenknngawlnkel  einander 
gidcb  werden.  Dem  Geeagten  an  Folge  serfallen  alle  Stofe  in 
drei  Katbegorien;  Eretena  «tark  brechende,  wenn  m>:2;  zweltena 
•ebwach  breebende,*  wenn  m  <  v%  und  drittena  Stoffe  von  mitt- 
l«reni  BreebnngaTormugen,  wenn  m  awiscben  V2  und  2  liegt. 

Derjenige  Werth  von  n,  hei  netcheni  b  ~  d  wird,  hängt  innig 
mit  dem  Brechungs-Kxpniienleii  /.usamnien  und  er  aiulert  sich,  wenn 
sfch  dieser  ändert  Wir  wollen  ihn  dcsshalh  den  Exponeotial- 
wiokel  nennen.  Er  ist  desto  kleiner,  je  grösser  m  ist. 

ThsUL.  4 
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Diese  ganze  Betrachtung  lisst  sieh  niit  HHfe  det  Carsof 'mIh« 
Lehrsatzes  auch  allgenieio  vnd  «war  aaf  folgend«  Art  darehfilhM* 

Ba  aei  in  dem  Ureiacka  BFA  (Fig.  17)  dar  Kürze  wegen: 

Aß  =  R,  i<Fs=r  and  Ä*  =  a. 

Man  bat  damaacb: 

=  ÄF^  +  ifT *  -  2AF.  BFcw  BFA, 
=  r«  2prco«ÄFJ, 

nad  da  BFA  mit  u  aapplamaatfir  iet: 

=  r*  +  ©•  +  2t;r  Cosa; 

wail  faraer  Ä  =  mr  iai.  ao  folgt  s 

mV*  =  r*-f  »*  +  2crcosa, 

(m«— l)r«-a* 

co««  =  ^  ' 

Führt  man  in  diese  Gleichung  die  Bedinefung  ein,  dass  der 
Ablenkungswiiiljel  =  dem  Brechüngsninkel  «ei,  so  rouas  luan 
v  =  r  satäen.    Man  bekommt  aisjiann  : 

m*— 2     m«  , 

coaa  =  — ^ —  ~  "2 — 

FOr        m  =  2   ist   co8a  =  l,   somit  a=:0; 
and  ffii  m=V2iat  co8a  =  0,  eouiit  o  =  90**. 

Ist  m  <  V2,  somit  m*  <  2,  so  wird  coa  a  aegativ,  alaa  a 
was  nicht  mehr  statthaft  ist»  da  dar  Elalkllawinkal  aicht  grOaaar 
ala  W  aain  kaaa;  aetat  man  faraar  flir  ai  Warthe  eio,  die  grOaeer 
alad  ab  8»  ea  wird  coao  iaiaginir. 

Aua  derselben  Formal  folgt  aaeh  van  aalbst,  daaa  der  £zpo- 
aentialiviakel  a  im  Allgeroaiaen  dealo  kleiner  wird,  je  grOaaer  m 
wird. 


Ea  liaat  aieh  Übrigana  die  Bedingvegs  caao        *  ' 

aaf  die  frfiber  erhaltene;  eaa6  =  ^  aarilckffibfaa»  wie  aoa  Folgaa- 
den  erbellet: 

«aaa=— , 
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,  ,  sina 
und  da 


Blnö' 

V'l^««(I-e«i«6)  =  2!zJ, 


«oniti 


{.  12.   Ein  geometrUcher  Safe,  der  eine  vielaeilige 

Anvrendung  zu  versprechen  scheint. 

lo  dem  Dreiecke  OCD  (Fig.  18)  sei  AB\\  CD;  man  errichte 
ftber  AB  ah  Grundlinie  ein  beliebiges  Dreieck  ABE,  ziehe  dann 
durch  C  die  CF\\AE  und  durch  D  die  DF\\BEi  so  bt  das 
Dreieck  CüFcsjÄBE.  Wir  haben  daher: 

ABiCDz=AEiCF 

und 

AB.CD=  OAiOC, 

iiaber: 

OAtOC^AEiCF. 

lo  den  Dreiecken  Oi4E  und  OCF  sind  daher  zwei  Seiten  de» 
einen  proportionirt  zu  zwei  Seiten  des  andern  und  die  von  diesen 
•Seiten  eingeschlossenen  Winkel  sind  gleich;  GAE  ~  OCF.  E« 
sind  daher  diese  Dreiecke  älmlrch  und  es  Winkel  AOE=COF 
•ein.  Wenn  aber  diess,  so  muss  die  Seite  OE  mit  OF  zusam- 
neoralleiL  Wemi  ich  daher  O  mit  E  ▼erbinde»  ao  nase  diese 
VerhindangBlinle  auch  doreh  F  gehen. 

Daa  ist  der  Satz  nnd  nun  ein  paar  Anwendungen. 

Der  leuchtende  Punkt  O  (Fig.  19)  habe  die  Butfotnung  OB 
von  der  Trennangsfläche  mu  zweier  Medien.  Die  Brechung  ge« 
•ebehe  zum  Einfallslothe.  Denkt  man  «ich  zwei  auffalleftde  Strah- 
ien  OA  und  OB^  ee  mOgen  A£  und  BF  ihre  reepektiven  ge* 
brecheneD  sowohl  der  Richtung  als  GrO^ae  nach  darstellen.  Diese 
gebroeheueD  Strahlen  hinreichend  verlängert  achneiden  sich  in 
den  Punkte  M. 
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Nan  wollen  wir  die  Trennun^sflSche  aus  der  Lage  tnn  in  die 
parallele  Lai^e  pl  versetT^en.  Dadurch  Vierden  die  eiiirallcnden 
Strahlen  eine  entsprechenrlo  V^erlängerung  erfahren.  OA  i;efil 
Ober  in  OJ  und  OB  in  OA'.  Uni  nun  die  gebrochenen  Strahlen, 
die  diesen  verlängerten  einlallernien  ent.sprechen ,  7u  erhalten, 
rouss  man  durch  J  die  JG\\AE  und  durch  A  die  K!l\\BF 
ziehen.  Abdann  sind  JG  und  KH  die  (^esuchton  gebrocheneu 
StrabIeD,  welche  hinreichend  verlängert  sich  in  iV  schneiden. 

Nun  Ut  ftber  in  dem  Dreiecke  OJK  die  AB\\JK\  ferner  let 
das  Dteieclc  AMBc^JNK,  vreil  die  Seiten  des  einen  pnreltei 
sind  in  den  Seilen  des  anderen.  Wenn  man  daher  den  leneb* 
tenden  Pnnict  O  mit  dem  Seiieitei  M  des  einen  Üreleelts  ver- 
bindet, so  muss  diese  Verbindungslinie  aueb  durcb  den  Sebeitel 
N  des  anderen  Dreieckse  gehen. 

DarRus  gehet  hervor,  dase,  wenn  man  die  TrennnntjNflScfre 
parallel  zu  eich,*  von  dem  leuclitendetj  l^unkte  ininjer  mehr  und 
mehr  entfernt,  der  üurchschnittepunkt  zweier  gebrochenen, 
auf  die  nemlichen  einfallenden  zu  beziehenden  Strahlen,  stets  in 
der  nemlicheo  darch  O  gezogeneu  Geraden  vorrücke« 

Ferner  dnd  ancb  die  Dreiecke  MEP'  und  HGB  ibnüeb  nnd 
da  das  Dreieck  NGH'^MEF  Ist,  so  Ist  auch  GH>EF.  Wir 
sehen  somitt  dass  der  Abstand  sweler  Durebscbnlttspunkte  in  der 
Normalen,  welche  sieb  aof  die  nemlleben  einfallenden  Strablen 
bestehen,  desto  grOsser  aasfllllt.  Je  weiter  die  TrenanngsflSehe 
von  dem  leuchtenden  Punkte  entfernt  wird. 

Es  sei  wiederum  (Fil^.  20)  in  H  ein  leuchtender  Punkt,  der 
die  Strahlen  HA   und  /JB  aut   die  Trennungyfläcfie  p(/  sendet 
Geschieht  die  Brechung  zum  EinfallNlothe,  so  seien  AG  und  ßj 
die  entsprechenden  gebrochenen  Strahlen,  die  verlängert  sich  In 
F  schneiden.    Wir  wollen  jetzt  annehmen,  die  Richtungen  dieser 
gebrochenen  Strahlen   «eien   üx  und  es  sei  uns  blosi»  gestattet, 
ihre  Grössen  abzuSndern,  was  dadurch  geschieht,  indem  man  die 
Trennungsflftche  py  in  verschiedene  andere,  jedoch  parallele  La- 
gen bringt.    Bringen  wir  demnach   die  Trennungsfläche  in  die 
Lage  m/i,  so  werden  hiedurch  gedachte  Strahlen  verkürzt.  Ihre 
Längen  sind  jetzt  CG  und  DJ,   Es  entsteht  jetzt  die  Frage, 
weldhea  die  einfallenden  Strahlen  seien,  die  diesen  Ferkiirsteo 
gebrocbenen  entsprechen?  Man  findet  sie  einfach  so,  wenn  man 
von  C  die  Cb\\Aff  und  von  D  die  iki\\BB  siebet  fie  etod 
dann  6C  nnd  aD  die  gesachlen  ein&llenden  Strahlen,  welche 
verlängert  sich  In  E  schneiden.  Dieser  Punkt  E  liegt  linke  ▼od 
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der  Normaien,  denn  er  nius«  ja  bekanntlich  in  die  Gerade  FM 
fallen,  welche  den  iDarchecbiiUtopunkt  F  mii  U  verblödet 

£inen  anderen  Fall  der  Anwendung  bietet  die  Fig.  21.  Von 
«Sem  leuchtenden  Punkte  O  fallen  iwei  Strahlen  OD  und  OB 
«pf  ein  von  paralleleo  Ebeneo  mii  und  pq  begrenstea  Medium  und 
gellen  die  Kebrocheneo  DM  und  EN  an  der  Elntrittidiilche;  ver- 
lingert  mau  dieee  bia  cur  AoetrUlaflScbei  so  daaa  sie  die  GrSssen 
MK  und  NL  erhalten,  so  liefern  sie  In  Folge  der  Breebung  ae 
dieser  letsteren  FlScIie  wiederum  die  gebrochenen  Strahlen  VK. 
DBd  FL,  von  denen  VK\\  OD  und  VL\\  OE  ist.  Verbindet  man 
HUB  den  Punkt  a,  wo  eich  die  an  der  EintrUtalttcbe  gebreche« 
neo  Strahlen  schneiden,  mit  dem  leuchtenden  Punkte  O,  ao  rooaa 
diese  Verbindungslinie  aO  auch  durch  den  Punkt  ß  bindurebgo^ 
beo»  wo  sich  die  ao  der  Austrittsilfiche  gebrocheoen  schneiden. 

Auch  die  bekannte  Erscheinung,  die  ein  in  Wasser  Lretauchter 
Stab  darbietet,  [a»Hi  gich  hier  suhsumiren.  AE  (tig.  22)  stellt 
einen  solchen  Stal)  \or,  der  sciiiel'  gegen  die  Oberfläche  mu  des 
Waj^sers  gehalten  wird  und  mit  dem  Theile  AB  aus  demselben 
herausragt.  !^lan  ziehe  von  den  Punkten  C,  JJ  und  L  des  ein- 
getauchten Thciles  die  zu  einander  parallelen  Strahlen  CF,  DG 
und  EH.  Diese  werden  an  der  Treonungsfläche  mn  gebrochen 
und  treten  in  den  ebenfalls  parallelen  Richtungen  FM,  GN  und 
ÜO  iieraus.  Füll  man  hierauf  von  den  Punkten  C,  D  und  E 
Senkrechte  auf  die  TiennongsflScbe  mn,  so  werden  diese  von  den 
anstretenden  Strahlen,  sobald  man  selbe  verlingert»  hintereinander 
In  J,  K,  L  geschnitten  und  diese  Durchschnittsponitte  shid  die 
Orte»  an  welchen  das  Auge  die  Punkte  C,  D  und  E  dee  einge- 
tauchten  Tbeiles  sehen  warde,  wenn  es  nacheinander  jeden  der 
aontrstenden  Strahlen  anfnihme.  In  diesem  Falle  liegen  aber  die 
Punkte  L,  K  und  J  in  Folge  des  an  der  Spitse  dieses  {•  bewie- 
senen Satses  in  einer  durch  den  Punkt  B  gehenden  Geraden. 

Würde  also  das  Auge  gleichzeitig  alU»  parallel  auslrctcnden 
Strahlen  aufnehmen  können,  so  müsste  ihm  der  eiii^.etauehte 
Theil  des  Stabes  c^erade  erscheinen.  Da«  ist  nur  in  einem  Falle 
niöirlich,  wenn  neiiiiich  das  Aus;e  knapp  oberhalb  des  herausra- 
genden Tbeiles  AB  (Fig.  23)  sit  h  befindet  und  längs  desselben 
Dach  dem  eingetauchten  hinschaut,  denn  da  werden  die  parallel 
austretenden  Strahlen  so  nahe  an  einander  gerückt  sein,  dass  sie 
den  Cylinder  ABhi  bilden,  der  so  diinn  ist,  dass  ihn  die  Pupille 
aafzunebmen  vermag.  In  allen  anderen  Lagen  des  Auges  muss 
der  eingetauchte  Theil  EB  des  Stabes  gekrflmmt  erscheinen  und 
Bwar  wird  er  seine  konkave  Seite  der  Oberfläche  mn  des  Was- 
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M«  tuwenden«  weil  das  Auge  dano  die  elozeliiOD  Punkte  dessel- 
ben nur  mittelst  solcher  Strahlen  siebt,  die  gegen  dasselbe  kon- 
vergiren.  Man  wird  sich  von  dem  Gesagten  flberzeogen,  wenn 
man  einen  ettvas  längeren,  weoigstens  xwei  Schub  langen  Stab 
SU  dem  Versuche  nimmt 


{.  13.   Bin  sn  lösendes  Problem. 

Man  denice  sich  das  Medium,  in  welches  die  von  dem  feuch- 
tenden Puokte  O  (Fig.  20)  herkommeuden  Strahlen  OC  und  OD 
eintreten,  hinsichtlich  «einer  materiellen  Beschaffenheit,  wie  durch 
Zauberei,  in  stetiger  V  eränderung  begriffen,  so  dass  dadurch  der 
Brechungs- Exponent  (von  m—\  angefangen)  in  den  Zustand 
stetigen  Wachsens  versetzt  wird.  Die  den  obigen  einfallenden 
Strahlen,  die  wir  als  unveränderlich  beibehalten,  entsprechenden 
gebrochenen  CG  und  DJ  werdeii  alsdann  immer  grösser  und 
grosser  und  es  wird  ihr  Durchschnitt^punkt  F  fortwährend  den 
Ort  verändern  und  somit  eine  gewisse  Bahn  bescbretben. 

Alles,  namentlich  eine,  wenngleich  nur  für  einige  wenige  . 
Werthe  des  Brechungs-Exponenten,  jedoch  mit  Genauigkeit  aus- 
geführte Konstruktion  der  gebrochenen  Strahlen,  deutet  darauf  hin, 
dass  diese  Bahn  eine  Kurve  nei ,  die  ihre  bohle  Seite  der  ver* 
längerten  Normalen  KU  zuwendet. 

Be  ist  mir  Jedoeb  bie  jetzt  oiebt  gelangen«  dieses  dorcb  die 
Recbming  xa  beweisen.  Das«  ich  aber  dieeee  Problem  jetst 
•eboD»  obgleich  nngelQat,  in  die  Oeffentlicbkeit  bringe,  deiu  be> 
sfiiniDt  mich  die  Erwägung,  dass  e«  von  den  matbematiselien 
Genien  der  Gegenwart,  die  so  Grosses  leisten,  frSber,  leichter 
und  sicherer  gelöst  werden  dfirlte,  als  ich  es  vermochte. 

Dass  aber  dieses  Problem  von  hoher  Wichtigkeit  für  die  Optik 
sei,  erhellet  aus  rollendem  Beispiele. 

Man  stelle  sich  wieder  ein  von  paralleien  Ebenen  mn  und  pq 
(Fig.  20)  hei^renztes  Medium  z.  B.  Glas  vor.  Die  Strahlen  OC 
und  OD,  (die  der  besseren  Uebersicht  wegen  in  der  Figur  nicht 
gezeichnet  wurden),  kommen  aus  der  Luft,  da  sich  der  lencbtende 
Punkt,  als  weichen  wir  O  annehmen,  in  Luft  befindet. 

Die  entsprechenden  gebrochenen  Strahlen  seien  CG  and  DJ, 
welche  verlängert  sich  in'F  schneiden. 

Diese  letzteren  Strahlen  sind  bekanntlich,  wenn  sie  gehörig  ver« 
längert  werden,  für  die  Austrittsfläehe  des  Mediums  als  einfallende  zu 
betrachten.  Je  nach  der  Dicke  des  Mediums,  das  sie  durchwandern, 
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wir4  ihf#  VertSngenmg  bald  mehr  bald  weniger  betragen.  Wir  kOnnen 
non  von  der  Brechung  ao  der  ersten  Fläche  auch  ganz  absehen, 
kwnnen  ans  auch  die  durch  die  letztere  Brechung  erhaltenen  Strahlen 
ihrer  ganzen  Länije  nach,  d.  i.  bis  zu  den  narchschnittspunkten 
G  und  J,  in  der  Glasmasne  liegend  denken.  Wir  werden  es  jetzt 
bio.<($  mit  der  Austrittsfläche  des  Mediums  zu  thun  liaben,  unterhalb 
welcher  sich  aber  nicht  Luft,  sondern  irgend  ein  anderer  Stoff, 
den  wir  mit  T  benennen  wollen,  befindet,  der  aber  das  Licht 
etwas  weniger  stark  bricht,  als  Glas.  An  der  zweiten  Fläche  des 
Mediüuiij  werden  also  genannte  Strahlen  aus  dem  Glase  in  diesen 
Stoff  T  einzutreten  haben. 

Denkt  man  sich  das  Glasniedium  zuerst  unendlich  diinn,  so 
ist  es  gerade  so,  als  wfirden  die  Strahlen  OC  und  OD  direkt 
«IM  der  Luft  In  das  Medium  T  eintreten.  Wir  werden  «ooiit  die 
darch  Brechneg  In  diesem  Medium  T  sich  ergehenden,  gebreche« 
nen  Strahlen  ganz  auf  die  bekannte  Weise  konstroiren.  Da  der 
Brccbungs- Exponent  des  Stoffes  T  kleiner  anpjenonimen  wurde, 
al^  jener  des  Glases,  «so  werden  die  auf  den  ersteren  sich  bezieben- 
tlen  gebrorhfnen  Strahlen  auch  oittsprechend  kleiner  sein.  Sie 
seien  Ch  und  verlängert  schneiden  sie  ^ich  in  E.  Verbindet 

man  mm  diosen  Punkt  E  mit  E  und  verlängert  diese  Verhin- 
dungslinie  nach  abwärts,  so  wird  dadurch  die  Norn>ale  in  H  ge- 
**chnitten  Die  Verbindungslinie  EF  kann  nicht  durch  O  gehen, 
denn  genii<^s  der  an  der  ^)[)itze  dieses  §.  stehenden  Erürterung 
liegen  die  Punkte  O,  E  und  F  in  einer  Kurve.  Von  diesem 
Punkte  //  wollen  wir  nur»  die  HB\\  ED  ziehen,  welche  den  ver- 
längerten Strahl  JÜ  in  B  durchschneidet  und  ebenso  die  HA  \\  EC, 
wodurch  die  Verlängerung  des  anderen  Strahles  GC  in  A  ge- 
schnitten wird.  Die  Punkte  A  und  ß  liegen  notbwendig  in  einer 
sa  mn  parallelen  Geraden  pq,  denn  es  ist  ja: 

aF.EF=:BF',DF 

und 

ffF'.EP^  AFiCF, 

somit  aoeh: 

ßF:DF=  AF:  CF. 

On  also  in  dem  Dreiecke  AFB  die  Seiten  durch  die  Gerade  nm 
fireportionirt  genchnitten  werden,  eo  iat  sie  parallel  zu  p^. 

Wird  demnach  pq  als  AustrittsflMe  den  Glaemedhinw  ge^ 
oommcn,  dessen  Dicke  ^  KL,  so  stellen  Att  und  BO  die 
Gfossen  und  auch  die  Richtungen  der  an  dieser  Fläche  beim 
Asetrttte  an»  dem  Glaee  In  dae  Medium  T  gebrochenen  Strahlen 
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vor.  Aber  nicht  nur  diese  zwei,  sondern  auch  alle  anderen  aus« 
tretenden  Strahlen  werden  sich  in  dem  nemlichen  Ponkte  // 
schneiden,  so  dass  also  ein  innerhalb  des  Mediums  T  »ich  befin- 
dendes Auge  den  leuchtenden  Funkt  auch  nur  als  einfachen 
Punkt  in  H  erblickt  Ilie  Dicke  des  Glasmediums  wird  sich  zu 
diesem  Bebufe  natürlich  nach  dem  Brechuns^s-Exponenten  von  T 
richten.  Je  schwftcher  T  dab  Licht  bricht,  desto  kleiner  wird  HL 
sein  roQsKen  und  wenn  der  Brecfiunt^s-Exponent  von  T  jenem  der 
Luft  gleichkommt,  rouss  KL  unendlich  klein  genommen  werden. 

Wiewobl  non  dieser  Beweis«  was  seine  Durehführeogeweiee 
aobeiangt,  mit  allem  Vorhergehenden  im  Eieldange  eteliet,  eo 
kommt  mir  doch  das  erhaltene  Resultat  so  roerkwOffdig  oder 
elgeotUch  sonderbar  vor,  dass  Ich  q^n^vunscbt  hätte,  es  darek 
eloen  Versuch  stiltisen  zu  kCnnen.  Allein  einen  solchen  Vereaeh 
herxQstellen,  durfte  schwer  fallen. 


IV. 

Sur  1e  mouvement  rectiligne  d*une  mol^ale,  soamise  k 
uoe  force  ailracü?e  ou  repulsive,  qui  est  uoe  foncüoo 
algdbriqae  raüonnelle  et  enti^re  de  la  distance  d*tta 

ceotre  fixe 

par 

IVlonsieur  C.  F»  E.  Björling  jun., 
Lector  a  l'^cole  sttpertoare  de  Hslniatsd  es  Saide. 

(Figures  v.  Tab  V.) 
1. 

Nous  designons  par  x  la  distance  de  la  nioiecuie  au  centre 
fixe,  par  t  le  temps  et  par  f{x)  une  fonction  alg^brique,  rationneile 
•t  entiire.   L'dquation  fondamentale  devient  alors : 
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(»)  S 

qui  donne  par  une  premi^re  inUgration: 

•i  WM»  d^ignons  par  la  foncfion  primitive  de  'if(s)f  par  I 
rabadaae  laltlaie  de  la  looUeule  et  par  F  aa  fileaae  initiale. 
Pour  trottver  la  ralatton  ealre  «  et  I  II  laut  auaal  effaelner  la 
qnadratare ; 


^  / 


dx 


ee  qui  ne  pent  ae  faire  gdndralemeat  en  dea  teraea  fiaia»  qoand 
le  degrd  de  f{*)  aerpaaae  1. 

La  vite8.se  de  la  molecule  se  peut  aii  contraire  toujours  ex- 
primer  en  fonctioo  fiuie  de  x  moyennaut  l'equ.  (2),  qui  douiie: 

Mals  tl  reste  encore  des  diflßcuU^ä,  qai  pronennent  aurtout 

de  la  circonstaiice  qu'il  existe  presque  toajoars  une  infinite  de 
Taleur-i  du  radical  qui  ne  regardent  point  I»  <jiie«ti«ii  liynamique. 
Airmi  par  exemple  le  radical  tend  souvent  ä  l  infini  avec  x,  taiidis 
que  la  vitesse  et  ia  diatatice  du  aiübile  iie  tturpasäciit  pati  des 
borneä  üuie^. 

Cea  difficalt<^8  s'agraudissent  considörableoieat»  ai  Tob  veat 
gdfl^raliaar  le  prohldme  et  chercher  les  e^p^ces  de  moaTemeDt 
qai  cerr^pendeat  a  daa  circenatancea  iaitlalea  diveraea. 

II  n'a  deoe  aembld  de  quelque  IntdrM  de  troover  une  mätbode 
gdndrale  pevr  fadlltar  le  ti^enent  dea  qeeatleiia  de  ce  genre. 


Dana  la  Tome  XIA'lIi  No.  XXVIII.  p.  m  de  ee  journal  J'ai 
enployö  nne  construction  geom^trique  tr^a-aimpie  paar  troover 
lea  conditiooa  de  la  fdalit^  des  racines  d'öquat'ions  algdbriqoea»  et 
j'y  ai  montr^  que  pour  döcouvrir  l'eapöce  des  racinea  d'ime  equa- 
tioo  donn^  il  suffit  de  cooiialtre  lea  valeuia  dee  ramoea  rdeUaa 
da  rdquatiao  ddrivde. 


Digitized  by  Google 


58  BJürUnn  Sur  ie  mmipmeHi  reeüHgme  <f     moUeuU,  MumUe  4  ' 


Je  vais  maintenaiit  eniplover  deti  constriictions  analogaes  poor 
la  resolution  du  problenie  ci  deäMus  propone ,  et  je  montrerai  qne 
pour  trouver  l'espece  de  mouveroent  de  la  rnolecuie  il  suffit  de 
connaitre  te«  valenrs  dea  racines  reelles  de  Toqu.  /{x)  =:  0« 

CoDsMrons  les  trolf  coorbes  qat  repr^«entent  Ibo  d««  o«or- 
doBD^  cartteieiinw  r«ct»iigolaires  lei  troi«  ^nation«: 

m  dtant  pris  pour  absciM«»  et  s,  i},  y  poar  ordoundes.  Noas  les 
appellons  renpectivement  conrbe  de  forcet  eoarbe  aaziliaire 
6t  eourbe  de  fiteaee»  oo  aimplemeot,  eoarbe  9,  c.  i|  et  €. 

En  faiaant  coTncider  lea  axea  verlicaiui  dea  troia  ayattoiea» 
oo  parceart  d'nn  aeui  coap  d'oeil  lea  Taleara  dea  troia  erdonatea 
qui  eorr^pondeot  k  une  m^nie  abaeisae. 

Les  detii  prcmi^rcs  cnnrbes  sont  continucs,  ellf»*?  s'^tendent 
iofitiiincnt  ä  Lrnnche  et  4  droite  et  »ont  ermpces  dans  un  seul  point 
par  chaque  droite  verticale.  Elles  ne  possedent  donc  aueime 
tan<!;ente  verticale,  ni  d  autres  singularitös  (]ije  deat  inflexious  et 
en  ^eneral  des  contacta  d'ordre  «up^rieur  avec  dea  droite«. 

La  foDctioD  s  dtant  ddtermMc»  la  rornie  de  la  coorbe  aoii- 
liaire  reataoaai.  Gar  t  est  la  d^rivtfe  de  77,  divi^ee  par  2;  et  en 
augmentaiit  ou  dimlnoaat  la  conatante,  ajooläe  k  i'tut^ralion,  en 
ne  falt  qoe  tranaperter  l'axe  dea  x  de  la  courbe  17  en  baa  oa  60 
baat  paralldlenent  b  lul'-in^nie. 

La  troisienie  courbe  ne  reaaemble  point  aus  deus  pr^cödentea. 
D*abord  eile  eat  synidtrique  par  rapport  k  Taxe  dea  ^r.  Elle  ne 
H  etend  pas  tent  Ie  long  de  eet  aze;  alle  oe  possMe  en  eiet  de 
pointa  que  pnur  1}  pnsitif.  Aiaai  p.  ex.  dana  la  fig*  J.,  oü  aont 
tracdea  nne  courbe  de  viteaae  {A}  etia  eeurbe  aaziliaire  eorrdapon* 
dante  (,B),  on  voit  qu'ü  ne  corrdspond  de  pointa  de  eelle*lb  qtt'4 
cea  partiea  de  celleoci  qai  aont  aupdrieurea  k  Taxe  dea  Lea 
valeufa  namdriquea  dea  denx  ordimn^es  et  y  croisaent  et  dd* 
creiaaent  k  la  mdnie  fela,  donc  eile»  ont  lea  ni^mea  maxlma  6t 
minima.  A  q  s  0  Ii  eorrdapond  toujoura    s=  0. 

Nous  allon«  exaitiiner  la  courbe  jr  dana  cea  derniera  pointa. 

iSüit  X  =  a  uoe  racine  reelle  de  IVqu.  i?  =  ü;  poaona: 

q  SS  {x — ü)^^{x)%     (9(0)  potut zero  ou inGni.) 

On  a  donc: 

=  ( *  -  a)"- » i(x  -  a)  9  (a:)  f  »  9(0:)] , 
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par  fluite:  ^ 

^  =  J:(j?-a)4<-  »)  

DoBC  1*  valnir  f  s  a  doone 

paar       aal.  ^»i:»> 

«  =  3.  ^  =  ±V»(a), 

On  voit  doQc  que  U  courbe  y  €Ottpe  VaM»  de«  x  perpvndiea- 
Uireroetit  ou  non  dans  \ea  z4tob,  Selon  que  lea  abscisses  corrö- 
•poodantM  «ont  de«  meine«  einiple«  oo  noUiplee  de  T^uatioo  ^=0. 

Ainei  eo  voit  dane  la  fig.  1.  qoe  la  eourbe  de  vUense  est  per^ 
peadiralaire  h  Taxe  de«  s  aux  pointa  a,  b,  k'%  e,  c^.  ii\  /, 
donl  lea  abiietactea  soiit  des  raeliies  simples  de  Tdqa.  17  0; 
qn*ell6  forme  un  angle  alge  avee  Taxe  an  point  c',  dont  rabseiase 
est  une  radne  doable,  et  qu^elle  le  toucbe  an  point  e'»  dont 
Vabs^sse  est  nne  rarino  triple  de  eette  mAme  tfqoation« 

Apres  av<»'ir  ainsi  etudie  8omniairenient  Ich  propri^t^s  p^o- 
metriqiies  pnitcip.iles  «iet«  truis  eourbe^,  nnu^i  ailoiis  exaniiner  la 
«igniticatinn  geomötrique  de  la  preiiiiere  et  üe  la  troUi^me. 


La  courbe  z  forme,  comme  nons  l'avons  vu,  un  (rait  contina, 
Oanit  les  rf^gionn  ou  eile  est  sopdrlenre  k  Taxe  des  or»  la  force 
e.«t  positive,  c.  ä  d.  qii'elle  tend  a  augmenter  TabRcisse  du  nio- 
hile;  si  la  coiirhe  est  iiiferieure  a  cet  axe,  la  force  apit  an  ron- 
traire.  Les  racines  reelle«  de  l'^qu.  2  =  0  döteriuineot  les  points 
00  il  n'agit  pas  de  force. 

La  courbe  x  est  aymdtrique  par  rapport  k  Taxe  dea  Si  la 
vitesse  da  mobile  dans  un  moment  est  reprdsentde  par  nne  or- 
doonde  poelüve,  p.  e^.  gk  (fig.  I.),  il  ne  faut  pour  connaitre  sa 


?il«M«  fatore  qiM  «aivre  U  conrb«  k  droit«;  b\  Von  eommeoce 
an  eontraire  par  ose  ordonii^  a^isalivo«  p.  ei.  gk^,  an  aaim  la 
caorba  k  gaoebe. 

Suppo8aiiä  que  l'oii  goit  ilafi»  le  premicr  uas  et  qu'on  paivieone 
aiosi  au  point  b',  oü  la  vitease  est  nulle.  La  courbe  est  daoa 
ce  point  perpeodiculaira  k  Taxa  da«  daac  rabteiaea*corrd«pon- 
daate  att  «na  racina  aiaipla  da  l'dqa.  i|  a  OL  La  forea  t  a'y'  aat 
doac  pas  adra,  at  Ton  voit  lacilenaat  qu*alla  ast  ndgative,  puUque 
9}  y  dderalt.  La  mabila  y  taaram  daac,  aa  vltaMa  sara  raprd* 
aantde  par  lea  ardanadc«  da  la  braacha  infdriaara,  at  II  panrlandim 
alasi  kk.  Ici  la  forca  aat  pasitl? a,  la  mobila  taaraara  da  nonvaao. 
at  na  pawvaat  Jamala  ddpassar  laa  dcvx  limltaa  6  at  ^9  II  aicll* 
lata  taajoara  antra  ann  danz  polatn« 

II  faut  pourtant  d^montrer  que  le  temps  qu'emploie  la  vaol^^ 
cule  pour  aller  de  y  k  b'»  ou  de  ce  dernier  point  k  b,  a  eat 
paa  in&nL 

SaSaat  »,  ß  las  abuciHses  des  paintn  ff  at  k'*  La  deroiAra 
^aatUd  aat  una  racina  aimpla  da  Tdqn.  i|  s  0. 

Le  temps  du  trajet  de  ^  a  6'  est  donnö  par  Tiot^grale: 

/ß  dx 

a 

81  aoua  poaoos  maintenaut: 

U  est  Evident  que  la  fouctioii:  ^ 

<f{x),   c.  a  d.  i  ^  * 

ne  devierit  ni  nulle  ni  infinie,  pendant  quo  x  varie  de  a  k  ß. 
NoQs  pouvons  aussi  cboisir  le  signe  supärienr  at  admattre  que 
ip{x)  est  positif  dorant  tont  la  trajat. 

Par  catta  trannfornation  rintdgrale  (1)  praad  la  forma: 

ß  fft(x)dx 


Vß—x 


81  Doua  ddsigaaaa  malntanant  par  Jf  ana  eonatnata  qaelcon- 
qua  >  la  plus  granda  aalaar  qna  praad  q>{x),  qnaad  as  varla  äm 
mk  ß,  naaa  aaraaa  paar  da  tottaf  falaoias 
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Le  second  nicmbre  de  cette  in^aüM  lilant  fioi,  ie  preiiiier  Test 
MiMi  a  plus  forte  rakun. 

O»  dtoontre  4«  la  mAme  iMiitAr«  <|iie  le  temp«  d«  trajet 
cQtre  g  et  bf  par  aoite  aimiii  la  aoronie  de  ce«  deax  int^aleift 
le  temps  d*eae  denii-nacillation,  eni  finie. 

üne  ovale  IVnnee,  U'lli»  que  hhb'h\  repreisente  donc  un  mou» 
veroetit  o8ciliatoirc.  ['otidaiit  chaque  demi  oacillaüon  la  vitesse 
paaae  une  acule  (bis  par  niaxiinuni. 

La  conrbe  ferm^e  dd*  reprdaente  aassi  on  meoveneat  pdrlo» 
diqne»  mal«  plas  conipliqn^»  parce  que  la  ▼Hesse  passe  pcndaet 
dMiqne  deml-oeeillatioii  par  deuz  mazima. 

4. 

Neos  soppeeens  maintenant  que  la  nioUcoIe  se  trouve  au  point 
Ir,  et  que  aa  vttesse  soit  reprtfsenttfe  par  l'ordoDDde  positive  kh 
Elle  ira  k  droite  et  a'approchera  du  point  e'.  Suppoaona  qu'eUe  y  soit 
arriv^.  La  courbe  n*y  est  pas  perpendiculaire  a  faxe,  donc 
rabaciase  corr^f pondante  est  une  rac.  multiple  de  l'^qu.  =  0. 
La  force  x  y  est  douc  zöro;  par  auite  la  molöcule  y  restera 
poor  toojoora. 

Mai«  en  eflet  eile  e'y  panrlenl  mdme  pas.  Car  sl  aeoe  dd- 
iigiieiia  iee  abeelsees  des  pointa  ifc  et  e'  par  y  et  d,  le  tenpe 
qa'empIeSe  la  laoldcule  poar  le  Irajet  eatre  ces  deux  peints»  est 
denad  par  riot^rale: 


et  nous  allons  demontrer  que  celle-ci  e8t  toujours  infioie,  quand 
6  est  uoe  rac.  multiple  de  l'öqu.  17  =  0. 

Seit  II  le  nembre  des  radnes  dgalee  d;  sl  Doee  peseas: 
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il  est  evident  que  la  function: 

9j(;c),  c.  a  d.  Jb  y  — ^ — » 

n6  devient  iii  nulle  ni  inflnie,  qaand  a:  varie  de  y  k  d.  Nona 
poliTon«  aiUMii  choisir  le  »i^ue  sup^rieur. 

Par  eette  rabatitatioo  riotögrale  (1)  prend  ta  forme: 

y 

Si  nom  d^ignons  maititeoant  par  m  ooa  «onstante  poaMh'c 
qnelcnsqae  <  la  plus  petite  ?alenr  que  prend  qoaod  a 

varie  d9  f  k9»  »oiia  anrone  ponr  de  feiles  Talenre: 

9(£)_ .  m 

et  par  auito: 

(J-^r)*»^^  (d-*)K 

y  y 

Le  second  menbre  de  cette  ledgalitd  dtant  inflni»  le  premier 
l'eet  aatsl  k  ple«  forte  raleen. 

La  molöcule  a'approehera  dooe  iafinineat  du  poiot  e'  sans  y 
parvenir  jamaia. 

81  la  ylteooe  laltlale  du  mobile  dlait  reprdsentde  par  l'ordon- 
Dde  negative  kF,  II  Iralt  d'abord  4  e,  pour  y  toomer  et  eneoite 
ee  rapproeber  da  poiut  e'. 

Si  la  iiioleciile  etait  au  cornmenceraent  plact^o  qiie!qiiepart 
entre  c  et  c",  oii  voit  facilemeitt  <{u'elle  fioirait  par  mc  rapproeber 
indefiniment  du  point  e\  doat  iabscisse  est  une  rac.  multiple 
de  requ.  ig  =  0. 

«. 

II  noaa  reate  eacoie  k  cottaid^ri>r  ane  troialöme  eepdce  de 
taenvemeDt  SI  la  mol^cule  est  placee  an  comneocemeot  daaa 
le  point  f,  oü  la  brancbe  infinie  coupe  l'aie,  ov  i  droite  de  tal, 
eile  s'^Ioignera  infiolmeot  k  droite  avec  eae  vitesse  crolaaaote* 
Si  la  vitesse  initiale  est  nolle  ou  positive,  la  mOldeule  ira  toujonra 
4  droite;  al  eile  est  ndgative»  eile  ira  d'abord  ao  point  /  poer 
y  toimier. 
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••ra  de  la  ii.euie  nian,ere,  excepte  que  I«  luourenient  «e  for» 
•ens  contraire. 

»en.er  de  formw  qui  ae  «c  l.i«H)i.l  rM««r  dm  Im  troU  cale 


Noua  all..»  ,pp||,„„  ^  ,„i    ^^j,,  ^  ,^  ^ 
Trou«,  I.  „o,^,  d-o,.  „,Me,,..  ^  1»  f„r.e: 

(*>0,  6>«>0) 
si  die  «e  troove  4  Vorif^lne  avee  la  vicense  F. 
La  coarbe  de  force : 

est  ane  parabole  ordinaire  a  Taxe  vertical. 
La  coarbe  audKair». 

qoi  eat  da  troMme  dcLre    •  ,,n  n,.^:^ 

— '•^t''«-»  «i  un  n)aximuiii  nonr  ^  — 

»Mtr«!«,...  «  «.  ^  „  Jnrglw:  "  — 

La  tig.  J,  reprtsente  ces  deux  courbea  en  A      B  M  Ik 
moB  les  coorbea  de  vitesse  «..i  j   ...  * 

Waes  de  F.  ^  '  «««^»d«»»  »       *«Imw  iB. 

« 

No«,  dküi^MM  I«.  ,«fre  e.»  .aivanu. 

So»  d'abord  f.  =  0.    Laxe  horizootal  de  I.  , 

S!:^:^     ~:rd- " '     «--^a.  r«i: 

j  «™  I  e.space  o;,  d  uo  mouveaieot  p^iodiqae^ 

öoU  maiateaaot  F«N  0.  mai*  *r     jtv/x    i »       l  . 

^  w,  mala  Laxe  horizontal  de 


<>4  Sföriing:  Sur  le  mouvemeni recliiiffne  tTuM meUeuie, nmmise  ä 

la  eoarbe  MoUitlr*  Mt  «Ign^  p«r  9«  la  «niiIi«  da  vUcm«  est 
cepr^aMe  en  S'.  Le  mooveneiit  Mm  da  la  mimm  eapto  qa*aa 
«an  pvfcddeiit»  axeeptä  qua  Teapaee  que  parcaart  la  mobile»  aera 
d'ana  dlaadaa  ptaa  granda,  aarolr  linllda  daa  painta  dant  laa  ab- 
mmtm  aaat  laa  deax  molndraa  radaea  de  rdqa.  F^x)  -f  F^sQl 

La  cbaae  se  paMcra  toujours  de  la  tn^me  manlire,  qnelqne 
grande  qoe  aoU  la  Yitaaaa  initiale»  jii8qu*i  F*  atteinf  la  Talear 
—  F(6).  Dans  ce  cas  jr  =  6  »«t  une  radoa  doable  de  l'^^ju.  17=0, 
la  courhe  auxKiaire  touche  Taxe  des  .r  aa  point  corr^spoiidant, 
comni<e  on  le  voll  dans  3.  fi'oinle  fprmee  de  la  courbe  y  (3') 
comhiiie  par  le  imint  nniHiple  /  nvec  lef»  branchcR  infinies.  La 
XBol^ctU«  fi'approchera  intiefiiiimeiit  de  ce  poiiit  aans  y  parvenir. 
Si  y  est  positif  (=  oÄ),  la  niolecule  commencera  par  aller  k  drolte, 
eile  p»«8era  un  niaximum  de  vitesse  pour  x  s=  a,  et  «e  ropprn- 
•cbera  ensuite  a  vit«$$e  decroiMsante  du  point  /.  Si  F  est  ne^atif 
(=:oh'),  la  mnlecule  ira  d'abord  a  gauche,  tournera  au  point  k, 
d^termin^  par  l'^quation: 

FM-F(b)  _  „ 
(«-*)* 

sc  portera  ensuite  comme  ct-dessus. 

Sappaaana  enfin  F'>  — F(/^)*  La  courbe  y,  trac^  k  4',  raao* 
ire  qaa  le  mobile  finira  taajoura  par  s'öloigaar  ^  draite  avee  aae 
▼Uaaaa  eraiaaante.  Aupararant  la  vitaaaa  paaaa  par  an  nwsiniaBi 
paar  jr  s  «»  an  nininom  paar  x^ö. 


f. 

La  aalalSoB  da  fala  prabltaiaa  na  caoalate  danc  qu'en  la  eao- 
atructiaa  da  la  caaibe  de  ▼iteaae.  Mala  eetta  eoarba  ddpeadant 
t(Nit*lUfaft  de  l'aaxiliaira,  II  na  aoaa  faat  qa'dtndlar  ealle*ci;  il 
aaffit  ndne  de  tracar  aaalaniant  la  parlia  d'alla  qal»  aitade  aa- 
daaaoa  de  faxe  daa  jp,  raafarma  antra  aea  interaactioaa  avee  cet 
aia  la  place  Initiale  da  mobile.  Car  aus  aatraa  parHaa  de  la  coarbe 
aaxiliaire  carrdapondaat  an  daa  valeurs  imaginaires  de  jf,  on  da 
lallaa  valeara  rdelica  qvl  na  ragardant  paint  la  qnaatlon  dyaamiqae« 

Powr  rr  t  tious  avons  t}  —  F*.  Donc  si  !a  vitesse  initiale 
du  mobile  est  mille,  la  courhc  auiili.nre  passera  par  sa  position 
Initiale»  et  i  sera  une  racine  räelie  de  l'äqu.  1}  =  0.   Si  cette  ra- 

clae  eat  maltiple»  a.^  -r^  eat  anaal  sdro  dana  le  mdme  paiat. 
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«doBC  la  molecuie  y  restera  en  repos.    rSous  pouvons  dooc  toujours 
ce  cas  dana  la  recbercbe  «»uivante. 


la  viteasa  iaitiale  du  mobil«  n'eat  paa  söro,  TordonD^  da 
la.  ooarba  aosiliaira  aara  toajonra  poflithra  ponr  x  ss  i. 

St  I  D*eat  pas  nne  racine  multiple,  le  mobile  se  mettra  en 
roate  et  aa  vftoaaa  ae  cbaogera  point  da  direction  ,  josqu'il  par» 
viant  k  IIa  point  doot  TabaciMc  est  une  raeine  de  T^qo.  ^  =  0. 
La  mobile  a*y  arr^tera,  et  ai  la  radne  eat  aimple,  il  retooroeia 
aar  aea  paa.  S*ti  par?ieat,  peadant  ce  mouvement  rdtrograde,  & 
aa  aatre  polat  doat  Tabadaae  eat  aae  laeina  aimple,  U  retoarneia 
eocore  aae  foia  et  eoatinaera  ainai  toojooro  d'aller  et  vealr. 

Moos  pouvoos  donc  änoncer  ce 

Tlicareme  I.  Si  loa  deax  racines  de  I*equafion  ^=0 
qoi  renferment  entre  elles  l'absciaae  initiale,  soot 
aimples,  la  moUcule  oscillera  toajoors  antra  loa  deux 
poiata  qa'ellao  dötermiaeot 

Soppoaona  mainteoant  qae  cee  denz  taeinea  aoieat  maltiplea. 
La  maldcnle  s'approcbera  Infiaiment  d'oo  dea  deoz  peinta  corrd* 
apendanta  Aan«  y  parveair  janmia.  Si  l'aoe  dea  deaz  racinea 
eat  multiple,  l'autre  simple,  et  qae  la  vitease  initiale  eat  dirigd 
Vera  ee  deraier  point,  le  mobile  y  Ira  nae  aeala  foia  paar  tourner. 

On  obtient  donc  ce 

Tli^r^e  II.  Si  Tune  des  deux  racinea  qai  ren> 
fermeat  l'abaeiaae  initiale*  eat  multiple»  Tantre  reelle 
qaelconque,  le  mobile  toarnera  iout  au  plu«  une  seule 
fols;  il  finira  toojoera  par  s'approcber  d'nn  point  dont 
l'abscisae  eat  nne  racine  multiple,  aaaa  y  parvenir 
jamaia. 

8*il  n'y  a  pu  de  racine  rdelle  d'un  cMe  de  rabadane  ini* 
liale»  la  moldenle,  en  avaa^nt  vera  ce  cdtd,  ne  a'arr^tera  Jamale, 
aC  la  valear  aumdrique  de  aa  Titeoae  croitra  infiotment  Si  la 
eiteaae  initiale  eat  dirigde  vera  l'aatre  edtd,  deux  caa  peavent 
ee  prdeenter«  Si-Ia  racine  la  plna  prochaine  eat  aimple,  la  mo- 
Ideale,  aprte  dtre  parvenue  au  point  corrtfapondant,  toornera,  eile 
tepassera  sa  position  initiale  et  se  portera  enssuite  comme  ci*dei«* 
aaa»  Mala  si  cette  racine  est  multiple,  la  raolecule  ne  fera  qua 
s^approcber  Inddlinimont  du  point  corr^apondant 

Nous  avona  donc  ce 

Tli^r^me  III«  S'il  n'y  a  parmi  lea  racinea  reelles 
1-b«U  L.  » 
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plan  gr«iide«(r<  pIn«  pettte)  qite  i'abflcia««  initial«, 
1»  molöeul«  fioira  par  a'^lolgaer  k  drolte  (r.  k  ganch«) 
«▼•c  aoe  Titaaie  croiaaaata*  ponrvn  qne  laplosgraode 
(r.  la  plua  petita)  raeine  reelle  ae  soit  paa  multipla.  et 
la  Tttesae  initiale  negative  (r.  poaitire).  Dans  ce  dernier 
eaa  la  moUcale  s'approchera  indefininent  de  poiat 
dont  l'abaclaae  eat  ane  raeiae  multiple« 

LnüD  ü  iie  faudra  certainement  paa  demontrer  ce 

Th^r^me  lY«  S'il  n'y  a  pas  de  racine  r<$eile,  la 
«oldcule  s'elolgaeraaTee  ane  viteaae  in  fininient  crois- 
aaate  ä  droite  oo  k  ganebe,  aeloa  qne  la  viteaae  initiale 
eat  peaitive  oa  negative. 

Par  cea  tlidortoiee  la  queation  dynanlqoe  eat  ramende  k  In 
diacuaaioa  dea  raciaea  de  l'^qu.  17=0.  Mala  eette  diacnaaios, 
eemme  Je  Tai  montrd  dana  man  rodmelre  eitd  daaa  le  paragrapbe  % 
paoTant  ae  faira  toujoara,  qnaad  on  cannatt  les  talenta  dea  racine« 
rdallae  de  rdqnatlan  ddrivde«  11  auffira»  paar  treaver  Teap^  do 
neavement  de  la  neMeale  dana  ebaqoe  eaa  apddal»  de  eanaattte 
lea  raciaea  idellea  de  rdqa.  flßp)  =  0. 


8. 

r^ous  alloDs  onßo  appliquer  cea  tböor^roea  an  cas  oü  la 
fonctiOD  de  lorce: 

(t,     Cf  ä  rdela  et  raagda  par  rapport  k  leur  grandeur) 

fit  que  ies  maxinia  et  lea  minima  de  F{a:)  ftatisfont  aox  in^gaiit^s 

Nona  ditoignona  lea  racioes  de  l'^qu.  17  =  0  par  a,  ß,  y,  6,  §, 

La  conrbe  anxlliaiie  est  traede  dana  la  fig.  3.  Les  droitea 
harlBantalea  ddaignent  les  diveraea  poafliona  da  Taxe  dea  x. 
Ellea  aont  aign^ea  dea  mdmea  nombree  qne  lea  eaa  eerrdapeii* 
danta  qui  anlvent. 

1.   F(a)-F(i)  +  F* <0  ou  F(a)  <  F(i) -      =  IT- 
II  n*y  a  qn'nne  aenle  racine  rtelle  («>  d)  de  rdqn.  ^  ss  0. 
II  fant  dane  qne  I  aoit         Sl  F  eet  pealtif,  le  meblle  a'dleigne 

iofioiment  k  droite;  pour  V  nt^gatif,  il  commence  par  aller  a  gaache» 
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il  to«rM  irat,  repasse  sa  position  ioitiale  et  s  eioigue 
cmito  failDiaieiit  4  ilroite. 

2.  F(a)-#XO+     =  0,  ou  F{a)  =  IF. 
(Trote  racioes  i^Um  de  i'äqo»  ifsOs  a=«as/iL  il<c>. 

a)  {=  a;  Mouvement  nnl. 

b)  Voir  I. 

•)  «^t"^/}.  Le  mobil«  oteiUtra  tonjoan  mfi«  Im  poiala, 
«MtermiD^  par  «  6t  ^. 

b)  t^f.   VoIr  l. 

4.  P(€)^W. 
(6  rac  i^lias:  «<a</l9  f  scs^.  ii<f}. 

«)a^i^jj.  Vaira«). 

b)  »  =  c.  Monvement  oul.  ' 

c)  f^e.   VoIr  1. 

(5  rac.  rMaa;  «<«</l<^<f  <e<a<ii<«). 

a)  «^«^jJ.  Vair  3.  a). 

b)  r^>^^*  lie  mobil«  oacillera  eotr«  loa  deaz  pofnta  /  at  a. 
€)  i^i.  VoIr  1. 

6.   F(6)  =  W. 
(S  ra&  föaUea:  a<a,  /IT  ^  6  =  f,  d<il<e). 

a>  «^t</}.  La  moläenla  a'approehera  iofioiment  du  poiot 

am  y  parrevlr.  8i  F  eat  n^tlf»  «IIa  im  d'abord  k  ganfibe 
pMr  looraer  an  polot  «. 

y<*s''       moldealo  a'approchora  iofinlmaiit  da  poiat/^ 

5* 
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^  BjöTling:  Sur  Umouvementreciittgne  d  une  mnlecuie,  $oumiu  ete. 
Sl  V  est  ptuMi,  tllo  tr»  d'«boi«l  k  4roite  poor  tomnet  a«  piiliit  9, 
c)  t^f.  Voir  L 

(3  rac  reelle«!  a<ab  d<c2<f). 

a)  «'^i^6L  La  moltole  oacillera  antra  «  cC  d.  La  ^Mmäm 

passera  peodant  chaqae  demi-oficiiiation  par  deux  maxima  (a  et  c) 
et  un  mioimum  (6). 

b)  f^€.   Voir  1. 

(3  rac  iMket  a<e,  ^s=4  =  t). 

a)  «"^IK^.  La  moltoile  a'approdwra  Ibfinineet  du  polot 

«ans  y  parvenir.  ä»i  V  est  n^gatif»  eile  ira  d'abord  au  poiut  a 
pouT  y  tonrner. 

b)  «>  t.  Si  F  est  n^gatif,  la  moL  s'approchera  iofiniroent  dit 
poiDt  t.       F  eat  poaitif,  eile  a'dloignera  iafioiment  k  droite. 

9,  F(rf)>  W. 
(Une  seale  racine  reelle:  ci<^a). 

Uo  seal  cas  possible  i^a.    La  inol.  s'^loignera  inünirueat  ä 

droite.  Sl  V  est  nägatif,  eile  commencera  ptnirtaiit  par  aller  ^ 
gaucbe  pour  tourner  au  poiot  a.  Si  eile  passe  le«  poiots  o,  6, 
(2»  la  vitesse  passera  uo  maximum  aus  deux  premiers,  ao  mioi- 
fluum  aas  derniera. 
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Ueber  die  gemeiiuwbafllicfaeii  Sehnen  der  Kegelschnitte 
und  ihrer  Krünimungskreise,  insbesondere  auch  über 
die  Haxima  nnd  Minima  dieser  Sehnen. 

dem  Herausgeber. 


Einleitung. 

Die  Theorie  der  g<-mciu8chaftliche»  Sehnen  der  Kegelschnitte 
und  ihrer  Krummungsk reise  ertordert,  wenn  sie  mit  möglichster 
KGrze  und  Eleganz  entwickelt  werden  soll,  wenigstens  im  Falle 
der  Ellipne  und  Hyperbel,  die  Anirendung  vencliiedeBeff  Kunst- 
griffe; ineliesondere  aber  gestattet  dieselbe  im  Falle  der  Hyper- 
bel eiae  aebr  swecIcmSssige  und  lebrteicbe  Anwendung  der  Thee- 
ne der  byperbeliscben  Functionen,  welche  dieser  letsteren»  noch 
sieht  oft  genug  in  Anwendung  gebrachten  Theorie  nach  meiner 
Mchmng  sehr  nur  Empfehlung  au  weiterer  und  allgemeinerer  An- 
wendung gereicht;  dies  sind  die  Gtflnde,  welche  mir  Versnlas* 
isng  gegeben  haben,  in  dieser  Abhandlung  die  Theorie  der  gemein- 
sehaftlicben  Sehnen  der  Kegelschnitte  und  ihrer  Krünimungskreise» 
issbeeondere  auch  die  Theorie  der  Maxime  und  Minima  dieeer 
Sehnen,  einer  ausführlicheren  Eiitwickeiung  zu  unterwerfen  und 
dabei  namentlich  auch  die  in  Rede  atehende  Anwendung  der 
byperboliecbee  Funetleneii  su  uefgen. 

f 

I.  Die  Parabel.  s 
Wenn  (jEiy)  ein  beliebiger  Punkt  der  Parabel  ist,  so  sind 
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bekanntlicb  die  CoordiiiateB  te  Mlttelpnilcto  dM  KiOiiiinnig»* 
kreiies  der  Parabel  io  dieaen  Fenfctos 


y 

und  der  Halbmesser  des  KrümmuDgekreMee  ist: 


Bezeichnen  non  u,  v  die  veränderlichen  oder  laufenden  Coordi* 
nateo,  so  ist  die  Gleichung  des  Krüroninngskreises : 

ti.-(3;r-Hp)|«  -t-  li>  +  ^l*  =  ^^y  ■ 

Weil  aber  der  KrQromongskreis  durch  den  Punkt  {xy)  geht,  so 
kann  man  in  dieser  Gleichung  für  u,  e  beziehungsweise  x,  y 
eetsen«  woderdi  mao  die  Gleichung : 

erhiit  Daher  ergiebt  eicb  dorch  Subtraclioo  der  beiden  vor- 
stehenden Gleichaogeo  eis  Gleicbang  dee  Krttminungskreisee  effen- 
bar  die  GlmehnDg: 

1) 

(H~a:)|(M  +  jr)-2(3«  +  ip)l  i 

8x*  >  =0. 

+(i^-y)K»+y)+^t  ) 

Bezeichnen  von  jetzt  an  aber  u,  v  die  Coordinaten  derDarcb- 
schnittsponkte  des  KrOnimungekfeisee  mit  der  Parabel,  so  bat 
man  zu  deren  Bestimmoog»  auaaer  der  voratebeadeo  Gleicbntig. 
noch  die  Gleichung: 

3)  

Multipliciren  wir  jetzt,  nm  ti,  9  ao  bestimmen»  die  Gleicbons 
1)  mit  o-l-y,  ao  wird  dieselbe: 

(«-.T)  (r+y)|(M+a:)-2(3j:  +  ip)|  J 

also,  weil  wegen  der  Gleichung  2)  und  wegen  der  Gleieban^ 
y^sifiXf  da  ja  (jcif)  ein  Punkt  der  Parabel  ist, 


4ir  if€§tt§tMU$  und  ikrgr  WrimmMi^MkteUt.  71 

itC: 

(«  -  a:)  ( D  +  y )  I  (« -I- — 2  (a*  +    )  I 


VVeil  nun 


folglich: 

p        V    •  «^z        p  y 
ist;  so  wird  die  TorateheDde  Glelcbmig: 


Mittelst  leichter  Recbniing  findet  man: 

«  T  • 

«od  die  obige  Gleichung  wird  also  offenbar: 

3)  (»-*)(e»+y«'*-V»^^V)=^0. 

Es  erhellet  aber  auf  der  Steile,  dass  die  Grösse 

flir  9  =  y  verschwindet  und  daher  durch  0— y  ohne  Rest  theilbar 
bt.   In  der  That  findet  man  leicht: 

•» + -  %«•  +  V  =  -  f )  («• + -  V) ; 

wo  nun  wieder  sogleich  erhellet,  dass  auch  die  Grösse 

e»4^V— 

für  P  =  y  verschwindet  und  daher  durch  ©— y  ebne  Rest  theil- 
bar ist    in  der  That  findet  man  leicht: 
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ond  die  Gleichung  3)  nimint  daher  jeUt  die  folgende  Form  ao : 

4)  («  -  *)  Cü-y)«  (ü-f  a^)  =  a 

Diese  Gleichung  itvird  erfiittt  durch  u=x,  und  die  Gleichung 

—  pu  giebt  dem  enUprecbeud  e*  =  par  =  ^*,  also  ©  =  Jh^. 

Die  Gleichaog  4)  wird  ferner  erRiilt  durch  ond  die 

Gleicbnog  e*=pii  giebt  dem  entsprechend  puss^^px,  nbo 

Endlich  wird  die  Gleichung  4)  erfüllt  dareh  es  ~3y,  und 
die  Gleiebong  ti^  =  pu  giebt  dem  entepreebend  pu  =  =: 
alse  iissOjT. 

Da  nun  die  Gleirhnnc^  1)  nicht,  wie  es  erforderlich  ist»  durch 
ti  =  ar,  o  =  — y  eriülU  wird*),  eo  bleiben  uns  blot»s  die  beiden 
Auflösungen : 

v  SS       9^  ff    und    m  s        e  ss  —  3y 

der  Gleichung  4)  übrig,  und  der  KrOmmung^krei»  der  Parabel  in 
dem  Punkte  (a-j/)  schneidet  dieselbe  also  nur  in  den  beiden  durch 
die  Coordinaten 

X,  y   und   9s,  — 3y 

bestimmten  Punkten,  von  denen  der  eine  natOrllch  der  Punlct  der 
Parabel ,  dareh  «reichen  der  Rrfimmnngskreis  gelegt  worden  ist» 
selbst  ist 

Hiernach  giebt  es  also  nur  eine  Sehne,  welche  der 
Parabel  und  Ihrem  Krfiromangskreise  In  dem  Pankte 
(xy)  gemeinschaftlich  Ist,  welche  daher  schlechthin  die  der 
Parabel  und  ihrem  Krflmmungskrelae  in  dem  Pankte  (:r^)  gemein* 
Schaft  Ii  che  Sohne  genannt  wird. 

§.  2. 

Bezeichnen  wir  die  Länge  der  Sehne,  welche  der  Parabel 
und  ihrem  Krfinimungsk reise  in  dem  Punkte  (xy)  gemeinschaft* 
lieh  if(t,  durch  <;  so  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 


*}  IM«  ühriff^n  GIciehiingen  im  Obifrm  werden  natürlich  durch  tf=Z, 
P  =  —  ff  •Snimllich  erfüllt,  da  dieaellion  hii«  der  Gleichung  \)  dunsh 
Mttitiplicalinn  dieser  Gleichung  mit  s-fy  aligeleilet  worden  «ind. 
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•bo: 

6)  ^^lfa(4,4p)  =  'y^y^P'^. 

Ulli  deD  Punkt  (:ry)  der  Parabel  za  bestimmen,  liBr  welchen 
die  ftemeinscbaftliche  8ehne  der  Parabel  und  ibrea  KrfioiniQnge- 
kreisce  io  diesem  Punkte  ein  Maxiroom  oder  ein  Minimum  wird, 
müssen  wir  die  vorstehende  Gleichung  etwa  lu^  «  diferentüren, 
«MÜircb  wir  die  Gleifibeagt 

erhalten,   bt  am 

ox 

•0  ist,  insefem  i  einen  endllehen  v5llig  bestimmten  Werth  bat.  aueh 

also  nach  Vorstehendem: 

&r  -1- |i  ^  0.  folglich      =  —  ftp, 

■ad  daher: 

also  7/  iniaginSr»  woraus  sich  ergiebt,  dass  es  im  eigeotlieheiij 
nämlich  im  Sinne  der  ÜifferentlaTrechniing,  keinen  Pnnkt  der  Pa- 
rabel giebt,  litr  welchen  die  der  Parabel  und  ihrem  Krümmungs- 
kreise  gemeiiifschaftlicbe  Sehne  ein  Maximum  oder  ein Mininiim  wird. 
In  der  That  ist  anoh  nach  5)i 

woraus  man  «;icht,  das»,  wenn  x  von  Null  an  in*s  Unendliche 
wSchst,  auch  s  von  Null  an  fortuiihrend  in's  Unendfirhe  wäcbs^ 
«ras  da«  vorhergehende  firgebuiss  vollständig  bestätigt 

n.  Die  BUIpM. 

enn  (^y)  ein  beliebiger  Punkt  der  Ellipse  ist,  so  setze  man 


*)  M. «.  die  Abhandlung  Tbl.  XXIV.  Nr.  XXiX. 
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I)   d;  =  aootif»  y^^'^ov; 

dano  sind  *) : 

 costt*,    —  ^ — 1 — Sinn' 

die  CoordiDaten  des  Mittelpankts  des  Krfimmungskreises  der 
Ellipse  in  dem  Punkte  {xy),  und  der  Halbmesser  des  Krfim- 
mungskreises ist:  ' 

 TS  ' 

Bezeichnen  wir  noo  die  vetiaderliehsn  oder  Uuifendeo  Coor- 
dioaten  duicb      Yi  so  ist: 

a  ^eoa«»)«-f  al«««)*« '  ^ 

die  Gleichung  des  Krammungakreiaea. 

Bezeichnen  aber  von  jetzt  an  X,  Y  die  Coordinaten  der 
Durchscbuittspunkte  des  KrQmmuugsiueiaea  mit  der  Ellipse;  so 
kunoea  wir: 

^  XsioeoBÜ,  YstÖBinü 

aataan«  und  erkalten  daher  aaeh  dem  Varhergehenden  aar  Be- 
atimnang  von  C7  die  üleiclinog: 

(acos  C7— — co8M')*+(68in  I7+— ^sin«")»=  

Da  nan  aber  der  darcb  die  Coordinaten  J)  beatfanmte  Pank!  eia 
der  Ellipse  and  dem  Krfimrouagakreiae  gemelnacbaflltcher  Paakt 
iat,  aa  kaoa  maa  in  der  voratehendea  Gleiehnng  a  flir  17  aetsea, 
wodorch  man  die  Glelcbung: 

a«— 6«          ,     .    .  n«— 6*  ,  (a*sinifH^'cosa»)» 
(aeea«  —  «)8tt»)«+(6sina+— ^alBti»)«=i  ^^^a  

erhttt  Darch  Sabtraction  der  beldea  vorateheiiden  Glelehongaa 
argiebt  alch: 

a(eoaI7— coa«)ta(eoaC/-|-coatt)— 3 — - — coati») 
<f  6(ainC7— alaif)(d(ainl7-f  aia«)  2^^^aiaii>| 


•)  IL  s.  die  AbbMi41aag  Tbl.  TLTL\m.  Nr.  \. 
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•Im»  llnrd  Ztriegung  in  Factoreo : 

aalniCC;— ii)«o4(C;^ti) 

•  In 

--6«iii|<c7-ii)cM|(c;4  »)        f  ^  • 

oder : 

t  — (a*— 6«)[«ini(t7+tt)to6uHtü«i(f;4^ii)8intt»l 
ood  folglkb: 

«04(1;— «)  I     »*n4(C^  +  «)co8i(t7+ti)co*.i(C-i4)  j 
i  — [8ioi(€;  +  tt)co8iiHco«4(t7+«)«iiiii»J  j 

oder: 

l  -[«ini(t7+tt)co8i»Hcosi(ü+«)»iaii»J  J""^ 
ateo«  wie  man  leicht  flbeniieht: 

i  ico.4fc;+»>«iiiii[«iii4(t;+»)»^.ioii«]  i~  ' 

oder: 

i  -co84(C7+ii)aiii4ca84(ü+ii)«-co«i<«|  ' 

•lao,  weil 

•in  |(  C/  ^  u)  cosH — cosK  C/  f  ii)ainai  =  ain  i(  €/— «) 
iat:  ^ 

ain4(l7— ii)«|coaJ<Cr+«)«  «  coai^l  0. 

and  foiglicb,  weil 

coaKC?-!-»)«— coaai< 

«    t€084(C7fii)—ooaiiMeoaKI7 -1-11)^00«») 
'ss-2aloi(|{  D  4- ti)-i,i  ain|H(i;+ .1)  +  Ml 

X3riM|tKC7  +  tt)  -tt|co8iU(C7  f  «)  +  ti ) 
=  - aln  1^  t7+ tt)  -  w  1  sin  { 4(  C7+ «)  + 11» 
=  -  Bin  i(  C;- tt)  ein  i(  t;  f  an) 
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ist: 

.   siiiKC7-»)*sinKI/'»>^)=0- 

OieM  GMdiuog  zcrftUt  in  die  beiden  Gleieiiuogeo : 
•IdKC^«-i«)=:0  and  mn|(C;'ft-3iO  »0» 

die  wir  jetst,  jede  fBr  eicli,  einer  iveiteien  Untem^eng  nntet* 
werfen  wellen. 

Ans  der  Gleichung 

sini(I7^«)  =  0 
ergiebt  sieb,  wenn  k  eine  ganse  Zahl  beseicbnet: 

felglieb : 

Bekanntlich  ist: 

Wira  nun  A<0,  eo  wSre  offenbar 

wo  da«  obere  Zeichen  fUr  Ars:— 1,  ii8s2ff  gelten  wfirde.  In 
welchem  Falle  man  aber  offenbar  auch  Uc=2«,  also  V^u. 
«etien  konnte.  Wftre  femer  A>0»  so  wftre  offenbar 

wo  das  obere  Zeichen  för  A;s-|-I,  ai  =  0  gelten  n-ürde,  in  wel- 
chem Falte  man  aber  offenbar  auch  C7=0»  also  I7ssii  aetsen 
konnte.  Hieraaa  ergiebt  sich  im  Allgemeinen,  dass  nur  ^  =  0 
gesetzt  werden  kann,  oder  nnr  ik=0  gesetst  an  werden  biancbt. 
und  also  nur 

sein  kann. 

Ane  der  Gleiclmng 

alni(C7-|-3»)  =  0 
ergiebt  sich,  wenn  wieder  k  eine  ganse  Zahl  beselebneti 
i(C7-«-3ii)  =  iB;«.  also  C;-f3vs2ibfi 
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folglicli: 
Bekanntlich  tot 


also : 


wo  iHr  nun  die  drei  Pille: 


nntencheiden  wollen. 
Znerst  eel 


0    3m  ^  2«. 


Wire  k  ^0,  ed  wire  offenbar 

wo  da«  dbeie  Zeieben  flir  ifc»0,  8ii»0  gallMi  wOrde,  In  wel- 
ehem  Falle  aldi  aber  natfirNeb  aoeb  I7«a2s  aetae»  Inaeen  würde. 
'WIre  femer  A>  + 1,  eo  wäre  offenbar 

C7^2«« 

wo  das  obere  Zeieben  fOr  k:=z-^2,  du  =  2n  gelten  wMe,  in 
welebem  Falle  sich  aber  natfirlich  aucb  C7a0  oetaen  Uesen  Wirde. 
ifieraoB  ergiebt  aicb  im  Allgemeinen,  daea  nnr  ik  =  -f  1  geaetat 
werden  kann  oder  nnr  kss-^l  geeetat  an  werden  braaebl«  .und 


17=2»— 3m 

sein  kano. 


Fem  er  ael 


2»  ^  3i«  ^  An. 


Wifo  k  ^-^1$  80  wäre  offenbar 
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vro  das  obere  Zeichen  ffir  3ti=2n;  gelten  wfir«le,  in 

welchem  Falle  sich  aber  natfitUeb  mach  C/=:2«  Mtim  Imsten 
wMe.  Wäre  ferner  ifc>  -|>2,  «o  wBre  ofenbar 

wo  da»  obere  Zeichen  fär  A;=-|-3,  3ti  =  4)t  gelten  wOrde,  in 
vTelchpm  Falle  eich  aber  natürlich  auch  t7  =  0  setzen  lassen 
würde.  Hieraus  ergiebt  eich  im  Alli^emeinen ,  das8  nur  Ar  — +  2 
gesetzt  werden  kaon*  oder  nur  A  =  f  2  gesetzt  za  werdeo  brancbt« 
uod  also  nor 

aeia  kann. 

Endlich  ael  ' 


Wim  9Q  Wim  offenbat 


ü<0, 

fpo  das  obere  Zeicbeo  filr  3tt=47c  gelten  würde,  in  wei- 

chem Falle  sich  aber  natürlich  auch  C7==2k  aetseo  laaaen  «Qrde« 
Wfire  ferner  A;>  -1-3»  ao  träre  offenbar 

wo  das  obere  Zeichen  für  ksz-^i,  3tt  =  6)s  gelten  würde,  in 
welchem  Falle  sich  aber  natürlich  auch  17  =  0  setzen  lassen 
würde.  Hieraus  ei^^ebt  sich  im  Allgemeinen,  daäs  nur  ^  =  -f  3 
gesetzt  Verden  Icann,  oder  oor  ^=-f  3  gesetzt  zu  werden  braucht» 
und  also  nur 

C;s6»-3h 

nein  lunn. 

Schliessen  tvir  nun  aaa  gtflia  Ton  selbst  ersichtlichen  Grün- 
den die  AnflOanng  üsxu  ana»  ao  haben  wir  die  folgende  Ao^ 
lüenng: 

Wenn 

0^3« ^^2«,  tisf^äii^4«,  4»^3ii^6« 
tot,  ao  iat  baaiekongsweiae: 


der  AeuCiscAuiUe  und  ikrer  KrümmuHgikreite.  79 

4).  .  .   l7sS«-3ii»  C7s4»-3c. 
immer  aber  i«t: 

.5)  eo8  £7  =:  eo«3«,  »Iii  C^a  <<- «indii; 

folglicb  nach  2); 

6)  JiSflCMd«,   K= 68iii3ai. 

Es  giebt  also  auch  hier  nur  eine  der  EUipae  und  ihr«m  Krflm- 
mnogskreiae  garoeioacbaftUche  Sehne. 

4. 

Bezeichnen  wir  die  Länge  der  SehnC,  welche  der  Ellipse  und 
ihren)  Krüroniangskreise  in  dem  Punkte  {sy)  genieiaschaftiich  ist, 
durch  i'y  so  ist  nach  1)  und  6): 

^={x~X^^  (y—  r)s  =  a«(eo««->eea3«)*'|>  ^<ain  u  -f  ^2ii£^^ 
also,  weit: 

coaic— coeSii  s  2alttiiain3ii* 
ain«  4*  aln3w  «  2coaiiaia2ii 

iat: 

7)  f«  =:  4  ain  2if*(a«sin  ti«  6*coatt<). 

\}m  den  Pankt  (ary)  der  ENipae  aa  beattmmen»  Ütr  welchen 
die  gemeinadiaftllcbe  Sehne  der  Ellfpae  aail  Ihren  Krfimmange- 
kreiaea  ein  Maxinnm  oder  ein  llinimnm  irirvi«  mliaaen  wir  die 
vorstehende  Gleichung  nach  ti  diferentüren«  wednreh  wir  mittelat 
leichter  Rechnung  die  Gleichnng: 

«  ^ = 4ain2iit8  eoa2te(«^aini^-f^coaii*) -1- 6^eIn2iiainiieoaii| 
oder; 

8>...s^=:2ein2ii|4eöaSii(i^afaii^-|-^ceai^<i-(a«-4P)einSii«| 
erhalten. 

Da  noa  iBe  gemelnaebaftnche  Bedingung  dea  Maxfannma  und 
Mininaaia  die  Gtetchaag 
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ist,  8o  gi«bt  dies  die  GMcliiiiig; 

r 

weldie  in  die  iieiden  tileiciiiiiigeat 

•iodKsO  und  4€M2li(a*slo1i^-f  A'eiwic^-l-Cc^-^ciaVasO 

seriUlt. 

Die  Glsicbung 

•in^HSsO 

führt«  weon  k  eine  ganze  Zaiil  iMzeicbnet»  auf 


und  well  mm  liekanntlicii 


folgiicb 


ist,  so  ist: 

•leo: 

folglich : 
und  daberi 


0^211";^  4» 


0  ^  ifciE  ^  4»* 
Ä  =  0,  1.  2,  3.  4; 
SifssO,  n,  2ff«  3»,  4» 


«SSO,  1»»  »,  1»,  2*5 
wo  es  aber  offenbar  genügt: 

»  =  0,        »,  l» 

zu  setzen.  Weil  nach  7)  für  äin'2i<  =  0,  also  für  die  vorötthen- 
den  Werth«  von  u,  offenbar  t  —  O  wird,  die  gemeinschaniicbe 
Sehne  also  verschwindet,  so  ist  dieeelbe  fltr  die  vorsteheodeo 
WerAe  veo  u  nallilldi  ein  MKdmnni,  wenigetene  ale  ein  eoiehee 
an  betraehten. 

Die  zweite  der  beiden  obigen  Gleiehungeo,  nfimlich  die  Gleicbnng : 
4eoe2M(a«sinti*-|-6<cosai*)-f  (a^-6*)sin2iiS  =  ü, 
kann  auf  folgende  Art  umgeformt  werden.   Bekanntlich  ist: 
2sin«*  =  i^coa2«,  2co«ii*  =  l-fcoeSai; 
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dtr  KeyeUckniUe  uud  ihrer  hrümmuugtkreite»  ^1 

was,  in  die  vorstehende  Gleichung  eingeführt,  die  folgende  Glei* 
ebuog  giebt: 

folglich :  • 
3(a* -I- 6>)eos2v-|- (a«  -  6S)(0iii2MS— 2cos2t|S)  s  0 


2(a>-f  ^)  co82«i    (a*— 6«)  (1  '3cos2m«)  =  0, 
and  btenos: 

3(a«  -  6*)co8  2ii*— 2(a*-|-  6*)co82if  ss  a»— 6«, 

oder: 

•)  «<«««»-5jSzi?««»2i«  =  i. 

Löst  man  diese  Gleichung  eine  quadratische  Gleichung  auf, 
so  erb&Jt  nan  nach  leichter  Rechooog  fiir  co82ai  den  Aoadrack: 

H).  .  .  .  eoa2v==   3(a«~&»)  

Um  nan  zu  entscheiden,  welche»  Zeichen  in  diesem  Ans- 
drucke  so  oehmen  ist»  bemerken  wir  Folgendes. 

Die  BedioguDg: 

a«4-6«  4-  2  >f  a*  —  a%^-fb*  = 
3(a*-6«)  < ' 

llkrt  nach  und  oaeh  so  den  folgenden  Bedingungen; 

at  ^  6«  -I-  2  Vä*"-^«TÄ*  ^  3o«— 36«, 

2Vö«^ü262        =  2(a«-26«), 

Vö'C««— 6«)  +  6*  ^  «•—26«: 

was  nur  möglich  ist,  nenn 

26«>  0 

ist.   Dies  vorausgesetzt,  Ist  nun  ferner: 
Tk«U  L.  6 


0 


Digitized  by  Google 


82 


Grunert:  Veber  di€  ffemeimcAa/Uicäeu  Sehnen 


0  ^  -36»(««-A«), 


da  doch  bei  der  Ellipse  offenbar 

—  3Ä*(o*— 6*)  <0 
ist.  Uierfttto  ergiebt  oicb«  da««  nicht 


•ein  kann,  und  folglieh 


1 


i-  6«  4-  2       -  o«6«>  /i* 
3(««— 6«) 


>  1 


•ein»  also  in  der  GleichuDg  das  untere  Zeichen  genonamen 
«erden  moss. 


immer  reell  ist»  brancht  wohl  nicht  noch  besonders  bemerkt  an 
werden  f  wobei  natSrIich  immer  stillschweigend  voransgesetit  wer* 
den  ist,  dass  von  den  beiden  flalbazen  u  nnd  6  der  EIKpse  die 
erste  die  grSesere  sei*). 

Wenn  wir  nun  auch  ans  flberseugt  haben,  dass  in  der  Glei- 
chung 10)  das  untere  Zeichen  genommen  werden  nSsse»  so  frSgt 
sich  nun  doch  noch,  ob  der  durch  dieses  Zeichen  gelieferte  Werth 

Ton  cos 2»,  absolut  penonimenj  die  Einheit  nicht  fibersteigt.  I^as 
Prodnct  der  beiden  Werthe  von  eos2ii  in  10)  ist  aber; 


Dass 


V^.o*  -  o«6«  +  6*  =  Va*(a*^  6«)  +  6« 


(g* -f  4(a*— o«6*  4^  b^) 

9(d»-Ä»)« 

--3(a*  — 2«^//^  (a*— 6*)« 


9(a*  — 62)*        —  *-(a*-62)« 


*)  Uebrigcna  ist  natürlich  nberhaapt 


stets  povitff,  weil 


ist. 
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Ottd  da  nun  nach  dem  Obigen  der  Werth 

3(o«— 4«)  ^  * 

ood  ■atürlicb  positiv  ist»  so  i«t  der  Werth 

3(a»— 6«) 

negativ  und,  absolut  genommen,  kleiner  als  die  Einheit.  Setzen 
wir  also,  wie  es  nach  dem  Vorhergehenden  erforderlich  ist: 

II).  .  .  .  cos2tt:=  3(^Cr^)  ' 

so  wird  sich  der  Winkel  2«  mittelst  dieser  Formel  immer  be- 
atimmen  lassen. 

Mittelst  der  Formel 

sio  2«*  =  I  cos 
erhilt  man  hieraus  ferner  sehr  leicht: 

sloZtt  —  9(a«—  6*j«  ' 

abo: 

H)  siD2if=i;  3(a»:^^)  ' 

ond  mittelst  der  Formeln: 

2C08II^  SS  l    co«2tf,   28ioic^  =  J  —  go82ii 
ergeben  sich  eben  so  leieht  aus  II)  die  Ausdrficlie: 


13).  . 


j  costt«=  3^ 

I 


2o«— 6«—  V  n* 


sintt^  = 


3(a«— 6«) 
Weil  bekanntlich 

Ö"^  n     2«,  also  0  ^  2«  ^  4» 

UQÜ  nacti  dem  Obigen  co82u  negativ  ist,  so  giebt  es  Uit  2u  vier 
2wi«chen  den  Grenzen 

6» 
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liegende  Wertbe»  so  dasa  mho,  weon  wir  diese  ?ler  Werthe  von 
2»  reepective  dnrcii  v,  «i ,  v«,  «t  beielchneo : 


ist.   Offenbar  ist  aber: 


nnd  es  kann  daher: 


»  <  »I  <  I« 
|9K  <     <  3«, 
3«  <  a»  <  I« 


a  =:  0, 
tj,  =2»-- f». 


2ii  =  c , 

2«  =  27C-  F, 

2«  c:  4» — a; 


aUo: 


U) 


tts=4a, 
«=  jf  — 4a, 

H  as  2iK»'|a 
geaetst  werden. 

Daaa  die  dnreii  diese  vier  Werthe  von  ii  bestiromten  Punkte 
der  Ellipse  ia  deraelben  gans  aymmetriacb  liegen,  ao  daaa  also 
in  diesen  vier  Punkten  die  gemeinaehaftlicben  Sehnen  der  Ellipse 
nnd  Ihres  Krfimninngalcreiaea  ▼an  gleicher  Grösse  aind,  Allt  auf 
der  Stelle  in  die  Angen.  Auch  iat  klar,  daaa  l&r  dieaa  vier 
Ponkte  besiehnngaweise  an  aeisen  iat: 


15) 
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cnw=-V  ä(«^  -6*j  *  «lim^-lf   3(ivr^«)  5 

eo8ii_+^  3(o^-:p)         '   V      .  3(a«-6«)  

Wir  flehen  nun  sa  der  Rntwicketung  des  zweiten  Differential- 
quotienten von  M  ulier  und  nehmen  dabei  unseren  Auslanf  tod 
der  (vleicbung  H),  nämlich  von  der  Gleichung: 

ds 

*Ä  ~  28in2tt(4cos2tt(a*«in«a  f  ^«cosm^)  f  (a«— 6«)sin2i»«i, 
welche  wir  zu  diefieiu  Bebul  auf  die  iulgeiulc  Form  bringen: 

=    4a*8Ui2«Bintt(2coe^tteinii  -f  ninSiiceeti) 
-|-  46*  ein  2m  coe  11  (2  ooe  2k  coe  ii^eia2i«ein«) 
s    4a*i«lfi2ti  sin  ti  (2  coe  u*  sin  t« — 28in  »>    2  sin  u  cos  u*) 

-f  46*  ff  in  2u  cos  u  (2  cos  w* — 2  »in  «'^  co«  ti  —  2  sin    cos  u) 
=     8a*sin  2« sin  //- (2  cos  ii' —  isin 
-f  8Ä*ein2Mco«u'^(costt*  —  2  sin  m^) 

=  8a*8in2«sinu*(cos2ii<|>costt*) 

-f  86*eln2tiCoeic*(cos2«—  »in 
=    8a*sin2iidnii«<3costt*—  I)  -|-  86*sin2ttcoeti«(l«-3eintt*> 

Durch  Differentiation  ergiebt  sich  uun  leicht: 

d.Mn2usinn* 

 ^  =  2coä2uäinu*4-2sin2tt8inuGosM 

=  2sint(8iD3ii, 

 =  2  cos  2tt  cos  tt* — 2  sin  2«  cos  ti  sin  u 

S  2c08tlC083tt» 

 =  —  Ocosttsinai  =  —  3sin2ii, 

0(I-38in««)         ^  .  ^  .  ^ 
 =  —  Deteticoeii  sss  —  Seins»; 

vmä  es  ist  also  nach  dem  Obigen»  wie  man  sogleich  übersieht: 

jgli^j  f  U  )  —    tt*  sin  »t  sin  3m (3  cos«*- 1) — 3sin2fisinii*  cosnl 

-f.  6*co8  u  t  cos  3m  (l— Sein  M*)—3sin  2k  cos  h'  sin«}* 
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Nun  ist  aber  bekanntlieh : 

sin  3«  =  sin  « (3  cos  ti*  —  sin  «•) , 
cos3ii  =  cosu(costt* — 38iuu^); 

tiso : 

8in3M(3co8i/^  —  ])  —  3sin2»«:inM^cos  u 
=  sin i (3cos —  f»in?i*)  (3cosii* — 1) — dsinu'cosii'l 
.=  sinM{co8tt2(ycosM*—  ös'iDit* — 3)  -("'inM^t 
=  8iDttt6co8ii*(l~3siiit(*)-f8iii«su 

cos3if(l — 3sintt*)  —  3sin2tten6tt*8inH 

=  co«tt|(co8tt*  —  38inii*)  (I — Ssinw*)  —  ßsinw^cogw^J 
=  costttcosu'  —  8ina^(9co»«' — 9sin«*-f  3)| 
=  costt(co(iii^^68iott*(3co8tt* — 1)1; 

folglieh : 

'«)  r«'4:W(Ö'. 

-f  6Sco8tf*|68iDi(*(l  -*3co8ii*}  cosa^K 

Auf  folcjpnde  Art  L  idii  nnui  rioch  einen  anderen  berocrkens- 
H-ertben  Ausdruck  dieser  Gleichung  finden. 

£8  ist: 

8in  3ti  (3  C08II*  —  1 } — Ssin  du  sin  tt^cos  tt 
=  (sin  2iieo8  it  f  cosStt  sin  »)  (3  eos       1)  ^  3  sin  2«f  8io    co8  ti 
=  3 1  sin  2tc  cos  ti  (cos      -  sin  tt*)  -!>  cos  2«  sin  «  cos  ii*t    sin  3« 

=  3  cos  2tf  cos  tf  (sin  ^iu  ^  si  n  u  cos  u)  —  sin  3ii 

=  a  ''iin  2u  cos  'In  co»  u  —  8  i  n  3ii 
=  ^(98iu4ucosii  —  4sin3u), 

cos3«  (1  ~  3  sin  «*)  •  3sin  2»  cos  ti*sin  ti 
:=  (cos  2m  cos  tt — sin  2«  sin  m)  ( I  —  3  sin  tt*)  »  3  sin  2ic  cos  tt*si  n  u 

=  coA^M  —  3|cost?MC08Wsiii      +  Hin 2« fäj II  « (cos —  öinii*)} 
=  cos     —  3 cos 2m «in  u i        cos u  -{  sin *2ti) } 
=  coK  3?/   -  h  siti  'In  cos  In  sin  u 
=  i(4co8  3if  —  9  sin  4«  sin  u) ; 

rol|»lich : 

~    fi*  »in  tt  (9  sin  4ttcos  «  —  4  sin  3tf ) 

6'co8M(98in4u8inM  —  4cos3u). 
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FobrI  niaii  nun  die  Wertbe  13)  vor  cobu*  und  aini^  ein,  «o  er* 
■  hall  man  nach  leichter  Rechnung: 

I— 3»inii«s     • 

I— 3co«tt»=:  • 

end  fiann  ergielit  sieb  ferner  gleichfalis  dorch  eine  Icefner  Scbwie* 
rigkell  unterliegende  Rechnung; 

_  7«^  i-  3a»6«  +  26< — ( II       6^  V^^*^«6«  -f  ^ 
""^  3(o»— 6*)«  • 

6  sin  «•  (1  — 3  CO»  u*)  +  cos  u* 
Also  ist  der  Werth,  welchen  die  Grosse 


(s«)'i' 


9< 

und  folglieh»    weil  'der  DiflerentiaTqootient        für  die  obigeif 

Werthe  von  cos  und  sin  bekan»tiicb  verseht^ indet,  der 
Werth ,   welchen  die  Grü^^e 

fär  die  obigen  Wertbe  von  cosu*  and  sinn*  erbSlt: 

««•in««.  _^  ^^^^  


+  Ä^co8«^.  3(o«-.6y  

oder,  vollständig  entwickelt: 

301«— 6«) 

,  7«*  +  3o«6«  +  26«  —  (1 1  a«  +  6«)  Vö*-o«6«  +  6* 


X 

X 


3(a«-6«) 

2a*  4  3a«A»    76^  -  (g»  -md«)  Va*— ff^«"-f  ft* 
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Der  rationale  Theil  des  ZEblere  dieses  Aasdmeks  ist: 

'    a*ia*  -  26»)  (7a*  +  Za^lf^ + 26*) — a* (1  laH  ^)  («* — + 
+ ftt(2as— ^«)(2«4  +  3a*di4.76«)  +  1 16*)  («*  -  aW+^) 

oder: 

a«(a»-  (7ii«+3o«6«+26*) 

-  U(a*-A*)(tf»-«26*+6*), 

+  6*(2fl*— 6«)(2fl4+3a«6»+76*) 
npd  folgiteh,  wie  man  mittelst  leieliter  Recbnaog  findet: 

—  4{(a»  -  6«)  —  a«6*(a*  -  6*)  I, 

oder: 

-  4(a»-6*)        oW  +  6*). 

Der  rationale  Factor  des  irrationalen  Tbeili«  in  dem  Zähler  des 
obigen  Ausdruck»  ist: 

also,  wie  man  mitteist  leicbter  Rechnung  findet: 

_  4  (aö  -  6«)  +  20«2ä2    2  ^ 

oder : 

—  4(o»— 6»)  (a*  —  4aH^  +  6*). 
iiild  der  irrationale  Tbeil  des  ZShiers  ist  folglteh: 

— .  4(a»— 6*)  (a*— 4««6»  +  A*)  V^o«— aW-f  ^. 

Daher  ist  der  Zahler  des  obigen  Ausdrucks: 

—  4(tt«— A«)(fl«-fl«6«  +  6*) 

—  4 (a*— 6«)  (a**  - 4a«6«  +  6*)  V^a*— a^i^  +  Ä* 

oder; 

— 4(a«— 6»)  V^^a262 +6*.la*— 4a262-|-6* + (a«  +  6»)  \^  a*— a»6» +6*|. 
Leiebt  findet  man  nun: 

|(««+6«)  \^a*-a262T64J*— (o*-4a26«+6«)a 

=  9a*b^ia*-  2a'ö-  +  6*)  =  Oa^Ä^Ca«  -  6«)*, 
so  dass  also 
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cioe  positive  («rOsse,  nod  daher  die  positive  Grosse 

(o»  +  6«)  V  ä*^^6«  +  6* 
stets  gfOsser  sIs  der  absolete  Werth  voo 

«4-40*6* +  6*, 

folglich 

ifl^«  +  6*+  (o*+ 6«)  V^a*-ii^*+Ä« 

jjtets  eine  |)ositive,  daher 

-4(o«— ft^V  «*— «W-f  **.  I  a4-:4a«6S<f  6«-!-  (a«+6«)  V*o«— o«Ä«+  \ 

sX%i»  eine  negative  Grösse  ist.  Hieraus,  in  Verbindung  mit  dem 
Obigen,  siebt  man,  dass  für  die  obigen  Worthe  voo  cosii*  nod 
sinii*  der  Werth  voo 

1  ^ 

al«o  auch  der  Werth  von  ^>  oegativ  ist«  wodurch  beicsnnt- 
lieh  des  Rlazimam  bedingt  wird. 

Nach  7)  ist: 

» 

=  4sin2ti*(a*sin»*  -f  A'costt*), 

and  nach  i3)  erhalt  man  leicht: 

««sin«»  +  6«cos«.  =  («'-6»)|.«ft«+VTOgiT^I 

3(o» — 6") 

_  o»  -f        V  «r>  ~  o»6H  ^ 
-  3  ; 

folglich  ist,  wenn  man  der  Kflne  wegen: 
•etat,  nach  12): 


16  Z 

Mitteist  leichter  Recbnang  erhfijt  mao  aber: 
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und  es  Ist  folglich: 

— -27'  (a«-6«>»  • 

aico: 

18) 

•—sva  o«— ^  * 


1«) 

4     {2(fl^— a«6«  +         (o«  -t-  6«)(2q«— 6«) (26«— a«) |i 

weichet»  aUo  die  c^rö^iMte  gemeiDScbanUcbe  6eboe  der  Ellipse  uud 
ihres  Krüromungskreises  ist. 


m.  Die  8y|crM. 

ROcksichtlicli  der  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen, 
deren  sehr  zweckmässige  Anwendung  wir  in  diesem  Falle  zu  zei- 
)een  beabHichtigcn,  verweisen  uir  auf  unsere  Abhandlung  Ober 
diese  Functionen  in  Tbl.  XXX  VI  II.  Nr.  II.,  and  werden  uns  aoch 
hier  der  dort  ttebmiiehten  Beseicbnang  bedienen,  wdl  une  die« 
selbe  onter  allen  in  Vorschlag  gebrachten  Bezeichnnngen  die 
bequemste  zn  Mein  Mcheint  *). 

Wenn  man  qp  von  — Qo  bis  f  x  stet\s;  wachsen  liif»st ,  so 
nimmt  bekanntlich  die  stets  positive  hyperbolische  Function  Cos  <p 
zuerst  von  -l-  od  bis  l  stetig  ab  und  dann  von  I  bis  -|-  od  stetig 
zu,  dagegen  wächst  die  hyperbolische  Function  Sin 9  stetig  von 
~  OD  bis  -|>  OD  und  hat  immer  mit  <p  gleiches  Vorseichen. 

W<»nn  man  nun,  was  hier  hinreicht,  bloss  den  Zweig  der 
durch  die  (iloicbung 


©• -(!)■- 


1 


*)  Die  hyperbolisch«!  8inas,  GiMinet  a,  w.  betolchasn  wir  darch 
Sfo,  Cofl  i  die  cjeKsdiea  dareh  sia,  «et,..» 


Digitized  by  Googl 


der  HegeltchniUe  und  ihrer  hrümmnngskreise.  91 

cbarakterisirten  Hyperbel  betrachtet,  Itir  vrelchfln  die  x  positiv 
md  nicht  kleiner  als  a  sind,  so  kann  man,  weil  bekanntlicli 

ist,  offenbar: 

^sCiieii,   1  =  Sinai; 

al»o: 

1)  «saCoe«,  y=s6^loai 

setzen,  wo  fiir  negative  unt)  positive  ti  immer  x  positiv,  dagejjen 
y  beiielinngsweise  ne^tiv  ond  positiv  ist. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Krumninngalcreinee  der 
Uyperiiel  in  dem  Punkte  {xtf)  sind  bekanntlicli ; 

also  naeb  1): 

^    Cosit»,  j— Sinti»; 

und  das  Quadrat  des  KHImmungabalbnieseere  ist  also: 

— - — Costt*  — a)  Costt*  +  ( — ^ — Sinti* +  6i  Sini 
_  |<^^(Cns^g-^)^^6^Cos^«j  ^q^^^  |a^Siutt^^^^/«(Sin^^^f  1)| 

(a«$in«*-|-6*rosM«)*-  -  ,  (a«Sin »*  + 6«  Cos  tt«)»^.  , 
=  Cosu^  +  p  Sin  nP 

(«2  Sin  II»  +  //»Cosi£^)3 

weil  nadi  der  Tbeerie  der  byperbolisehen  Poncfionen  bekanntlicb 

Cos  MS-- 1  r=  Sin        Sin  ««  + 1  =  Cos 
ist;  folglieh  ist  der  Krümmungshalbmesser  sellist: 

(II« Sinn«  -h  6«Costf«)t 


itt 
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Bezeicbnen  wir  nun  die  verSnderiichen  oder  laufenden  Coor- 
diaftlep  durch  X»  Yt  so  ist  die  Gleichung  des  Krümmuogakreise« : 

(Ä  ^  Cosi»»)«+(  y  +  — y- Sioii»)«  =   -^^^  

Bezeichnen  aber  von  jetzt  an  Xy  Y  die  Coordinaten  der  Üurch- 
sebnittsponkto  des  KrämmunKskreises  mit  der  Hyperbel,  so  kön« 
nen  wir 

3)  XssaCwü^  K=6SiDlf 

setzen  und  erhalten  daher  nach  dem  Vorhergebenden  zur  tiestim- 
mang  von  V  die  Gleichung: 

(aCos  ü  -  ^-—^  Co«  tt^)*  +  (6  Sin  U  +  -y-  Sin  n»)» 

(a*SiPtt«  +  6*Cosi^)» 

Da  nun  aber  der  durch  die  Coordinaten  I)  bestimmte  Punkt  ein 
der  Hyperbel  und  dem  knimmuiigskreise  *,'i'nuMi)schaltiicher  l^unkt 
ist,  80  kann  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  u  für  V  setzen, 
wodurch  man  die  Gleichung: 

(aCosi*-^^i^Co»tt»)»+  (6SiüM  +  -^i^*Sinu»)* 

(s»Sien^-|-6*Co8K«)» 

erhält.  Durch  Subtraction  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen 
ergiebt  sich:  ^ 

«  (Cos      Cos  II) ;  a  (Cos  4/ + Cos  M)  -  2  — ^  Cos  ) 

+  6  (Sin  V  —  Sin u)  { b  (Sin  V  +  Sin  u)  f  2— Siiiii»! 

also  durch  Zerlegung  in  Factoren: 

«Sin4((7— ii;Sini(f/+M) 


0, 


X  l a Cos \{U- u)  Cos  \{Vi-u)-  Cosit»! 

46Sin  i(<^— Cos     -f  «) « 
X  |6Cos4(C/-«)  Sin4(C^+  ti)  +  ^-Sinu^l 


oder : 
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ond  folglich: 

ft\  itlJ^  W      Snii([7+«)Co«i(t^+«)Co8i((/-tt)  l 


oder: 


Sin  V/7-..)  /  SiDi(r+ll)C0»4(I7+«)C0.H(lf+«)-«)]  ) 


aisOj  wie  man  leicht  fibersiebt: 


s  W   SliiKWif)Co«ii[Co84(l?+«)«-CMi««]  1 

^  _Cn8  4(f;+i4)Sintt[SinÄ(i/+tt)«— Sin««]  |  ' 

Oders 

g.  .  f    Smi(ü^+M)Costt[Co8i(i^+ti)a-Co8M«J  ^ 

ttj  ^  _Co8i(l/4.«)Sm«[Cosi((;+ii)«-Cost«*]  i  ' 

also,  weil 

Sin \{U^u)  Co8 u  -  Coii      +  u) ^in  ti  =  Sin lüO-u) 

ift: 

Wid  folgücij,  weil 

SS  tCo84({/f  u)  -CostfltCo8  4(</4^u)  ^Cosicl 
=  2SioiU(^-|-«)-ttlSiniti(£'+ti)+»t 

Sin  1      f  «)  —  tt  i  Sin  i      4- »)  -Mi ) 
=     Sini(i;-tt)Sini(£/f  3ii) 

i«t: 

3)  Sin  ^17-  «)S  Sin  |(  C/  -|-  3«)  =  0. 

Diese  Gleichung  zerfäiU  iit  die  beiden  (xieichungen : 

Slni(I7--ii)=0  und   Sin^d^-f-Sn)  0. 

Weil  nun,  wie  wir  schon  bemerkt  haben,  die  hyperbotiscbe 
Function  6in9  von  — oc  bis  -f  ^  stetig  wächst,  wenn  man  9  voo 
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— Ob  bis  4qc  0te%  iraclisen  liMl»  ood  daher  Sin  9  nar  eiimiat» 
nämJieh»  wie  die  Formel 

zeicrt.   Jiir  (p  =  0,   versi'hwmdet,  so  foljjt  aus   Sin  9  =  0  iranurr 
=  0,  und  aufi  den  beiden  obigen  Gleicbungen  ergiebt  sieb  aiso 
bexiefaungtfweise : 

4(17— K)=;0  und  |(C7+3ii)=0. 

folglich : 

ü— 11  =  0  und    ü+3tt  =  0, 

aitfo: 

17=:  II  and    C/^  -  du. 

Seblieeecn  wir  »tili  eoe  bebiMnIeo  Gründen  irie  früher  bei 
der  Eüiipee  auch  hier  bei  der  Hyperbel  die  Attflr>euog  I7s=(l 
ava,  eo  behalten  wir  nnr  die  eine  AttflSeoogs 

4)   c;^  — 3«, 

wo  dann  nach  der  Theorie  der  byperlioliscben  Functionen  immer: 

Ö).  .  .  .    CoeC/sCoaaif,  Sin  C7  =  — SinStc; 
folglich  nach  2): 

6)  Xss  aCosStt,    r  =  —  6Sin3if. 

Es  giebt  also  aacb  hier  nur  eine  der  Uyperpel  und  Ihrem 
Krümmungskreise  gemeinacballlicbe  Sehne. 

r 

lie^eichnen  wir  die  •Sehne»  welche  der  Hyperbel  und  ihren» 
Krümmungskreise  in  dem  Punkte  (xjf)  gemeinscbaftlicb  ist,  durch 
s;  so  ist  nach  1)  und  6): 

i>  =  («— (y— 1")*  =  a*(Coati— Coa3ii)'^^6«(SinM-fSin3M)^ 
also ,  weil : 

Cos  M  —  Cos  3i/  =  —  2  Sin  u  Sin  2«, 
Sinu -f  Sio3tt  =3     2  Cos  u  Sin  2« 

Ist: 

7)  1*  =  4Sin-2M«(a«Sin««+A*Oosti«). 

Um  den  Punkt  (dsy)  der  Hyperbel  an  beetimnen,  für  weichen 


t 
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die  gemeinscbalUiche  Sehne  der  Hyperbel  und  ibre«  KrÜmmungii- 
kreieee  ein  Maximain  oder  Minimum  iet,  bemericen  wir  suerst 
Folgende«. 

Beicanotlicli 


also: 


folgiicb : 


und : 


aleo  ist: 


8)  . 


OiUf)  =  ^  f     to8<3p=:   2  


= — 2 —  -  : 

 ^^Siny; 


d'Sio9     aSiny  ^ 


S9* 

^9 

tt.  a.  vr. 

 dSinqp 

d^Coe^ 

_öSln9 

89»« 

u«  a.  w.. 

=s  Co«9>, 


ö^'Sinqp  aristo  9  ^ 


Mit  Rflckaicbt  hieraof  ergiebt  aicb  aoa  der  Gleichung  7)  dureh 
DifferentlatioD  leiebt; 

<^as4Sin3fit2Cea2^a*Sinii*4^6M:o8ti*)f  (aH6*)Siii^Sin«Coattl 
oder: 


9t)  Gruner t:   Otker  tUe  gemeimckafüichen  Se/men 

f  ^  s=2Sm2icUCo«3ii(a«Sini^46*Cii«ii^^(oH6*)Si|i2«*)« 

Qiid  alt  geroeinschafllieh»  Bedingung  des  MaziiiiniBS  Qod  Mioi- 
manw  erbalten  wir  alao  vriader  die  GJaichuog: 

SiD2tt(4Cos2tt(a<Sint<«-|-  ^^^Costt«)  f  (o2-|-6<j^iD2tt2)  =  ü, 

welelie  in  di«  iwei  Bleichlingen: 

8io2»  =  0  and  4Co82tt(a^6to«s-f 6*Co8tf*)-|-(aH6S)Sio2tt2=iO 

serlUlt. 

Aus  der  Gleichung 

Sio2u  =  0 

ergiebf  eich  aus  den  schon  oben  aagegebenen  fjrflnden: 

2ti=0,  also  ussO, 

and  daher  #=0  nach  der  Gleichnng  7),  welcher  Werth  von  t  wie 
bei  der  Ellipse  anch  hier  als  ein  Minimum  anfsnfassen  ist 

Die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen,  nanilich  die  Gleichung: 

4Gos2ii(aSSintt**f6sCostt«)-f  (0*^-6«)  Sia2«ts  =:  0, 

Icann  auf  folgende  Art  orogeformt  werden.    Bekutintlich  ist: 

2Sln»*=:Cos2ii— I,  2Cosic*=:Cos2ir-|-l; 

was,  iii  die  vorsteheode  Gleichung  eingeführt,  die  folgende  Glei- 
chang  giebt: 

2  CosSnt  (a*  -f  6^  Cos  2«  -        6<)  1 4  (a«^»«)  Sin2ai*  s  0, 

folglich : 

2(a«-.6«)Cos2u— (a*4'6<)(Sin2a*'|'2Cos2ai«)  0 

oder: 

2(a«^A^Ces2ii— (a^-i-^*)  <3Gos2i^— 1)  =  0» 

nod  hieraus: 

3(o»+  b^)  C;os2ii«-2(a«— 6*)  Cos2v  s 

oder: 

10).  .  ■  .  .    C«.2«»-gJ:-gco.2,  =  i. 
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Lust  man  diese  Gleichang  wie  eine  quadratische  Gleichung 
auf,  90  erbllt  man  nacV  leichter  Rechnung  dir  Cos 2»  den  Ausdruclc: 

II).  .  .  .  Cos2u=  3(?+^^  • 

wo  es  sich  nun  wieder  frSgt,  welche»  Zeichen  in  diesem  Aus- 
lirucke  zu  nehmen  ist,  was  auf  folgende  Art  entschieden  wer- 
den kann. 

Oio  Bodingung 

o«-^6«f  2        ^  a«6*  f  P  =  , 
3(o«+6«)  < ' 

fahrt  nach  and  naeb  an  den  folgondeo  Bodingnogeo: 

V  o*+«»6*+^  ^  o*+26», 
«•  +  aV + ^  «•  V4€i«6«  -I-  46*, 

0  ^  36»(a*  -l-  6«), 
welche  Bedioguog  immer  erfüllt  ist*  so  dass  also  stets 

Ist.   Offenbar  iat  aber  In  der  Bedingung 

nur  das  untere  Zeichen  statthaft»  insofern  n,  b  als  nicht  ver- 
ocbwindond  aogOnommeo  werden,  und  daher  immer: 

g«— 6*-|-2VqM-  «*6H<!/^ 

3(a«+&«)  ^ 

Die  Bedingung 

gl    61 — 2  Vff^    a«6«  -I-  6^  g 
3(o»  +  6«)  < 

Abrt  naeb  ifnd  naeb  so  den  folgenden  BedingongOn: 
Tlisil  L.  1 
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—  2  VÄ*Tä^*T^*  ^  2(«H26*), 
welche  Bedingung  wieder  immer  erffillt  ist,  so  dass  also  stet«» 

ist.  Offenbar  ist  aber  in  der  Bedingung 


nur  da«  unten  Zeichen  etntthaft,  Insofern  n,  b  als  niebt  verschwin- 
dend angenommen  werden,  nnd  daher  immer: 

Es  erhellet  also,  dass  stets 

ist. 

Das  Prodoct  der  Z&bler  dieser  beiden  Werthe  lAt: 

(ai-.«e)e— 4(a«  -|-  M>  4  6«)  =  -.'3(«» 

Qod  daher  stets  negativ,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Heirfm 
obigen  Werthe  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.   Die  Differenz 

dieser  beiden  Werthe  ist 
also  positiv,  folglich 


 3(a«TÄ*j   gfö"«  ^      3(aHA*)  ~ 

woraus  «Ich,  In  Verhlndong  mit  dem  Obigen,  ergieht,  dass 

3(a«  +  6«) 
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poa'tUw,  dagegen 

negativ  Ut.  *    t  / 

Daber  iai 

iNwitiv  «od  Ueiser  ab  die  EiaMt;  dagegen  lat 
föbrt  Dach  «od  aaeh  la  daa  felgeadaa  Bedingangaa: 

»elcbe  BediDgttfig,  und  also  aacb  die  Badiagung 

2       4»  a^»  -I-  ^-^(gi- 

8(a»+6«)  V 

Die  erfiillt  iat,  ao  daaa  alao  der  abaolote  Werth  der  aagatim 
Gruaae 

iaiaaf  kleiaar  ala  die  Btaheit  fat 

Hieraaa  ergiebt  sich  aUo,  da««  der  Werth 

3(0* -f««)  ^ 
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positiv  und  Itleiner  aU  die  Einheit,  dagegen  der  Werth 

3(a«  +  6«) 

negativ  und,  abeolot  genoramen,  kleiner  nin  die  Einheit  int* 

Weil  D«n  nneh  der  Theorie  der  hyperhelleclien  PonetioDee 
Cot 2«  stets  positiv  und  niemals  kleiner  als  die  Einheit  ist,  io 
sieht  man,  dass  mittelst  der  Gleichung  II)  die  Grosse  'hi, 
aneb  die  Gffisse  u,  nicht  bestimmt  werden  kann,  es  also  ein 
Maximum  der  gemeinschafUiehen  Sehnen  der  Hyperbel  und  Ihrei 
Krflmmungskreises  nicht  giebt. 

ich  habe  diese  Rechnung,  weil  dieselbo  mir  lehrreich  schien, 
in  der  obigen  Weise  hior  vollständig  durrhgefuhrt ;  in  <ler  That 
ergießt  sieh  aber  (Inn  vor  Ii  er  ^eluitdcne  Resultat  auch  unmitteibar 
au«  der  in  7)  gefundenen  Formel: 

j«  ^  4Sin2ii«(a«8inii«  -|-  6«Cosii«). 

Denn  aus  den  aus  der  Theorie  der  hyperbolischen  Functiooen 
bekannten  Formeln: 

Cos9=l  +  f^+ +  .... 

sin^      y-gTB  ^  r::.ö  +  n.:;t  +  •••• 

ergieht  sich  anf  der  Stelle,  dass,  wenn  man  u  von  Null  an  bis 
<f  OD  oder  — od  respective  snnehmen  oder  abnehmen  liest,  die 
Grossen  Sinn*  und  Cosn*  respective  von  0  und  1  an  is^s  Unend- 
liche wachsen,  so  wie  auch  Sin2tt*  unter  dersslhen  Voranssetrang 
▼on  0  an  in*s  Unendliche  wächst;  daher  wird  nach  dem  obiges 
Attsdrock  von  auch  $  ofeohar  von  0  an  in*s  Unendliche  wadh 
sea,  wenn  u  von  0  an  bis  -|-oo  oder  — oo  in*s  Unendliche  respec- 
tive  soniramt  oder  einnimmt 

leb  wiederhole,  dass  die  von  mir  im  Verbergehenden  gemachte 
Anwendung  der  hyperbolischen  Functionen  mir  sehr  geeignet 
scheint ,  bliese  Functionen  zu  weiterer  und  allgemeinerer  Anwendung 
zu  empfehlen.  I>alier  siinf  auch  die  Bemulnjii^'en  v  ersrhif  dener 
Mathematiker,  —  namcndicfi  der  Herren  Gronau  iu  Danzig. 
Hoüel  in  Bordeaux,  Forli  in  Pisa,  —  möglichst  vollständige 
und  zugleich  bequeme  Tafeln  dieser  wichtigen  Functionen  tu 
puhliciren,  wiederholt  als  in  jeder  Beziehung  höchst  verdienst- 
liche anzuerkennen ;  so  viel  zu  meiner  Kenntniss  gelangt  ist,  be- 
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reitet  Herr  A.  FortI  «Ine  nene  Ausgabe  seioer  growen  Tafeln 
vor,  deren  erste  Anegebe  anter  dem  Titel:  »TATole  dei  Lo- 
geritml  delle  fnntionl  eireolnri  ed  iperboliehe»  ceetrnite 
dal  Dottere  Aayel«  Farttt  Profeaeore  di  Algebra  e 
Trigonometrie  nel  Liceo  dl  Piea,  e  preeednte  da 
uaa  aoa  descrisione  interne  la  loro  eoetrnilone  e  il 
lern  nao  non  che  dalla  atoria  e  teorla  delle  funaionl 
«teaee  del  Prot.  Comroendatere  O*  V.  Moanottl»  Sana- 
tore  del  Regne  d'ltalia.  Piaa,  Tipografia  Niatri.  1863. 
4*.'*  eracbienen  iat;  ao  bald  aber  dieae  neue  Ansgnbe  ettvaa  Wel« 
terea  lu  meiner  Kenntnise  gelangt,  wird  darüber  im  Literari- 
schen Bericht  des  Archivs  berichtet  werdeo.  —  Die  kfirzeren 
Tafeln  dea  Herrn  Hödel  finden  sich  in  dem  reeht aehr zu erapfeb- 
landen  ,,Recueil  de  Formnies  et'de  Tables  numdriqnea» 
par  J.  Houel,  Profeaaanr  de  Mathdmatiqnes  pures  k 
la  Facultd  des  Sciences  de  Bordeaux.  Paria.  1866. 
NO.  XiV.  pag.  36  —  pag.  63.''  —  Die  Tafeln  des  Herrn  Gro« 
nau  können  in  Deutschland  als  allgemein  bekannt  vorausgesetrt 
werden.  —  leb  hahe  diese  (»elegenheit  gern  ergriffen,  um  auf 
alle  diese  «ehr  verdienstlichen  Arbeiten  von  Neuem  aufmerksam 
zu  machen. 


Nachtrag. 

Wann  wir  den  Halbmeeser  der  Elllpaa,  iralcher  der  Bertb- 
randen  In  dam  dnreb  den  Winkel  u  beatimmten  Punkte  darEllipaa 
pmUlal  Iat,  dnrcb  R  beaeicbnen,  eo  iat  bekanntlicb 

1)  =  aasinu«  +  6*C08tt*. 

Waii  non  nach  (.  4. 7),  wenn  «  die  gemeinacbaftticbe  Sebne  in 
dam  in  Rede  atebanden  Punkte  besetebnet: 

^  =  4sio2ii«(a*sinii*-^6«costf*) 

lat«  ao  iat: 

S)  f«  SS  dIPainSte« 

Aaa  der  Gleichung  1)  folgt: 

a«^(a<-.6<)coBt^  =  (aS-6S)ainii«  f  6*  H*. 


M.  s.  nein«  Abbandittag  in  ThI.  XXIV.  No.  XXIX.  S.  37». 
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fetgUdis 

.       .      .  4(a«-IP)(iy-6«) 
«ttäii*  SS  48inM*co8ti*  =  * 

aod  daher  nach  2): 

^> =  («•-6V  

Für  die  gröeste  gemeioachafUicbe  Sehne  ist  iiaeb     4. 15): 


•»»«=lf   3(a*-6«)  ' 


•^"«•  =  • 

vod  folglich: 

also  sach  1)  filr  die  grüsste  gemeinsehafUtche  Sehne: 

*>  =  3  * 

daher : 


Hiernach  Ist  also; 

^  =  s  ' 

^  2«*— 6«- V^o*  ^^6« +T« 
a*—  «■  =  ^  » 

tt«  ~  26«  ^-  \^a*  —  a^«  -i-  6^ . 
JC"~6*  aa  i 
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rolgliflh  inkIi  3)»  wenn  jatit  «  die  grteste  geoialiisclMiftlidle  Sabo« 

iiezeichnet : 

6) 

1 16(««46*  +  V  ii*^a«6"+Ä»)  (2ä»-*«-V  ä*-o%HA*)  \ 

Diese  Bemerkungen,  welche  ich  hier  nicht  weiter  aosf&breii 
vuli,  cehuren  im  VVetfentlicben  Herrn  J.  J.  Walker,  M.  A.  ia 
„The  £ducat!onal  Times.  Vol.  XXII.  April  1,  1869.  p.  21. 
No.  2860.*^  —  Man  sieht,  dass  seine  Formeln  sich  sehr  leicht 
ava  den  Ton  mir  im  Ohigeo  entwickelten  Forroela  ergebeo. 


¥1. 

BemerkuDgeD  über  einen  im  Archiv  besprochenen 

liehreati. 

Herrn  Professor  C.  A.  Br^tMchneider 

an  Gotha. 


Der  von  Herrn  Profeaaor  Faabender  in  Tborn  gefiiedene, 
van  dem  Lehrer  Berm  M.  Cartse  am  dottigen  GymnaeiaiD  (m.  a. 
Tbl.  XLVin.  S.  47t.)  mitgetbeilte  und  anf  vemehiedene  Arten  ?on 
den  Herausgeber  den  AitehtTalo  Tbl.  XLVIH.  S.  474.,  ven 
Herrn  Profeeaer  Fasbender  In  TU.  XLIX.  S.  115.  and  Herrn 
Ptofeetor  P.  Hacket  in  BVhmlaeh-Leipa  in  Thl.XLlX.8.m 
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* 

bewiMftne  Skito  bildet  our  doeo  «pucieHen  Fall  de«  folg6ttd«o 
weit  aUgeraeineren  *): 

Die  Winkel,  welche  drei  au«  den  Spitzen  eines 
Dreieckes  nach  den  Gegenseiten  ge7.o<^ene  Transver- 
salen mit  letzteren,  nach  einerlei  liicljtung  hin  ge- 
nommen, bilden,  haben  stets  die  Eigenschaft,  dass 
die  Summe  ihrer  Cotangenten  gleich  Null  ist,  weno 
die  i  ti  den  Scheiteln  dieser  Winke!  auf  die  Seiten  er* 
richteten  Lothe  sich  in  einem  Punkte  scboeiden. 

Der  Bewf  is  uird  ganz  einfach  auf  folgende  Weise  geführt, 
sei  (Taf.  V. Fig.  1.)  AßC  ein  beliebiges  Dreieck,  in  welcbem 
die  XraosTersaleD  AD,  BE,  CF  ans  den  Spitaen  oacb  dea  Ge- 
genaeiteo  geaogen  sind.  Man  aetae: 

BC=^a;  BD=a=ua\  DC==a^=^a,a\  ^ADB^D;  AD=^d\ 
CA^b%  CE=b,^ßb;  £il=«,,=s/i^;  jCBEC=Bi  BE^€\ 
AB=^ei   ilF=e,=yc;  FB— c„=y,c;  ^CFA—F;  CF  =/; 

so  bat  man: 

^IcoaD  =:  a,— ecoa^s  6coaC--'a^, 

dsinD  s=        csinß  =6sinC; 


cot  D  =     ?'  »  —  cot  Ä  =  cot  C—  r  % 
=         catÄ  =cotC— 

Bildef  m;\n  hiernfich  die  entyprechenden  Werthe  för  cotl:«'  und 
cotf'  und  addirt  die  sämnitlichen  Gleichungen,  so  ergiebt  aicb: 

cot^>  +  cot£  +  cotF=:  ^^^^i^^^tf£i.--(cotil  +  cotÄ+cotC)  (1) 

=  (cotJ+cotÄ+cotC)-^5*±^i^  (2) 

—  4j  ■  »  W 

Attadrücke,  denen  man  leicht  aocb  noch  die  folgenden  anacUieoat; 


•)  Aocb  meine  Ablelteng  in  Tbl.  XLVIIl.  S.  4f 4.  bemiiel  anf  allge» 
leiaerta  Betriclitnngca. 
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coti[>-|-cot£-f  cotf'=  (a  f  jS  +  y— l)(cot/l  +  cot/y  i  cotC) 

—  {acotA  f  /3cotÄ  -I-  ycotC) 
s:  (I  — — y,)  (eot  .4  +  cot  ß  +  cot  C) 

4Ji»eo%B    ßeoiE  ^  je^tF) 

4^  (a,cot/>+/J^cotf;+y,cotF) 

coMcot/>4^  cotBcoti^fcotCcotF 

  aa^  eotA  ^^      cot  B  -|-  cc^  cot  C  . 

—  2^  * 

 -    oo^cot  A    ö6^,  cot    4-  cc^^  cot  C 

—  ■  2^ 

—  K*--OcotiH-(6»-  6, «) cot  1^4  (c,*— c,,«)cot  C 

Diese  leUteo  Forndn  ergeben  «ich  onmittelber  me  dee  Wcrthen : 

cot  II  s  «,  eot  il"— ff  cot     =B  acot  C  -    cot  B 

e.  e.  fr.,  in  denen  A'  und  A"  die  den  Strecken  nnd  gegen- 
6berliegenden  Ahj»cbnitte  dee  Winkel«  A  bedeuten.  * 

Die  Gleichung  (3)  enthält  den  im  Eingange  ausgesprochenen 
Lehmti  unmittelbar.  Denn  flillt  nwn  ans  einem  beliebigen  Punkte 
der  Dreiecfcsfliehe  Lethe  auf  die  Seiten  der  Figur,  welche  anl 
denselben  die  Abschnitte  s^a^A^A^^e^c«  onengen»  se  ist  stets 

s,«  +  6/  +  c/  =  «««  +  V+«^*' 

Es  werden  daher  nicht  nnr  die  drei  segenaanten  Sehwerllnien» 
welche  die  Dreiecksseiten  halbiren,  die  Eigenschaft  bssltsen«  dass 
cotD'f  cet£-f  cotFsO  Ist^  sondern  eben'so  die  drei  Tiaasver- 
ssien,  die  nach  den  Berflhmngspnnkten  dee  dem  Dreiecke  eln- 
gesehriebenen  Kreises,  ingleichen  die  nach  den  Berfihnmgspnnfc« 
ten  der  drei  angeschriebenen  Kreise  gesegen  werden.  Für  die 
Sehwerlinlen  hat  man  ausser  der  Relation 

0     cot Z>  -1-  cotf;  f  cotF 

aocb  noch: 

Os  cetilcotil-f  coti^Gotfl-^cotrcetF. 
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Andeto  Folgmngen,  die  man  aus  den  angegebenen  Auedrfiefcen 
ableitao  fcana»  iedeni  man  s,  B.  »^ßssy  oder  a^ßi-y^il  tt.a.w. 
eetiti  fliiergebe  leb  der  KOrae  halber.  Dagegen  bemerke  ieb  nocb 
die  feinde  Erwelteroag  doe  eben  angeflibiteo  Sataee  von  den 
«ua  eieem  Pankto  aaf  die  Dreieckaaeiten  gelUlteo  Lotbea»  da 
mir  deraelbe  in  Lebrbflehera  und  Zeitacbrfftea  noch  niebC  begeg- 
net iat: 

Zieht  man  von  einem  Punkte  in  der  Ebene  eines 
Dreiecks  drei  tierade  nach  dessen  >)eiteii,  sü  dass  sie 
mit  letzteren,  nach  derselben  liichtung  genomroeD, 
Winkel  von  gleicher  Grösse  =  fp  bilden,  so  iat  stets 
<Taf.  V.  Tig.  II.): 

Der  Sata  aeblieaal  eich,  vrie  man  aofort  alebt,  unmittelbar  an 
eine  Reibe  von  Sitaen  an  Aber  diei  Kreiae,  die  «leb  In  einem 
Punkte  aebneiden,  ond  führt  ao  maacberlei  einrieben  Folgerun* 
Sen,  die  tbeila  lieget  bekaaat»  tbella  aber  aneh  aen»  weoigateaa 
voB  dem  vorliegenden  Geeiebta|iunkt  aua  noch  nicht  betnebtat 
wordea  eiod. 


Der  auf  Seite  237  dea  49atea  Banden  dea  Archive  mitgetbeilte 
Sata  vea  Walker»  die  Beatlmraang  dea  Quadraten  der 
dritten  Diagonale  einen  Trapeaoidea  ana  den  Strecken» 
in  «reiche  eich  beide  Diagonalen  der  Figur  tbeilen* 
und'  aua  dem  Sebnittwinkel  der  Diagonalen;  —  ist  von 
mir  bereHa  vor  22  Jahren  gefunden  worden  und  im  2ten  Bande 
dea  Archiva  «.249  faat  mit  deneeltften  Bucbataben»  die  Walker 
gebraucht»  au  teaen. 

C.  A.  Br. 


Vorstehendes  war  von  mir  unbeachtet  geblieben  und  ich  danke 
Herrn  Professor  Bretschneider  recht  sehr  für  seine  Bemer- 
kung. Der  Satz  erscheint  a.  a.  O.  aber  in  Verbindung  mit  vielen 
anderen  Sätzen,  und  er  konnte  daher  hier  wohl  als  eine  iso- 
lirte  oder  liir  sieb  beklebende  üebungsaufgabe  beuattt  w^den. 

G. 
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Vir 

V^ber  einen  Satz  von\  sphärischen  Dreieck. 

¥oa 

Herrn  Franz  Unferdingery 

I««lir«r  4w  M»th«iniitik  an  der  ofTfntlichea  OborraaUchnle  am  balle« 

Narhk  iafWiea, 


SM  in  der  geirnbnliehen  Beteicbonng  a,  b,  e  Hie  dral  Sei- 
te« einen  eplilrlecben  Dreieebeii  ABC,  ae  ist  bekeiuitlieb  i 

,      cteu.s'mb  *    .  ^ 

clgil  SS  -      ^  coeft.ctgC» 


uC 


®  ainifl  ® 

*  ^     ctgc.aln«  ^  _ 

ctgC=    ''^^^  coea.ctgB. 

Beielebffvt  nan  mit  «,  ß,  y  die  drei  Winicel  AA^B^  BBfC, 
t^At  welche  die  eeitenbatbirenden  Tmeverealeii  mit  den  Sei* 
ten  den  Orelecbee  eineeblieeaeD,  eo  iet  eacb  der  citiften  Glel- 
ebong  aacb; 

ctge.ainl«        .     ^  _ 

ctea.6inl6  _ 
"^^^  =     ain  C 

etgy  =  —  ^j^^  eealc.  dg  A. 

Moltipticirt  man  diese  drei  Gleidiungen  der  Ordnung  nach  mit 
3cee|a,  2coai6,  2eoele  und  addirt,-  ee  felgC  mit  Räcl»icbt  auf 
Ae  vethetgebeiideDi 
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2(codia.ctga    conib.cigß  f  cos^cctg/) 
=s   etgil  -f  cosd.etgC  —  ctgil(l  -^  cosa) 
+  ctg^-l-  co8c.ctgi4  —  ctg  C(l  +  co»6) 
•|>cCgC+  craa.ctgi?—  clgil(l  cMe) 

oder 

ootia.ctg«  ^  eiMi6.clg|f -|-co8|e.ctg)f  s  0. 

Ffir  da«  ebene  Dreieck  ferirendeU  sieb  dieee  Gleichung  in 
relgeede : 

ctga  +  ctg/3  +  ctgy  =  0, 

welebe  Herr  Faebeeder  fan  49.  TbeQ  dieaee  Arehlva  S.  115.  be- 
«rieeen  bat 

Bezeicboen  x,  y,  x  dieselben  drei  Winicel  filr  die  winkeüial- 
birenden  Traoateraaleo,  so  gelten  folgende  Gleichangen; 

coe  A  s=  ein  ß  ein  Ccos  a  —  cos  iScos  C, 
cee  As  ein  A  ein  Ccoa6 — eeciicea C» 

cos  C=  sio^  sin/^cosc  —  cosilcoefi; 

coej;  =  sioi^  »mß  —  cosi^lcos^» 
ceey  s  einIBsinC — eoe|0co«C,- 
cos«  ^sin^C'sinil — cosICcosil. 

IVlultiplicirt  man  die  letzten  drei  der  Ordnung  nach  mit  2cos^A, 
2co8i&,  2cos|C  und  addirt«  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  ersten 
nach  kurzer  Rechnung: 

eoeiilcos|jr  -f-  cec^iff  cesiy  -1-  coeiCcoei«  s  0» 

welches  Resultat  unverändert  auch  für  das  ebene  Dreieck  giltig  ist. 


Digitized  by  Google 


L'ctmngsaufyaöen  für  Schüler, 


109 


¥111. 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Wm  ABCD  (TiitV.  Flg.  VII.)  eia  Tnip«t  mit  dm  paralle- 
len Selten  AB  md  CD  Ist  und  AC  und  BD  desaen  DiagonaleD 
•Ind,  80  ist  aebr  leicht  sa  beweiaeo,  daaa 

AC*^Bi^:=^  AÜ^i^BC^-^^B.CD 

ist. 

B  Mor^n,  «lar  via  Örebro  elon.* 
,  Iftroverk  (TidskHft  fOrMntema- 
tik  och  Fyaik.    Jaaaari  IM». 

pag.  15.) 


1.  Ana  den  Gleiebangeo ; 

die  GfOaaen  x  end  y  in  beatimroen. 
%  Die  GleicboDgee: 

anfsniSaen. 

Tvektor  Lindman  (Tidskn'ft  für 
Matematik  och  Fysik.  Janu» 
ari  1869.  pag.  11*) 

V   . — 

Zu  beweiäen,  <ias8,  weon  die  Zahlen  a,b,c  die  Seiten  eines 
Dreiecke  aind,  immer 

t(a-f  6-|-e)(a*-|>6Hc*)  >  ii*-f  ^>  |-e>43a^ 

iet. 

Coilint. 

Heif  QoUina  benerfct,  daaa  daa  Theorem  anweilen  auch  rich- 
tig iat«  wenn  m,  t  nicht  die  Seiten  elnea  Dreieeha  aind;  flir 
oass3«  ^s3,  easrö  iet  daeeelbe  richtig,  ffir  6=3,  c=7 

fet  ea  nicht  richtig. 
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IX. 


AI  i  s  c  e  1  1  e  n. 


Sclir«ib«n  «leit  Herrn  Frans  ünferdinger,  Lehrer  der 

Miithematik  mi   <in    öDentlichen  Oberrealschule  am  hoheu 
Markt  iu  Wien,  an  den  Herausgeber. 

Im  98.  Tbeti  ihres  gescbfttiten  ArebWe  e.  tt7.  babe  leb  daicb 
rein  etereometriaebe  BeCraebtangea  geaeigt,  dasa  awieehen  dea 
Halbaleaaern  9t  Qt»  Qa»  9»»  9*  Berflbrangakvgeln  einer 

dreiaeitigen  Pyramide  immer  die  elnlaebe  Relation  beafebt: 


wenn  aieb  9  auf  die  innere  Berdbmngabugel  lieaiebt.  Vlelleiebt 
Intereaairt  Sie  die  Mlttbeilung,  daaa  dieselbe  aoeb  leiebt  aus  den 
▼en  Ibneu  (Analytiaebe  Geometrie  Bd.  I.e. 251.)  entwIclMi* 
ten  Formeln  gefolgert  iverden  bnnn. 

Nimmt  man  eioe  Ecke  der  Pyramide  zum  Ursprung  eine» 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  sind  Xf  y,  i;  x' ,  if\  2' ; 
x" ,  y",  die  Coorüinaten  der  drei  aiidcru  Ecken,  00  fiodeo  Sie, 
weoD 


SS  (a;«  -f  y*  -f  »*)  (*'•  ^-y^  + «'«)         l-yy'  +»')•; 

ß  c=(««"+yy"+«")(*a/+yy'+»'H(«*  +y» +«*)(«'«"+y'y^-|-»'0. 
^'=(«V-fyy'+«'«")(arap'i  yy'+  z2')-(j:'«+y'Ht^)(««"+yy"+M'0. 

^"=(j:'«''4yy'+«V0(«a:''+yy''+«'')M«''Hy'*+«''«^ 


Digitized  by  Googl 


m»ceUen.  1 1 1 


_  .   

—  ±         ^  y„  ^  V«'  — Vrt^' 

^  *  VA  -  V  «  +  V«'  +  Vo''  * 

^*     *  Va  +  Va'  +  V«"— Vi ' 

worin  «lie  oberen  oder  unteren  Zefchen  sn  nehmet»  «lud.  Je  mcb- 
dem     positiv  oder  nej^ativ  ist. 

Nimmt  mio  die  vier  leisten  Gleiekotigen  recfprok  und  addirt 
fo  folgt : 

i^+i.  +  i+r  =  i  |(VA  +  Va  +  V«'  +  VO. 
9i    9%    H    H  ^ 

oder  mit  Rfielceielit  auf  die  erafec 

9i     9%    H     9a  9 

Audi  Stelner  gibt  in  Cralio'a  Journal  Bd.  3.  e.96.  tfber 
die  Radien  der  Berfihmngakngeln  der  drelaeitigen  Pyramide  ver» 
scbiedene  Besiehangagleichoogen,  aber  ich  «ebe  niebt»  wie  sieb 
die  Toratehende»  welcbe  die  eiotacbate  iat,  daraus  ableltan  laaao. 


Ueber  Fcrmat's  geometrmGben  Satz. 

Ton  Bw»  ObarMttw  Dr.  W,  Stammer  hb  der  Butbebiile  in  DUicoldorf. 

Folgende  Beweise  des  uiettrfuch  benprochenen  Ferrnat- 
äcben  Satzes  scheinen  mir  die  direlctesten  und  einfachsten  zu  «ein. 
(Taf.  IV.  Fig.  A.)  ' 

t.      AGiGBi^AOiEB  edm  AGiAB^ADiEK. 


AG^^^.  ibiglicb  BG^AB^^'^, 
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oder,  wepn  maD  dm  Radios  des  KrafMi  mit  r  beMichnet« 

A       AH  »T^^       ^  AH 


ebenao: 

EK 
mithin : 

Aber 
Folglich: 

IL        AF^  AG^GF^  ^{Aa.AD-^DC.BÜ) 

»  ^{AH.V^^%BB), 


AF^^BG^  8  ^(BH^^  ABH^B.V^.iABi'BUH^Eß') 


Aussog  am  eineni  Briefe  des  Herrn  G.  A«  Voraterman  vao 
Oyen  in  Aardenborg  i.  d.  Niederland. an  den  Herauageber. 

MoDsieur  le  Professeur! 
Deoz  de  nea  4levea  oot  reaolo  deox  de»  probl^ea  qal  «e 


mtcelUn,  113 

(rouvent  daos  votre  Arcbi?  *).  J  ai  l'hooneur  de  ?ou8  le«  envoyer 
ci-joints. 

Agr^s  etc. 
Aard«nbarg,  7.  Pevrier  1800. 

G.  A.  Vorsterman  vbd  Oyen. 

1.  Halblrt  man  Id  einem  Dreleek  eineD  Winkel  oder 
den  sDgeborigen  Aoeeenwinkel,  ee  tat  da«  Qoadrat 
der  HelbiruDgstioie  gleich  dem  Reebleck  aua  den  bei* 
den  Seiten,  die  den  Winkel  bildeD«  weniger  dem  Recht- 
eck aoe  den  Abaebnitteo,  welche  die  Halblrnngalinie 
aef  der  dritten  Seite  bildet«  diene  DIfferena  poaiti? 
eder  negativ  genommen,  Jenachdem  der  Winkel  aelbat 
oder  der  Anasenwinkel  halblrt  Int  In  Taf.  V.  Fig.  III 
nnd  Taf.  V.  Fig.  IV.  hat  man  aine: 

+  Ä£^  =  ÄE,ÄC—BD.DC 

und  

Bewein.  (Taf.  V.  Flg.  UL).  Zieht  man  eine  Linie  Ü^,  welche 
mit  'SÜ  einen  Winkel  BCE  =  BÄB  bildet  und  welche  die  Ver^ 

iSngening  der  Ualbirungsiinie  in  E  schneidet»  80  ist: 

Wfaikel  IDB  gleich  Winkel  CBE, 

Elb    „         „  DCE. 

Al«>  aind  die  Dreiecke  ABB  und  CDE  Ibniich,  felglich  Winkel 
ÄBD  gleich  Winkel  DEIü  nnd  ÄDiBBuCDiBE  oder 

ÄD.DE^BD.CD,  (a) 

Weil  Winkel  ÄBD  =  ÄEC  und 


„      BAD  =  EAC 

ist,  sind  auch  die  Dreiecke  ÄBD  und  ÄEC  ähnlich,  lolglich: 

JB-.ÄDttAEiAÜ 

AB.ÄCssÄD.ÄE, 
BÖ.CD=:ÄD.inS, 


•>  M.  Arehiv  Tbl.  XLVlll.  S.  480.  G. 
Tk«il  U 
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AIsu  durch  Subtraction 

oder         


Beweis:   (Taf.  V.  Fig,  IV.).   Zieht  man  eine  F.inie  B'E\ 


weiche  mit  AH   eineo  Winkel  AB'E'  gleich  Winkel  A' D' B' 
biid«t  ood  welche  die  Verilingeroog  der  Halbim^gelinie  AD^  in 
eebeeidel,  ee  hat  man: 

Winkel  A h      gleich      Winkel  ÄWC 

AIbo  sind  die  Dreiecke  Ä^ifE'  und  Ä^CD'  ähnlich,  folglich 
Winkel  AE'B  s  Winkel  ÄÖW  and 


AE'iAB' AüxAD' 
oder         

Ä^.AP  ^  JPW.AC  iß) 

Well  man  bat: 

Winkel  AUD'  gleich  Winkel  ÄWW 
und   

» 


ee  Bind  aoeh  die  Dreiecke  ii'CX»'  und  ähnlich,  felglich 

ÄD'iCE'  II  WD'iWE! 

oder 


AD' .  WE'  =  C"  ly .  BD' 


AD'.A'E'  s:A'B'.Aa  iß} 

Alae  doreh  SabtraetioD 


AD^.{AE'  -^lyE')  =  AB* .  AC  -^CDf,  B'& 

eder 

-~AB^^£V.7F^^WÜ.FIF. 

W.  Wonder^em, 
Schfder  des  InsUtatt  Yorsterman  Tan  Ojeo. 


II.  Haibirt  man  in  einem  Dreieck  einen  Winkel 
eder  den  xngehOrigen  Aueeenwinkel,  ee  iet  (Taf.  V. 
Fig.  V.  und  Fig.  VI.): 


mceUen*  115 

Beweis.  Nach  den  Satze  1.  haben  wir: 

aUo:          _     

Ferner  verhalten  eich  die  Seiten        und  AC  wie  die  Stficke 

BD  und  CD,  d.  b.: 

oder:   

ÄB.DCzs  ÄC.BDi 

deshalb  können  wir  statt  der  obigen  Gleichung  auch  äciireibeo: 

oder:      _   

AB^  =  (AB^^Bi^)(A^  -  Ci>*) 

und  folglich: 

M.  Seheele, 
Schaler  de£  Instituts  Voraterman  vau  Ojren. 


Ueber  einen  georoetrisoben  Sats. 

Von  floiu  liorausgeber. 

In  der  neuesten  italienischen  Uebersetsnng  der  sechs  ersten 
SScher  und  des  ellften  und  xvrwiften  Buchs  der  Elemente  des 
Eoklldes,  durch  deren  Herausgabe  die  Herren  Enrico  Betti 
and  Francesco  Brioschl  sich  ein  besonderes  Verdienst  erwor« 
beo  haben: 

G I i  Element!  d *  E ii  c  I i d e  c  n n  n o  t e ,  a g g  t  u  n  t e  od  e s e r • 
cizi,  ad  uso  de*Ginnasi  e  fle'Licei,  per  cura  dci  Pro- 
fcKsori  Enrico  Bctti  e  Francesco  Brioscbi.  Firenze. 
Soccessori  Le  Monoier.  1868. 

«nd  den  einseinen  Bachern  eine  grosse  AniabI  sehr  verdienst- 
licher „Eserelsl"  beigefugt,  anr  die  ich  die  Leser  des  Archivs 
aaftnerksam  owebe»  und  aus  denen  Ich  denselben  Öfters  das  Eine 

8» 
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oder  (las  Atitiere  mitziitbeileii  hoffe.  Unter  den  dem  vierten  Hache 
beigegelieiicn  „Esercizi"  findet  sich  der  folgende  zu  beweisen 
aufgegebene  Satz: 

Weoji  DIU  ein  gleichseitiges  Dreieck  ilSC,  deseen 
Seite  a  sein  mag,  ein  Kreis  und  ein  zt?eiter  mit  diesem 
concentriscfaer  Kreis  mit  dem  beliebigen  Halbmesser 
r  beschrieben  iet:  ee  iet.  «renn  Peio  beliebiger  Punkt 
in  diesem  zweiten  mit  dem  ersten  concentrisch an 
Kreise  ist,  die  Summe  der  Quadrate  der  Entfernungen 
PA,  PB,  PC  des  Punktes  P  von  den  Spitzen  A,  C 
des  gleich  8  e  }  t ! *^en  Dreiecks  ABC ^\uq  c o n s tau te  Gr ö s se, 
nämlich  vun  d «  r  J^.me  des  Punktes  P  in  dem  zweiten« 
dem  ersten  conceu trischeu  Kreise  unabhängig* 

Gans  abgesehen  daven,  ob  und  io  wie  fern  dieser  Sati  viel» 
leicht  schon  bekannt  ist,  will  ich  hier  einen  einfachen  analyti- 
schen Beweis  desselben  geben«  weil  ich  glaube,  dasssich  auch  In 
der  analytischen  Geometrie  die  Aufsnchnng  dieses  Beweises  sieb 
sn  einer  sweckmissigeo  einfachen  Uebongsanfgahe  benntaen  Itot. 

Den  gemein»cliattlicben  Mittelpunkt  der  beiden  concentrischea 
Kreise  bezeiclmen  wir  durch  O,  und  nehmen  denselben  als  den 
Anfanii;  eine»  i  cchtwinkligen  Coordtnatensystems  der  ary  an.  Der 
poöUivü  Tbeil  der  Axe  der  a:  sei  O.i  ,  wo  dann  die  Axe  der  y 
der  Seite  DC  dts  gleichseitigen  Dreiecks  ABC  parallel  ibt.  Der 
Punkt  B  liege  auf  der  positiven,  der  Punkt  C  auf  der  negativen 
Seite  der  Axe  der  x.    Das  Quadrat  der  Hübe  des  gleichseitigen 

Dreiecks  ABC  ist  offenbar  a^—^a^  ss  |a*,  und  folglich  die 

Hube*  Der  Halbmesser  des  um  das  Dreieck  ABC  bescbriebsBeo 
Kreises  ist  nach  einem  bekannten  Satse  vom  Dreieck  offenbnr  { 

iiV3  n 

der  Hobe,  also  nach  dem  Vorhergendeu  }.       =  ^«  Die  £nt- 

femung  des  Mittelpunkts  O  tou  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
Ist  nach  demselben  Satse  vom  Dreieck  offenbar  \  der  Höhe,  also 

nach  dem  Vorhergehenden  ^jr^'    Hiernach  sind  also  offeoi»ar: 
die  Coordisateo  von  ^: .  .  .  .  -|-  0; 

u  a 
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folglich : 


ßezeichnen  wir  ouu  die  Courdinaten  des  Panktea  P  durch  ^ 
g\  so  ist  nach  einer  bekannteu  Foriuei  der  analytischen  Geo« 

Pä^  +       f  PC» 
+  (/'+2-^)'+(ff+|)' 

alao  offenbar: 

+  PÄ«  +  PC*  =  SC/"« + g^) + fl^. 

Weil  nun  aber  der  funl^f  P  in  deni  zweiten,  dem  ersten  con- 
ceotriecben  Kreise,  dessen  ilalhmesser  r  isti  lie^l:  äo  lät 

/^  +  i,»  =  r». 

abo: 

Pii^+P^fPC*  i^-l-di', 

nod  daber  die  Semme  der  Quadrate  der  fiotfemongen  PA»  PB, 
PC  eine  conetaDte  GrSeset  wie  bebaaptet  wurde. 

Wenn  nun  um  einen  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  O  mit 
den  Hallunessern  r  und  r'  zwei  concentrische  Kreise,  und  in  die- 
selben die  gleichseitigen  Üreiccke  AfW  und  A'B'C,  deren  Seiten 
a  und  a'  «ein  niogen,  beschrieben^  in  den  beiden  Kreisen  aber 
beliebig  die  Punkte  P  und  P'  angenommen  werden:  so  ist  nach 
dem  vorhergehenden  Satze 

abe,  weil  nacb  dem  Obigea 


• 
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r*  =;  ^ .  r'*  =  y ;  folglich  3r«  =  a\  ir'^  =  a'«  ' 
Z''^»  +  /^i?»  +  />'     =  a» + a»; 

folglich : 

PA'^^  PB"^^  PC*  —  P'Ä-  +  P'B^^PO, 
80  dass  also  Hie  Summen 

PA'^^PB'2^PC*  ttnd  /^^*+P'B«  +  P'C* 

immer  einander  gleich  sind,  wo  man  aoch  die  Punkte  P  und 
in  den  beiden  Kreisen  annehmen  mag. 

Ich  wünsche  durch  diese  und  apatere  Mitfh eilungen  auf  die 
neue  sehr  verdienstliche  italienische  Ausgabe  der  „Elemente** 
von  den  Herren  Betti  und  Brioschi  aufmerksam  za  machen, 
und  würde  muglichttt  einfache  syntheti f;ch e  Beweise  der  obigen 
S&tze«  von  denen  in  den  „Esercizi"  natürUcli  nur  die  Rede 
sein  kann ,  wenn  man  sie  mir  mittheilen  will«  gern  iu  das  Archiv 
aufnehmen. 


Bemeiiiangen  su  den  Bd.  48.  pag.  480  des  Archivs  von  Herrn 
Prof.  Ligowski  mitgetheUten  Uebn&gaaufgabeD. 

Von  Henu  Tiofessor  C.  A.  Bretsclineider  in  Gotha. 

I.  Man  soll  rationale  Dreiecke  finden,  deren  Seiten  in  aritli* 
metlseher  Proportion  stehen. 

äind  a,  ö,  c  die  Seiten  des  Dreiecke  and  man  setzt: 

a  as  6    d,  und  e  =  6 — d, 

so  wird 

Macht  mau  daher 

6  •|'2d  =  1202  und  6— 2d  =  iß^, 

80  wird: 

6Ä6«*4^2jJ«  und  «  =  3«^— /J*. 

und  hieraus 

Soll  nun  die  Differenz  S  der  Tinheit  gleich  werden,  so  darf  man 
in  der  Bedingung.sgleichiing  ß'^:='ia^  —  ^  nur  d  =  — 1  oder  d  =  +2 
setzen,  weil  nur  unter  diesen  Annahmen  jene  Gleichung  in  ganzen 
Zahlen  lösbar  ist.  Es  bedarf  daher  die  von  Herrn  Ligowgki 
rretrebene  Lr.siin?  ß2r=3a2-|.  I  und  fl*  =  3a*4:2  hinsichtlich  der 
doppelten  Vorzeichen  einer  Berichtigung. 
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II.  Man  soll  rationale  Dreiecke  fioden,  in  denen  ein  Winkel 
doppelt  80  gross  ist  ale  ein  anderer. 

Bezeichnen  wiederum  a,  6,  e  die  Seiten ,  C  die  ihnen 

gegenOberliegenden  Winkel  eines  Dreiecks,  so  raoen,  irenn  ils2C 
sein  soll,  nothwendig  c(c-|-6)=a*  sein.  Seist  man  daher  c=n* 
ond  C'^bszm%  also  6=fn'— *n*,  so  wird  a=:mn.  Da  aber  die 
Somroe  je  zweier  Dreiecksseiten  grosser  sein  inuss,  als  die  dritte, 
so  ist  ooth wendig  n  <  m  <  2r«  Ffir  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks 
eiipebt  eich: 

■nd  en  moas  daher ,  wenn  A  rational  sein  soll,  4»*~si*s7v* 
werden.  Die  Zahlen  aber»  welche  der  Gleicbnng  (2ii)*ssfli' -|- 
genngthaen«  erhält  man  durch  Verdoppeinng  der  Seiten  jedes 
rechtwinkligen  rationalen  Dreiecks.  Seist  man  daher: 

so  ist  entweder 
•ders 

ond  daher  entweder : 

a=2(a«i/S»X<A-(P);  6=(3««-/3*)(o«-3/S«);  c  =  (a^^ß*)*  (1) 
oder : 

a=4«/5(o«+jS«);  6=:16a«/J«— (a*  f /i«)*;      c=(o«+/5«)«  (2) 

Wird  ein-  für  allemal  angenommen,  so  muss  fOr  den  Fall 

(1):  ß*>3/5«,  hingegen  für  den  Frill  (-1)  4a/S>a*+/J»  oder  2aß 
>(a— sein.   Man  findet  hiernach  z.  b.: 


ß\  a 

1  * 

1  «  1 

1  «  1 

(2) 
6 

e 

2 

1 

II 

30 

25 

40 

39 

25 

3 

2 

312 

407 

169 

4 

1 

611 

610 

289 

•  • 

4 

3 

1200 

679 

625 

6 

3 

923 

1218 

841 

U60 

759 

841 

5 

4 

3280 

4719 

1681 

U.  8.  W. 

Es  uinfa.'i^t  daher  die  von  Herrn  LigowsUi  gegebene  Anf- 
iüsuDg  (1}  nur  die  UäUte  der  Fälle«  in  denen  die  Aulgabe  lös- 
bar ist. 

Ich  bemerke  bei  dieser  tlelegenheil,  dass  die  Zalilerj,  welche 
den  beiden  Gieichougeu  3a^    1  =     und      —  2  =  d'  genägen> 
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mittelal  «iBe»  ieboD  voa  Ealer  bemerkten  recorrirenden  Verfiel- 
reue  erhatten  werden  kOnnem  Nennt  man  and  ßm  ingleleben 
fm  und  dp  irgend  ein  Paar  snaammengebtfriger  Wertbe,  an  Intt 

Damit  erhält  mau  folgende  Zusammenstellung: 


-1 

-  ! 

f  1 

r  1 

1  * 

1 

1 

2 

1 

1 

2 

4 

7 

3 

5 

3 

15 

26 

11 

19 

4 

56 

97 

41 

71 

5 

209 

362 

153 

265 

6 

780 

1351 

'  571 

989 

7 

2911 

6042 

2131 

3691 

u.  a«  fr. 

Zwischen  diesen  Zahlen  entdeckt  man  leicht  die  Relationen: 

d|  +  d»+...+di»  =6.a«* 


Oa-fai*    «  2./J„-i.a»+i 

««+  ««+»  =  2 .  ^4  .  ««+1 

diH-dta^-i  =s  2.^  .di^.i 
da-fda.  s=2.^.i.d«4.i 

^-|-d»fa's2.A!d»H 


»1  -f  «2»  =  yn'^n^X 
an  +  ö«+l  =  .Än+l 


und  es  dHrfte  rine  zweekmiaatge  Debong  för  Sebfller  aein.  die 
Richtigkeit  dieaer  Relationen  mittelat  dea  anIgcateUten  Recar- 
aionageaetaea  allgemein  an  betveiaen. 


Droekfebler. 

4 

Tbl.  XUX.  S.  240.  „Zur  Beuch tung  Z.  5.»*      in.  Xr.  XVI.  »Ult 

Kr.  XIV.  .  ^  ... 

ThI.  XLTX.  S.         ZI.  4.  V  .o      m.  „welche"  «tatt  .,  w  c  I  c  Ii  p  »  '  . 

Im  Liler»r.  Ber.  Nr.  CLXXXXIV.  S.  17.  Z.  4.  v.  u.  «eue  man 

für  ^  ^ 

ThI.  XLIX.  9.  W6,  Z.  14«      n.     m.  Nr.  M.  tlatt  Nr.  81.  ^ 
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Die  Gesetze  der  Lichlbrechang. 

Von 

Herrn  Dr.  ^0«.  Kudelka^ 

Kaiserlich  Küniglichein  L^r.eal  - l'rnfcH«>or  jlu  Lins. 

(FortMUoiig  ton  Nr.  III.  S.  I&) 


(Figuren  s.  Taf.  VL  VIL  VIIL) 

}u  Ii.   Brcehtang  des  LIelites  beim  Darebgange  durch 
ein  Medium,  das  prismatisch  gelormt  ist. 

Asbaien  wir  toorst  «in  tob  parallelen  Ebenen  wm  nnd  pi  be* 
gtentlee  Hedlnni  (Pig.  24)  an,  Hlr  welchen  nr>l  int.  Der  anf« 
fidlende  Strahl  AB  nimnit  In  denwelbeo  die  Richtung  BC  and 
tritt  in  der  Riebtong  CD  ||  AB  an«  dem  Medium  herans. 

rtnfer  diesen  Umständen  ist  der  Einrallswinkcl  BCt  an  der 
zweiten  Fläche  gleich  dem  Brechungswinkel  b  an  der  ersten  und 
der  Austritts n-i Okel  DCjf  ist  gleich  dem  Einfallswinkel  a  an  der 
•raten  Fläche. 

Drehen  wir  nnn  die  iweite  TrennnngsflSehe  ae,  daaa  nie  In 
die  Lage  Ol  an  liegen  kommt  Daa  Einfallaloth  sjf  wird  mitge» 
drehet  nnd  nimmt  die  Lage  j^V  ****  ^  bildet  mit  dem  vorigen 
den  Winkel  ^rCn'.  Beide  TrennaagaflSehen  bilden  jetat  offenbar 
«In  Prinma,  deaaeo  brechender  Winkel  iat.  Aneb  iat  der 
Winkel  der  fiinfalialothe  xCx'  =  p,  weil  die  Schenkel  dea  einen 
aenkreebt  atehen  anf  jenen  dea  anderen. 

TluU  h,  0 
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Jetzt  ist  der  EinfallsiviDkel  an  der  zv^eiten  Flftche  =  ßCx', 
während  er  vorbio  =  BCx  war;  er  i8t  also  um  den  Winkel,  den 
die  Einfallslotbe  bilden,  somit  um  «len  brechenden  Winket  de« 
Prisma,  kleiner  als  vorhin.  Eine  Verkleinerung  de«  Einfall^win 
kels  bat  nothwendig  auch  eine  Verminderung  des  AustrittswinkeLs 
zur  Folge.  Ea  wird  jetzt  der  austretende  Strahl  die  Kicbtun^; 
CF  haben,  welche  nieht  mehr  parallel  ist  zu  jener  des  einfallendta 
AB,  War  aleo  ▼orbiu  der  Aaetrittewinkel  =i)C^,  so  ist  er  jetit 
=  FCy'  ond  somit  um  p  +  iß  kleiner  als  vorhin.  Die  Verniodf> 
mag  dee  Anetrittewinkels  geschiebt  daher  gleichseitig  auf  beiden 
Seiten  desselben.  Auf  der  linken  Seite  ist  der  Verlast  =yCy'=p 
«nd  auf  der  rechten  ss  FCD  —  v. 

Hier  haben  wir  den  Fall,  wo  der  gebrochene  Strahl  BC  eine 
konstante  Richtung  beibehält,  denn  dieae  wird  ja  durch  die  üre- 
liuiii^  der  Austrittsfläche  nrcht  attizirt.  Kine  Ai'uderung  des  Aus- 
trittswinkels kann  daher,  wie  dies  horeifs  bekannt  ist,  nur  auf 
die  Art  erfolgen,  dass  das  Einfallsloth  ihkI  der  austretende  Sirahl 
gleichzeitig  entgegengesetzte  Drehungen  erleiden.  Wird  also,  wie 
diess  im  vorliegeuden  Falle  angenoinnieu  wurde,  das  Einfullsloth 
scbraubenUaks  gedrehet,  ao  moss  sich  der  austretende  Strahl  CD 
gleichseitig  scbranbenrechts  drehen,  damit  die  Biehtung  von  BC 
konstant  verbleibe. 

Sind  also  die  Trennungsflfichen  gegen  einander  geneigt,  so 
dass  wie  ein  l'risinn  biklcn.  sn  erscheinerr  die  Einfallswinkel  an 
der  z\\eiten  Fläche,  welche  l)ei  [)ara!leler  J^a^e  der  Flächen  den 
respectiven  lireclmngswiiikcln  an  der  ersten  Fläche  gleich  waren, 
sämmtlich  um  den  Betrac;  fies  l>recli<!nden  VVirjkels  ▼erniin<iert. 
Wird  aber  die  Austritts iJäche  pl  enti^egengeaetzt  gedrehet,  so 
vrerdcD  die  EinfallawiDkel  um  p  vermehrt. 

Denken  wir  uns  wiederum  die  Trennongsflächen  am  and  pl 
(Fig.  25)  in  parallelen  Lagen.  Die  untere  FiSche  pl  werde  bis 
auf  eine  sehr  kleine,  runde  Oeffnung  O  mit  undurchsichtigem 
Papiere  bedeckt.  Diese  Oeffnung  O  sei  der  Mittelpunkt  eines 
Halbkreises,  dessen  einzelne  Punkte  man  sich  als  lencbtend  ver- 
anstellen bat 

Der  Strahl  MO,  dessen  Rlcbtnng  fast  fiaranel  ieC  mit  der 
TrennnngsflScfae  ;>/ (dessen  Einfallswinkel  MOWssW)  wird  In 
dem  Bledinm  snm  fiinfaUelothe  gebrochen  nnd  nimmt  darin  die 
Richtung  OF,  nm  dann  In  der  Richtung  FxWMO  aosautreten. 

Ein  anderer,  von  einem  ähnlich  liegenden  Punkte  R  des  Halb- 
kreises ausgebender  Strahl  /^O  wird  in  dem  Medium  <Ue  Richtung 
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i)C  nAmw  und  In  der  Richtung  Cy  austreten ,  parallel  m  OR, 
Alle  ?on  den  einzelnen  Punkten  des  Halbkreises  durch  die  Oeff- 
nong  O  dringenden  Strahlen  werden  nach  ihrer  Brechung  inner- 
halb des  Mediums  ein  Dreieck  COF  bilden,  in  dessen  Grundlini« 
Cf  die  Austrittspunkte  aller  dieser  Strahlen  fallen.  Die  gebro* 
ebenen  iStrahlen  sind  jedoch  über  der  Fläche  dieses  Dreiecks 
nicht  gleichmfissig  vertbeilt;  sie  liegen  gegen  die  Seiten  desselben 
OF  und  OC  dichter  aneinander  und  es  nimmt  Ihre  Dichte  gegen 
die  Höhenlinie  OL  des  Dreiecks  ab. 

Weilt  ein  Auge  oberhalb  der  Trennungsilä«  lie  nm,  8o  kann 
et»  nacheinander  alle  Punkte  des  Halbkreises  behen,  wenn  et»  |)a- 
raUel  zur  Grundlinie  FC  sich  fortbewegt. 

I>s  in  dem  Pnokte  C  der  eberen  Trennaogslläebe  eine  Bre- 
vom  EinfsUslothe  Statt  findet  and  da  der  Anstrittswhifcel 
s9(^  ist,  so  besiUt  bler  der  ElDfallswinkel  Q(^ss  COL  den 
grOssten  Werth,  nnter  welchem  noch  ein  Uebergang  aas  dem 
•hien  Medium  in  das  andere  Statt  finden  kano.  Wir  wollen  diesen 
Grsoswerth  des  Eiobllswialtels  =s  Cr  setses«  OC  ist  dann  der 
Greasstrabl*  Der  Winkel  OCL  s:  ist  das  ComplemeDt  von 
Ein  Strahl»  dessen  Einfallswinkel  >  G  Ist*  wird  bereite  total  re- 
fleetirt 

Der  Cirenzwinkel  G  ist  für  das  nehmliche  Medium  uatürliGb 
konstant  nod  somit  auch  sein  Complemeot 

Wird  daher  die  obere  Trtfannngsflfiehe  um  den  Pankt  C  ge- 
drebetf  so  dass  sie  ans  Ihrer  afsprfinglicben  Lage  mit  In  die  neue 
Cß  kommt j  and  mit  der  endeten  ein  Prisma  bildet,  so  wird  der 
Werth  des  Grenswinkds  IlBr  diese  neae  Lage  der  Trennangsflicbe 
dmaelbe  verbleiben.  Ist  somit  OJB  s  7,  so  Ist  Jetst  der  Strahl 
OJ  ein  Greasstrabl. 

Zieht  man  von  O  eine  Senkrechte  OH  auf  die  neue  Tren* 
nungsfläche  CB ,  so  muss  der  Winkel,  den  dieser  neue  Grenz- 
stnUil  OJ  mit  der  nenen  Senkrechten  OH  bildet,  nehrolich  JOff, 
tmmer  =  G  sein,  (so  wie  auch  vorhin  der  Winkel  C0/>,  den  der 
▼orige  Grenzstrahl  mit  der  auf  mn  gefüllten  Senkrechten  OL  bildet 
=  G  war);  rlenn  da  der  eine  Winkel  an  der  Hypotenuse,  nehm- 
Ucb  y,  immer  denselben  Werth  beibehält,  so  mnss  auch  der  an- 
dere JOIi  konstant  bleiben.  Durch  Drehun^ij  der  Trennuugsfläche 
ist  das  Perpendikel  aus  der  nnffinglichen  Laije  OL  in  die  Lage 
0/7  gekommen  ,  es  ist  also  um  <\p\\  Winkel  LOH  gedrehet  wor- 
den, Hrekher  gleich  ist  dem  brechenden  Winkel  p  des  Prisma. 

9* 
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Der  Winkel,  den  der  neue  Grenzstrahl  JO  mit  dem  voriges 

CO  macht,  ist  =  COJ,  und  es  muss  COJ  =z  LOH  =  p  sein, 
denn  indem  sich  der  Winke!  COL  in  den  gleich  grossen  JOU 
verwandelt,  ist  dies»  nicht  anders  niöcrüch,  als  dass  der  Zuwachs 
LOH  anf  der  recliteu  Seite  gleich  ist  dem  Verluste  JOC  auf 
der  linken. 

Die  gebrodienen  Strahleo  aber»  ditf  inoerbalb  des  Winkele 
COJ  liegen,  werden  alle  total  rellektirt 

Entspricht  nun  dem  gebrochenen  Strahle  OJ  der  einraftende 
SOt  so  kann  von  dem  leuchtenden  Halbkreise  der  Theil  HS  durcb 
das  Prisma  nicht  mehr  gesehen  werden.  Dieser  Theil  HS  kann 
aber  mittelst  der  StrahU'n,  welche  an  der  FInche  CJ  die  totale 
Reflexion  erleiden,  gesehen  werden,  \venn  nendicb  die  dritte,  dem 
brechenden  Winkel  p  7nG;ekehrte  PrisnienflSche  diesen  reücktirten 
Strahlen  den  Austritt  gestattet.  Ein  Prisma  vermindert  also  die 
Grösse  des  Gesicbtsleides  und  zwar  desto  mehr,  je  grösser  p  ist. 

4 

VergrGeeert  tnao  aemlleb  eneceesive  den  breeheoden  Winkel 
eo  irerden  nach  und  nacb  alle  gebrochenen  Strahlen  •  von  CO 
nngefangen,  an  die  Reibe  kommen,  Grenaetrablen  an  werden,  nnd 
wenn  endlieb  ancb  schon  OB  warn  GreoietrabI  geworden  let,  eo 
wird  durch  ein  eolebee  Prisma  kein  Punkt  des  lenchtenden  Halb- 
kreises mehr  gesehen. 

In  der  That  ist  p  =  COL,  so  werden  bereits  alle  Strahlen, 
die  innerhalb  dieses  letzteren  Winkels  liegen»  total  reflektirt  und 
es  sind  somit  alle  Punkte  des  Quadranten  RN  unsichtbar,  in 
diesem  Falle  fällt  der  Grenzstrahl  OT  bereits  in  die  Ricbtneg 
OL,  und  0£  steht  senkrecht  auf  der  Austrittsfläche. 

Ist  ferner  p  =  COF  =  20»  so  werden  bereits  alle  Strahlen, 
die  von  dem  leuchtenden  Halbkreise  in  das  Prisma  eindringen, 
die  totale  Refledon  erleiden. 

Es  ist  noch  ein  Umstand  zu  besprechen «  der  ebenlalls  eineik 
wesentlichen  Unterschied  berbeiHihrt 

Als  die  beiden  Trennunesflächen  noch  parallel  H-arer»,  da  ist 
der  gebrochene  Strahl  Ol  in  der  Richtung  F.r  ausgetreten,  welche 
fast  parallel  ist  mit  der  Trennungsfläche  seihst.  Nachdem  aber 
diese  TreniiuiigsflSche  in  die  Lage  CB  getlrehet  worden  ini,  wird 
dersellte  Strahl  schon  bei  E  austreten.  Uier  aber  ist  der  Ein- 
fallswinkel OLs  kleiner  als  im  Punkte  und  somit  wird  auch 
der  Austrittswinkcl  r£k  kleiner  sein  als  in  F, 
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Ent  bildet  also  der  aiuilretende  Strahl  mit  der  Trenoungs- 
fläcfie  den  Winkel  KEB ,  tvelcher,  wie  natürlich,  desto  grosser 
anstaJleo  wird,  je  groaser  der  brecbeode  Winkel  p  dea  PrUma  wird. 

Dieser  Winkel  hat  nun  die  Eigenachaft»  dm  an  einem  Aoge» 
irekhefi  «ich  innerhalb  dieaee  Winkeis  befindet,  kein  einilger  ?en 
den  dnreh  die  Oefnong  O  eindringenden  Strahlen  gelangen  kann. 
Man  kann  diesen  Winkel  einen  dankten  nennen.  i$einen  Neben- 
winkel KEC  hingegen,  innerhalb  deaaen  aHe  Jene  Strahlen,  die 
aoa  dem  Pri»iua  liberhatipt  aoatreten  kOnnen»  liegen,  wird  man 
«iaen  hellen  Winkel  heiaaen  kOnnen. 

Der  dunkle  Winkel  ist  uUo  iiuiiter  derjeiti^^,  weichen  der  auti 
dem  Prisma  tretende  Greuz:»trahl  mit  demjenigen  'i  heile  der  Aua* 
trittsfläche  eluacblieaat,  der  auf  der  Seite  des  brechenden  Win* 
kela  liegt. 

Es  sei  nun  ein  Prisma  ABC,  (Fig>  26),  deaven  untere  Fläche 
AB  jetzt  nicht  mehr  mit  dem  unddrchHiehtigen  Papiere,  worin 
sich  die  kleine  Oeffnunt;  befand,  bedeckt  wird.  Offenbar  kann 
jetzt  jedes  Element  der  Fläche,  wie  O,  P,  H, .  .  eine  sficho  kleine 
Otflfrjiirjr;  vorfitellen,  durch  welche  Lichtstrahlen  von  allen  Leiter?, 
uie  viirhin  von  den  Punkten  dea  leiwhteodeu  Ualbkreisea  in  das 
l'rit>ma  eindringen  können. 

Nehmen  wir  an,  für  daa  Element  O  w8re  OJ  die  Richtung 

des  Grenzstrahlea ;  der  diesem  gebrochenen  Strahle  entsprechende 
einrallende  wird  alüo  fast  mit  AO  anaammenfallen.   Der  Einfach* 

heit  weuen  "  ollen  wir  ferner  auch  annehmen,  dass  OJ  die  Aus- 
trittiifliiche  Cß  des  Prisma  senkrecht  trifft,  uesshalb  dann  hei  J 
keine  Aen<lerung  in  der  Richtung  mehr  8tatt  Godet.  Es  \»t  nun 
klar,  da^s  für  aile  anderen  Elemente  der  Eintrittafläcbe  die  Grena- 
atrablen,  «lie  PK,  RL,  SJU .  .  .  parallel  nein  mOaaen  au  OJ* 

^  Der  dunkle  Winkel  iilr  daa  Element  O  iat  ssDJßi  für  daa 
Element  P  iat  er  =  EKB  u.  n.  f. 

Hf'findet  sich  nun  ein  Äuge  an  den»  Orte  z,  so  lic!»t  es  inner- 
halb all  der  dunklen  Winkel,  welche  den  Elementen  von  A  bis  P, 
oder,  welche  dem  Stücke  AP  der  EintrittsflSche  entsprechen. 
Dieses  Stuck  AP  der  Prisraenflacho  iififigt  also  keirjen  einzie[en 
der  gebrochenen  Strahlen  ins  Auge  nach  z.  Es  iist  in  dieser  Be- 
gebung ganz  unwirksam  und  es  wirkt  nur  noch  das  Stück  BP, 
denn  in  üetrcff  der  Elemt-iite  dieses  Stückes  beGndet  sich  das 
Auge  in  ihren  helleu  Winkeln,  wie  CLF,  CIUG  u.  s.  w. 

Da  iiiin  aber  daa  Stfick  AP  keine  durchgelaaaenen  Strahl«« 
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ins  Auge  bringt,  8o  verhält  es  sich  gewissermassen,  wie  die  Ober- 
fläche eines  undurrhsicbtigen  Körpers,  »elcbe  als  eine  vollkommeti 
ebene,  ganz  getiL'uet  Ist,  das  durch  die  dritte  Prismenfläcbe  CA 
eindringende  Licht  regelmässig  zu  retiektireo. 

Dm  Stflck  ilP  wirkt  «lao  wie  ein  Spiegel.  Beiregt  alcb  das 
Auge  von  s  gegen  e»  eo  wird  der  spiegelnde  Theil  immer  grüseir 
nnd  endlich»  wenn  es  in  v  angekommen  int»  wo  es  aicb  noch  echoe 
innerhalb  dee  dnnklen  Winkels  den  Kanten*Blementee  B  befindel^ 
•pi^It  die  gsnse  Fliehe  AB» 

Denkt  man  sich  die  andere  Frismenfläche  CB  aU  Eintritts- 
flSche ,  so  wird  B IV  ein  Schenkel  des  dem  Kanten  -  Elemente  B 
entsprechenden  dunklen  Winkels  sein,  wo  wiederum  BN  \^AB 
ist.  Die  beiden  Schenkel  BH  und  BN  schliessen  einen  W  inkel 
HBN  ein,  welcher  den  dunklen  Winkel  des  Prisma  selbst  vor- 
stellt. Nimmt  man  nun  an,  dass  in  z  ein  leuchtender  Punkt  sich 
befindet,  und  dnss  unttrhalb  der  Fläche  AB  das  ihn  betrachtende 
Augü  ruhet,  so  n\  ird,  sobald  man  das  Prisma  um  seine  Axe  schrau- 
henlinks  drchot,  der  Schenkel  BH  des  dunklen  WiukcU  immer 
näher  an  x  heranrücken.  Der  wirksame  Theii  der  Eintrittsfläche 
CB  wird  dabei  immer  kleiner,  da  die  Zahl  der  Elemente»  in  deren 
dnnkie  Winkel  der  leoehtende  Pnnkt  hereitn  eingetreten  ie^  fort- 
wftbrend  tunimmt  Scblieeetich»  wenn  BB  dnreh  t  gehet»  knee 
der  leuchtende  Punkt  hieen  noch  dnreh  das  Kenten- Element  B 
gesehen  werden. 

Geschieht  aber  die  Drehoog  des  Prisma  umgekehrt»  nerolich 
echraobenrechts»  so  nähert  eich  der  Schenkel  BN  dem  Auge,  das 
wir  uoterhalb  AB  ruhend  angenommen  haben.  Das  Auge  wird 
hiehei  nach  und  nach  in  alle  die  dunklen  Winkel,  wie  sie  den  in 
der  Richtung  von  C  gegen  B  aufeinanderfolgenden  Elenenteo 
der  Eintrittsfläche  CB  entsprechen,  eintreten.  Der  spiegelnde 
Theil  dieser  Eintrittsfläehe  wird  daher  immer  grösser  und  schliess- 
lich, tvrnn  RN  dnrrh  das  Auge  gebet,  wirr!  das  Auge  den  leuch» 
tenden  Punkt  wieder  nur  mittelst  des  Kanten-Elementes  seheo, 
denn  mit  Ausnahme  von  B  spiegeln  alle  anderen  Elemente  von  ßC- 

Nicht  uninteressant  sind  die  Erscheinungen  an  einem  Glas- 
wfirTel.  Ist  ABCD  (Fig.  27)  ein  milcher  Wflrfel  nnd  ruhet  das 
Auge  oberhalh  der  Fliehe  AB  in  O«  eo  dae«  es  in  das  Innere 
des  Warfets  hineinaieht,  eo  erMchelnt  die  Bodenfiche  CD  gehohen 
und  die  Seitenflächen  wie  AC  und  BD  spiegeln  im  Innern.  Ee 
kann  in  der  That  durch  die  Seitenflächen  hindurch  kein  fluencter 
Gegenataod,  wie  p  oder  q  geeehen  werden»  denn  uln  tou  einem 
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folcben  Gegenatande  kommender  Strahl  ^r,  der  in  den  Würfel 
ciodriiigt,  vrird  wegen  der  Grosse  des  brechenden  Winkels  B  ao 
der  Fläche  AB  total  reflektirt    Ein  solcher  Würfel  macht  also 
alle  am  ihn  herumliegenden  Gegenstände  riir  das  in  O  befindliche 
Auge  unsichtbar.    Alles,  was  unter  der  Basis  CD  liegt,  wird  sieb 
Ib  den  «spiegelnden  Seitenflicbeu  abbilden.    Befindet  sich  das 
Auge  seitwärts  In  O',  so  dass  es  2.  B.  bloss  die  Fliehe  AC  b«» 
trachtet,  so  kann  es  wiederum  nichts  sehen,  was  unter  der  Basis 
CD  liegt,  denn  das  verhindert  der  brechende  Winkel  C.  Die 
Bas!»  selbst  aber  j>ieht  es.    Stellt  DH  tlcn  Grenzstrahl  vor,  de"" 
von  dem  Punkte  D  der  Basis  ausgeht,  so  wird  dieser  in  der  Rieh- 
tun»  HO'  ins  Auge  gelangen  und  es  sieht  lias  Auge  diesen  Piirtkt 
D  in  yj,  folglich  die  ganze  Basis  CD  zusammengedrängt  aul  den 
Rauai  Cf',    Es  muss  aber  CE  natürlich  spiegeln,  weil  von  den 
Gegenständen,  die  darunter  liegen,  keine  Strahlen  in  das  Auge 
gelangen.    Während  nun  durch  den  Theil  HC  der  Seitenfläche 
bln^g  die  Basis  des  Wurfeis  gesehen  wird,  vermag  das  Auge 
durch  den  andern  Theil  AH  dieser  Kliiclie  auch  Gegenst&nde  xu 
sehen,  die  jenseits  von  HD  liegen,  wie  z.  B.  q. 

§.  15.    Man  kann  bezflglicb  der  Ablenkung  drei  ver- 
schiedene Partbien  von  Strahlen  bei  einem  Prisma 

nnterscheiden. 

Es  falle  von  dem  lenchfenden  Punkte  O  ein  Strahl  in  der 
Richtung  OA  auf  die  ohere  Fläche  des  Prisma  (Fig.  28),  so 
zwar,  da.ss  er  nach  der  Brechiini^'  die  Richtung  annimmt,  welche 
senkrecht  stehet  auf  der  unteren  Fläche  des  Prisma,  an  welcher 
der  Austritt  erfolgt.  Verlängert  man  diesen  gebrochenen  Strahl 
nach  aufwärts,  so  schneidet  er  die  von  O  auf  die  Eintrittsfläche 
des  Prisma  senkrecht  gezogene  OK  in  dem  Punkte  E.  Wir 
wollen  £K  die  erste  uml  Kß  die  zweite  Normale  nennen.  Der 
Strahl  OK,  welcher  die  erste  Fläche  senkrecht  trifft,  erleidet  eri»t 
an  der  zweiten  Fläche  bei  L  eine  Ablenkung.  Jeder  der  beiden 
Strahlen  OA  und  OK  erleidet  also  nur  eine  einmalige  Brechung 
beim  Darcbgange  dorch  das  Prisma  und  es  ist  der  Winkel  KEA, 
den  die  beideo  Notoialen  einschliessen,  gleich  dem  brechenden 
Mfinkd  p  des  Prisma. 

Fflr  den  Strahl  OA  ist  der  Brechungswinkel  BAy=p.  Wird 
der  diesem  Werthe  des  Brechungswinkels  entsprechende  EiofiiUs* 
Winkel  mit  a  bezeichnet,  so  ist  die  Ablenkung,  welche  dieser 
Stnhl  hein  Darcbgange  dorcb  das  Prisma  erteideti  s 
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Pflr  den  Strahl  OK.  der  nur  m  der  «weiten  Fliehe  eine 
Brechang  erleidet,  ist  der  ElnfallewlDkel  KJLx^p  und  der  dieeen 
Werthe  entsprechende  Anetrittsivlnkel  s     eemlt  die  Ahlenknng 

Beide  diese  Strahlen  erleiden  also  gleich  grosse  Ablenkungen 
durch  das  Prisma.  Die  Strahlenparthie,  welche  von  diesen  Nor- 
nialstralil (•{!  eingeschlossen  wird,  welche  also  iiinerhali)  <ies  Wio- 
ke\s  KOA  lie'^t,  mofe  die  mittlere  heissen.  Die  Strahlen,  welche 
rechts  davon,  t^M'^ofi  die  brechende  Kante  C  liegen,  bilden  die 
Kantenparthie  und  die  links  davon  liegenden,  weif  he  ?:unächst  der 
totalen  Heflexioa  ausgesetzt  sind,  bilde»  die  offene  Parthie. 

Betrachten  wir  nun  einen  Stratü  in  der  Kantenparthie  z.  B. 
OD,  Dieser  liegt  links  vom  Einfallslothe  und  der  gebrochene 
Strahl  DFt  der  als  einfallender  filr  die  sweite  FIfiche  zu  he« 
trechten  iat,  liegt  als  aolcber  aoch  links  ?eni  £infallslethe.  In 
dieser  Parthie  liegen  also  die  einfiiUenden  Strahlen  hezaglich 
helder  Fliehen  auf  der  linken  Seite  ihrer  Einfallslothe. 

Verlängert  man  den  aus  dem  Prisma  austretenden  Strahl  Ai 
bis  er  den  in  das  Prisma  eintretenden  in  G  schneidet,  so  gibt 
der  Winkel  FGD  =  t  die  totale  Ablenkung,  welche  der  Strahl 
OD  beim  Durchgange  durch  das  Prisma  erföhrt.  Diese  Ablen- 
kung resultirt  ans  den  Ablenkungen  an  den  beiden  Flüchen»  Die 
Ablenkung  an  der  ersten  Fläche  ist  =  FDr  ~  m  und  an  der 
zweiten  DFG  =  m,  somit  z  =  m  —  n.  Es  ist  aber  offenbar  m>i« 
und  VH  uird  daher  in  dieser  Parthie  die  Ahlenknng,  welche  die 
EintriU^fliiche  hewirkt,  vermindert  durch  jene,  welche  die  Aas> 
trittsfläcbe  erzeugt. 

Nehmen  wir  uoo  einen  Strahl  OH  aus  der  Mittelpartbie. 
Dieser  liegt  links  vom  Einfallslothe,  der  entsprechende  gebrochene 
ffJt  der  als  einfallender  für  die  sweite  Fliehe  sn  betrachten  Ist» 
liegt  als  solcher  rechts  dsTOo»  und  es  ist  f  =sni-ffi.  Die  Ab« 
lenkungen  an  beiden  Fliehen  sind  ffbereinstimmend  und  es  wird 
somit  die  eine  durch  die  andere  ▼ergrSssert. 

In  der  offenen  Parthie  befinden  sich  die  einfallenden  Strahlen 
OM  und  hezu'ulich  heider  Flächen  auf  der  nemUchen,  hier 
rechten  Seite  der  Einfallslothe  und  es  ist  die  resultirende  Ablen- 
kung 1  =  n  —  m,  wie  aus  dem  Dreiecke  SjUJS  erhellet.  Hier  i«t 
die  Ablenkung  an  der  zweiten  l'läche  grösser  als  an  der  eratett, 
d.  b.  n  >  «•  und  es  wird  %viederum  die  eine  durch  die  andere  ▼er» 
mindert. 
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Denkt  man  sieb  den  brechenden  Winkel  p  des  Prisma  Immer 
grosser  werdend  z.  B.  auf  die  Art,  dass  die  untere  Flache  des» 
seihen  um  die  Kante  C  ents[>rechend  gedrehet  wird,  vväbrend  die 
obere  Fläche  in  ihrer  Lai:f  beharret,  so  wird  auch  der  Winkel 
f\EA  der  beiden  Normalen  in  demselben  Masse  grosser,  denn  es 
wird  ja  der  Schenkel  EA  diese»  Winkels  hestSndig  näher  rücken 
müssen  au  die  Kante  C  des  Prisma.  In  Folge  dessen  wird  die 
Kantenpartbie  fortwährend  vermindert  und  sie  wird  schliesslich 
ganz  beseitigt,  wenn  die  Normale  EA  durch  die  Kante  C  hin- 
liur«  hgeht,  oder  schon  recht.'«  davon  liegt.  Aber  auch  die  ofifene 
Parthie  erleidet  einen  immer  grosseren  Verlust  durch  die  Ver» 
grusseruiig  des  brechcndeii  Winkels,  well  immer  neue  Strehlen 
der  totalen  Reflexion  anbeim  fallen.  So  geschieht  es,  dass  bei 
einer  bestimmten  Grosse  des  brechenden  Winkels  nur  mehr  Strahlen 
der  mittleren  Parthie  durchgelassen  werden. 

Versetzt  nan  ferner  den  leuchtenden  Punkt  in  immer  grSssere 
Entfernungen  vom  Prisma,  jedoch  so,  dass  er  in  der  ersten  Nor- 
malen KE  verbleibt,  so  wird  auch  dadurch  der  Fusspunkt  A  der 
anderen  Normalen  der  Kant«»  C  sjenähert,  und  somit  die  Kan- 
tenpartbie vermindert  und  zuletzt  auch  c;anz  beseitigt.  Daher 
kommt  es,  dass  selbst  bei  kleinem  brechenden  Winlcol  in  diesem 
Falle  nur  Strahlen  der  mittleren  Partbie  durch  das  Prisma  hin- 
durchgehen, vorausgesetstt  dass  der  leuchtende  Punkt  hinreichend 
weit  entfernt  wurde. 

Wird  bingeceo  die  Priems  um  seine  Axe  gedrehet«  eo  wird 
flieht  Dor  die  Grdese  dee  Perpendikels  OK,  also  der  Abeteod  des 
leeehtenden  Ponktes  vom  Priems  geiedertj,  sondern  es  bekommt 
auch  dieses  Perpendikel  immer  andere  Lagen,  let  des  Prisma 
VOB  der  Art,  dass  es  alle  drei  Struhienparthien  zulSsst,  so  haben 
wir  in  der  Drehung  ein  Mittel«  eine  Parthie  nach  der  sedero  Ter^ 
schwinden  zu  machen  und  zwar  in  der  einen  oder  entgegenge- 
setzten Ordnung,  jenachdem  wir  das  Prisms  schrsebeoreebCs  oder 
schraubcniioiKs  drehen. 

{.  16.   Ose  Minimum  der  Abieokaog. 

Findet  bloss  eine  einmalii^e  Brechung  der  von  einem  leuch- 
tenden Punkte  auf  die  Trennungt»il;iche  zweier  Medien  auffallenden 
i)trahlen  Statt,  so  kann  selbst  in  die.'^em  Falle  schon  von  einem 
Minimuni  der  Ablenkung  die  Rede  bein;  denn  der  seakrucht  auf 
die  Trennun?»sfläche  fiurfallende  Strahl  erleidet  eben  dieses  Mini- 
mum der  Ablenkung,  Melcliej»  — ü  ist,  und  zu  beiden  LSeiteii  dieses 
Strahles  wächst  die  Ablenkung  mit  der  Schiefe  der  lazidenz. 
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flior  soll  aber  von  jenem  MlnimDni  der  Ablenkmig  die  Rede 
«ein,  fvelcliee  ein  dureh  ein  Priema  geleiteter  Strahl  erOhrt 

Es  sei  demnach  OA  (Fig.  28)  derjenige  ein  fallende  Strahl, 
der  blo8s  an  der  ersten  FISche  eine  Brechung  erleidet;  alsdann 
ist  sein  BrecbiiDgSH'inkei  ff  AB  =  p, 

I  Nehmen  wir  jetit  eiaen  anderen  Strahl  OD,  der  In  der  Kanten> 
IMtfthle  liegt»  ee  wird  aefai  Breohongewlnkel  grOeeer  aein  ala  p\ 
er  ael  aomit  ss   «f  ^. 

Würde  DQD  die  zweite  Fläche  parallel  sein  zor  ersten,  so 
wfirde  der  Einfallswinkel  bei  F  gleich  sein  dem  ßrechnni^svvinkel 
bei  D,  also  —p  -f  ^.  Da  jedoch  die  zv^eite  Fläche  uiu  de»  Winkel 
p  gedrehet  ist,  so  wird  demnach  der  Einfallswinkel  bei  F  um  die 
GrSase  p  kleiner  aeio,  ala  er  bei  parallelen  Flächen  wfire.  Es 
iat  alao  der  Einfallewinkel  bei  Fs  ^,  d.  h.  der  EinraHawiakd  aa 
der  aweiten  FISebe  dee  Priama  beträgt  gerade  ae  fiel«  als  die 
Zonabme  dea  Brecbangewiakela  an  der  eraten. 

r 

Setzen  wir  die  Ablenkung,  welche  der  Strahl  OA  in  Felge 
der  Brechung  an  der  ersten  Fläche  bei  A  erleidet,  =  to,  so  wird 
die  Ablenkung  des  Strahles  OD  in  den  Pankte  D  dieaer  Fläche 
gtüaaer  aeia;  aetceo  wir  aie  sto-|-io% 

An  der  zweiten  Fläch»  ist  die  Ablenkung  bei  B  —  Q,  weil 
der  Strahl  AB  diese  Fläche  senkrecht  trifft,  und  bei  F  wird  sie 
ebenfalls  grCsser  aeia  ala  hei  A ;  sie  sei  daselliet  b  0  -f-  u'. 

Obgleich  sich  nun  der  Brecbnogewinbel  aa  der  eraten  Fliebe 
nnd  der  Einfallswinkel  an  der  zweiten  um  gleichviel »  nemlich  um 
f  geändert  haben ,^  so  iat  deeb  insofern  ein  Unterschied»  als  der 
eratere  Winkel  ven  p  angefangen,  der  letatere  aber  ven  Noll  an- 
ge^Higea  um  ^  angenenmien  hat. 

Es  muss  bemerkt  werden,  dass  der  Einfailawinkel  an  der 
xweiten  Trennungsfläche,  beim  nrngekefarten  Gange  dee  StraUea 
som  Breehnagawinkel  wird,  welche  Betrachtaag  aulSssig  ist,  wenn 
es  eich  bleaa  am  die  Ablenkung  bandelt 

Wegen  des  eben  angedeuteten  Onteracbiedes  wird  die  Zu- 
nähme  der  Ablenkung  bei  D  grüeaer  aein,  ala  die  bei  alao 
•e'>ii'. 

Da  noa  bei  den  Strahlen  der  Kanten- Partbie  die  resoltirende 
AbMoing  glekb  Iat  dem  Onteracbiede  der  Ablenkungen  an  jeder 
der  beUon  Fttcben»  M  beben  wir  dafür  den  AaednMk: 
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lod  ^a.ip^^ii'  •!«#  poilli?e  GrÜMe  tot,  so  ist  JadonfalU 
K,  ^  ^«')>i0^  a.  b.  die  AUenkuBg,  dl«  der  Stniil  OD  darcb 
dae  Prieme  erleidet,  ist  gröeeer  ele  jene  dee  Streblee  OA* 

rVehmotv  wir  jetzt  einen  JStrahl  OH,  der  io  der  Mittelparthie 
liegt,  ist  z.  B.  der  Brecbun&^swinkel  bei  A  =  (also  auch 
|E>=20"),  so  wird  der  Brechuti£»svvinkel  bei  ^<20*',  etwa  =  15^ 
«ein.  Bei  paralleler  La^je  der  Austritts-  und  Eintrittsflfiche  wäre 
der  Einfallswinkel  l>ei  J  auch  =  15^.  Da  nun  aber  die  Aiustritts- 
fläche  um  20^  i^edrehet  wordeo,  eo  Ut  der  EiofalUwiokei  bei 

Der  Einfalle  Winkel  au  der  Austrittefläche  hat  sich  daher  aucb 
am  so  viel  geändert,  wie  der  Brechungswinicei  an  der  fiiotritte« 
iiche,  der  von  20"  auf  15^  herabgesunken  ist  Das  negatire 
Zeichen  bedeutet  fiberdiess,  daee  der  einfellende  Strahl  an  der 
Aastrtttsfläcbe  nicht  nebr  linlu»  eondem  recbte  vum  fiinfnlln» 
Ittbo  liegt. 

Da  die  kempenirende  Ablenitnng  bei      kleiner  nein  nnee» 
ele  bei  A,  ee  eetsen  wir  ele  as  w^uT,  vre  elee     die  AbDnbme 
dereeiben  beim  Uebergange  ven  dem  Strable  OA  in  Oß  be* 
deatet   l^e  kempenirende  Ablenkang  nn  der  Auetritlelliebe  bei 
die  grGeeer  iet,  ele  bei      we  sie  gleich  Null  wer,  eel  » tT. 

Nun  ist  ai>er  die  Verminderang  der  Ablenkung  bei  //  grösser 
als  die  Vertnehnjrijj  derselben  bei  J,  also  i4>">w",  denn  im  er- 
steren  Falle  unüerl  sieb  der  Brechungswinkel  von  20^  an^efangeny 
Im  letaleren  Falle  aber  der  Einfallswinkel  von  0^  angefangen. 

De  nun  die  resultirende  Ablenknog  bei  des  Strahlen  der 
Mittelparthie  gleich  der  Summe  der  komponireodea  AbleabangeA 
le^  «o  bebeo  wir  für  dieeeU»e  den  Anedroeki 

nnd  de  —  w'^  +  u"  eine  negative  Grosse  ist,  so  ist  jedenfalls 
— ftT-^vl*»  Es  nimmt  eise  die  doreh  dae  Prieme  bewirkte 
Ablenkang  ven  A  nach  linke  ab. 

Wie  weit  reicht  diese  Abnahme  nach  Links? 

Zur  Beantwortung  dieeer  Frage  werden]  «ne  Ifelgende  Be» 
traebtttngen  ßibren. 

Gebet  man  roa  dem  Strable  AB  linke  liegenden  Aber,  ee 
wird  der  Breebaof  awinfcel  ifilü  s  p  aoceeeiivaabttahmaa  aad  ia 


Digitized  by  Google 


132  Knäelka:   Die  Geacize  der  Uckibrechung» 

K  gMcb  Null  werden;  der  EiefAllewinkel  en  der  Aeelfittelttcbe^ 
der  in  B  gleich  Nnll  ist»  wird  ebenso  snoeessive  wachsen,  bis 
er  in  Xrssp  wird.  Deni[t  man  sicli  nau  die  Abnahme  des  erstefen 
nnd  das  Wachsen  des  letiteren  stetig»  so  mflssen  lieide  Winkel 
fDr  einen  gewissen  StraU,  der  in  der  Milte  der  mitCieren  Parlhie 
Hegt»  einander  gleich  werden.  Durch  diesen  Strahl,  den  wir  den 
mittleren  nennen  wollen,  wird  die  Mittelparthie  selbst  wieder  In 
swei  Theile  getheüt  Von  allen  Strahlen,  die  in  dem  rechts* 
liegenden  Theile  liegen,  wird  nun  im  Allgemeinen  dasselbe  gelten, 
was  von  dem  Strahle  OH  gesagt  wurde.  Da  wird  stets  die  Ab- 
nähme  der  Ablenicung  an  der  Eintritts6äcbe  grosser  sein,  als  die 
Znnahme  der  Ablenkung  an  der  Austrittsfläche  und  soiuit  wird 
die  resttitirende  durch  das  Prisma  bewirkte  Ablenkung  desto 
kleiner  werden,  je  mehr  man  sich  dem  mittleren  Strahle  nSbert 
In  dem  links  liegenden  Theile  wird  es  umgekehrt  sein.  Hier 
wird  nemlich  die  Zunahme  der  Ablenkung  an  der  Austrittsfläche 
(ur  jeden  Strahl  grösser  sein,  als  die  Abnahme  derselben  an  der 
Eintrittsfläche,  weil  jetzt  bei  jedem  Strahle  der  Rinfallswinkef  an 
der  AustrittsflSche  grösser  ist,  als  der  Brechunj?swinkel  an  der 
Eintrittsfläche.  Es  wird  daher  die  resultirende  Ablenkung  von 
dem  mittleren  Strahlo  nach  links  wiederum  zunehmen  und  sie 
wird  daher  lür  den  mittieren  Strahl  selbst  ein  Miuimum  sein. 

Ist  für  einen  in  der  offenen  Parthie  liegenden  Strahl  OM  der 
Brechungswinkel  =  d,  so  ist  der  Einfallswinkel  an  der  Austritts- 
fliche  hei  N,  nemlleb  MNx  =  p  ^d.  Gesetst  der  Strahl  OM  sei 
bereits  so  schief,  dass  man  p-f-dss  Cr  setsen  kann,  wo  G  fttr 
den  Stoff,  woraus  das  Prisma  heiitehet,  den  Grenawlnkel  bedeutet, 
so  wird  bei  diesem  Strahle  OM  die  totale  Reflexion  beginnen. 
Da  nnn  aber  die  Summe  p-fd  eine  konstante  Grilsse  ist,  somoss^ 
falls  man  den  brechenden  Winkel  p  ▼er^lissert,  d  in  demselben 
Maasse  kleiner  werden.  Setst  man  daher  p  =  so  wird  d  =s  0 
nnd  es  wird  in  diesem  Falle  bereits  der  normal  aufTalleode  Strahl 
OK  die  totale  Reflexion  erleiden.  Wird  ji  >  C?  genommen,  so 
wird  d  negatiT  d.  h.  es  erleiden  auch  schon  Strahlen,  welche  rechts 
von  OK  liegen,  die  totale  Reflexion* 

Das  Ablenkungs -Minimum  wicbüt  Übrigeos  mit  dem  bre- 
chenden Winkel  p  des  Prisma. 

Es  sei  (Flg.  29)  Sd  der  einfallende  Strahl  und  AB  der  ent> 
sprechende  gebrochene;  der  Brechungswinkel  BAy  :=z  ß,  der  Ab- 
lenkungswinkel an  der  Kintrittsfläche  ^il*/  =  m.  An  der  Anstritts« 
flSche  sei  der  Einfallswinkel  ABx  =  y  und  der  Ablenkungswinkel 
ABJssn.  Der  Winkel  Aüx,  den  die  Einfalhilothe  bUden»  ist 
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=  p.  Es  ist  aber  ABx  als  Intamt  Winkel  des  Dreiecke«  AHB 

Die  Sumne  aoe  dem  Rreebang^vriiikel  an  der  ereten  und  den 
Einfaiiewinkel  an  der  «weiten  FJScbe  iat  eomit  eine  kenetante ' 
Grtoet  ao  lange  der  brecbende  Winkel  den  Prlana  koilatant  ver^ 
bleibt  und  ele  binglf  von  dem  Breebonga- Exponenten  niebt  ab» 
Für  die  mittlere  Partbie  Iat  aowobl  f  ala  y  poaltiv;  Ar  die  Kanten« 
paitble  Iat  aber  p  =  ß^^y  und  fflr  die  ofene  psi^ß-^y» 

Iat  nun  SA  der  mittlere  Strabl,  der  da«  Minimum  der  Ablen* 
kong  erDihrt,  so  bat  man  ß  =  und  in  diesem  Falle  hat  der  ge- 
brochene Strahl  Aß  innerhalb  den  Prisma,  da  er  gegen  die  Seiten 
desselben  gleichgeneic;t  sein  muss,  eine  Richtung,  die  sich  mit 
dem  hrprhetHlen  Winkel  p  nicht  ändert,  also  konstant  ist.  Wird 
fjptun  irh  p  z.  B.  grosser,  «o  bedeutet  diess,  das»  sowohl  die  Ein- 
trittsHarhe  AC  als  auch  die  Austrittsflfiche  ßC  um  ijlcichvlel 
nach  entgegengetietzten  Richtungen  um  die  Punkte  A  und  und 
zwar  hier  ee^eneinander  gedrehet  werden,  so  dass  f<ie  in  die 
Lagen  AE  und  Bh  kommen  und  den  brechenden  Winkel  AEB 
bilden.  8o!l  nun  unter  diesen  Umständen  die  Kichtung  des  ge- 
brochenen ^Strahle«  AH  konstant  verbleiben,  so  muss  auch  der 
einfallende  Strahl  SAy  wie  wir  bereits  wissen,  eine  der  Trennungs- 
fläche AC  entgegengesetite  Drehung  erleiden;  er  muss  etwa  in 
die  Lage  S^A  gebraebt  werden;  dadurch  wird  aneb  die  Richtung 
dea  anatretenden  um  ebenao  viel  gedrebet,  ao  daaa  dleaer  aus 
der  Lage  BT  In  die  Lage  BT  kommt  Dnreb  die  Drehung  der 
Eintritte*  und  Anatrittaflftche,  a|ao  durch  VergrOaaerung  iron 
werden  nur  die  Winkel  ß  und  y\  durch  die  Drehung  den  einfal- 
ienden  und  austretenden  Strablea  wiederum  Mosa  die  Winkel  m 
und  M  geindert  und  swar  in  dem  vorauageaetatcM  Falle  ver- 
grosserl.  Gehet  aomtt  der  brechende  Winkel  p  In  den  grtlaaereii 
AEB  über,  so  gehet  m  in  BÄK  und  n  in  ABU  fiber  und  es  Iat 
jetzt  die  resultirende  Ablenkung  AKu—BAK-^ABH,  alao  grÜeaer 
ala  die  friibere»  denn  dieae  war  AJ^  =  m<|-ii. 

Setzt  man  voraus,  das.s  der  Stoflf,  woraus  das  Prisma  be- 
stehet, zu  denjenii^'cn  eehüre,  deren  ßrechung.s-Ex|ianent  zwischen 
2  und  Vi  liei»t,  so  möge  der  Einialt^wiakel  SAz  (Eintritts«  inkef) 
diejenige  Grösse  haben,  bei  welcher  ß  —  m  mt,  wo  hier  unter  m 
der  Ablenkungswinkel  verstanden  wird.  Wollen  wir  nun  weiters, 
dasa  der  einfallende  Strahl  SA,  der  in  Folge  seiner  Rrechonj»  an 
der  Eiotrittafläcbe,  den  VS  eg  AB  innerhalb  des  Prisma  einschlägt^ 
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das  Miniinatn  der  Ablenkung  erleide»  so  muss  man  den  brechen- 
den Winkel  p  sich  so  grot»8  denken,  d.  ii.  die  AustrlttsflSche  ßC 
in  eintr  solchen  Lage,  dass  der  gebrochene  Strahl  AB  mit  ihr 
deiweliMii  Wlnlial  bUde,  wie  mit  der  Eintrittsfläche  AC,  dass  also 
dM  Dreieelc  ABC  ein  gidebiieiienlcligee  sei.  Unter  diesen  Ooi- 
etlnden  wird  auch  y  =:  ii.  Und  da  bei  dem  MIninrain  der  Ab* 
lenkttDS  /3=y  und  m^n  ist,  se  sind  alle  diese  vter  Winkel  unter 
einander  gleich  und  eomit  das  Viereck  AHBJ  ein  Rhombns.  Ee 
etohet  dennaeb  der  ▼erlingerte  elnralienda  Strebt  8M  senkrecbt 
auf  der  Anetrittsfliebe  SC  und  ebenso  etebt  der  aostretende 
Strahl  BT  senkrecbt  auf  der  BintrittsflScbe  AC,  In  diesem  epe- 
aiellen  Falle  ist  die  reenltlrende  Ablenkung  AJN=^m^m=ttm 
und  dapss/l^-)fs2ß^ 2m,  se  bat  man  ancb  AJN^p, 

Aus  jedem  Stoffe  von  mittlerem  Brechangsvermugen  ISsst 
sich  daher  ein  Prisma  herstellen,  dessen  Ablenkung  gleich  ist 
seinem  brechenden  Winkel.  Der  brechende  Winkel,  bei  dem  dieser 
Fall  eintritt,  ist  aber  offenbar  gleich  dem  Exponentialfvinkel  SAz 
des  Stoffes,  denn  es  sieben  ja  die  Schenkei  des  einen  senkrecbt 
aul  jenen  des  anderen. 

$.  17.  Konstraktien  des  aus  einem  Prisma  austretenden 

LIcbtstrabies. 

Von  dem  leuchtenden  Punkte  O  falle  ein  Strahl  OA  auf  die 
Prisreenflfiche  mti  (Pig.  30);  geschieht  die  Brechung  zum  Einfalls* 
lothe,  so  sei  AB  der  gebrochene  Strahl.  F0r  die  AustrittsflScbe 
gn  des  Prisma  spielt  der  Durchsicbnittspunkt  Ii  (oder  da.a  der 
Elntrittsfläclie  eatäprechetide  Bild  von  O)  ganz  die  Rolle  des 
Ohjektet»;  verlängert  man  daher  den  gebrochenen  Strahl  Aß,  bis 
er  die  Austrittsfläche  in  C schneidet,  so  stellt  BC  bezfigHcb  dieser 
ietsteren  den  einfallenden  Strabl  ver.  2lebt  man  nun  ven  C  die 
m  OA  Patallnle  CA     hat  man: 

BA  _  BC 

OA  -  ci>  ™  *• 

fee  wird  Ider  vorausgesetzt,  dass  das  Prisma  tingnberafli  ron 
dnns^ben  Medium  a.  B.  Lufl  umgeben  seh  Würde  man  sici  nun 
die  Anetrittsfliebe  suerat  In  der  Lage  n Hm»  denken,  ee  würde 
DC  niebt  nur  die  CtrSsse«  sendetn  ancb  die  Ricbtuug  dee  ann* 
tretenden  Strablee  angeben.  Indem  man  aber  n  dnrcb  Drebnng 
nm  den  Pnnkt  C  In  die  Lage  qm  bringt»  ee  wird  dadnreh  die 
GrOeee  BC  dee  elnfeltenden  Strablee  nicbt  geledert«  und  ee  wM 
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also  aach  der  gebrochene  seine  frühere  GHtose  «  DC  Mbtlltlleo» 
wohl  aber  wird  durch  eine  solche  Drebttog  dfe  Richtung  dee  «iw- 
tretenden  Strahle«  eine  Aenderung  erfahren.  Man  bekoniflit  dieee 
Richtung,  wenn  men  von  dem  Punkte  B  die  BKjiqn  lieht,  bier- 
eitf  mit  CB  als  ttaihneeeer  um  C  elften  Bogen  benchreiht«  der 
jene  Senkrechte  In  M  schneidet.  Verhindet  man  dann  den 
Dnrchschnittapunkt  M  mit  dem  Aoatrittspunkte  eo  gibt  die 
Linie  CM  Jetit  nicht  nur  die  GrSeee,  sondern  auch  die  Richtung 
de»  auetretenden  Stiahlce.  BeCndet  sich  in  der  Richtung  dieses 
letsteren  s.  B.  in  F  das  Auge,  so  siebt  es  den  leuchtenden  Punkt 
an  dem  Orte  M. 

Der  Winkel  IlBA,  welchen  der  gebrochene  Strahl  AB  mit 
der  ersten  Normntcn  BR  l)ih!et,  ist  bekanntlich  gleich  dem  Bre- 
chungswinkel ß  an  der  er«»ten  Fläche;  der  Winkel  AHK  aber,  den 
derselbe  gebrochene  Strahl  mit  der  anderen  INurnialen  BK  liildet, 
ist  gleich  dem  Elofallswinkei  y  an  der  Austritt^fläche.  Da  nun 
RBK^p  ist,  80  ist  auchj? -|- 

Fällt  die  Richtung  de«  ßehrochenen  Strahles  AH  ausserhalb 
des  Winkels  HBh  z.  U.  rechts,  so  wechselt  f  das  Zeichen,  flUit 
sie  linim»  so  wechselt  ß  das  Zeicheo* 

Dasa  der  Winkel  ROAssRBC  den  Elnfailawinkel  beaf^leh 
de?  ersten  Fläche  bedeutet,  iet  bekannt;  ebenso  bedeutet  der 
Winkel  FMK  den  Auetrittswinkel  beaflgllcb  der  anreiten  Fllebe, 
dE  er  s  FCg  ist,  und  der  Winkel  BCM  stellt  die  durch  dan 
Prisma  beurlrkt»  Ablenkung  vor.  So  haben  alle  Eleneate  dee 
Tlereekee  BDCM  ihre  gans  beetimmte  Bedeutung. 

Denkt  man  sich  den  brechenden  Winkel  p  In  stetigem  Wach* 
eea  begtlfen,  so  wird  dadurch  die  Senkreebte  BK  «m  den  Punkt 
B  scbraubenlinks  gedrebet  und  sie  wird  aeblieeslicb  den  ana  C 
irft  dem  Halbmesser  CD  beeebriebenen  Kreis  tangiren.  Dan  Bild 
des  ieueblenden  Punktee,  das  anOngüch  bei  paralleler  Lage  der 
Hiebe«  In  D  war,  wird  also  den  Kreisbogen  nurflcUegen,  der 
airiscfaon  D  und  dem  gedachten  Beifihmngspunkte  liegt  Leli> 
lerer  Bertibmogspunkt  OHt  aatirlicb  beieits  in  die  Auetiittsfliebe 
dee  Prisma. 

Man  denke  sich  jetzt  zwei  Strahlen  OA  und  OB  (Fig.  3!), 
welche  gleichvreit  von  der  iNnrmalen  OR  abstehen  und  von  dem 
leuchtenden  Punkte  O  herkommen.  Die  ihnen  entsprechenden 
gebrochenen  BE  und  AE  werden  in  dem  nemiichen  Funkte  E 
die  Normale  schneiden. 


E«  sei  nun  die  Auetiittsfliebe  fm  in  der  Art  gegen  die  Bin- 
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tritteflicbe  geneigt,  daee  dae  toh  £  aof  dleeelbe  g^OUUe  Perpen- 
dikel BK  aiMserhaib  dee  Winkele  HBA  and  »war  rechte  da- 
vee  falle. 

Bezfi^licb  der  AuMtrittsfläche  sind  ECxind  ED  die  einfallenden 
Strahlen.  Zieht  man  demnach  DF\\  BO  und  Ut  ebenso  CG  \\  AO; 
so  stellen  DF  und  CO  die  Grüssen  der  austretenden  Strahlen 
vor.  üeschreiltt  itian  abo  mit  DF  um  D  einen  Bogen,  so  schneidet 
er  die  Senkrechte  in  N,  und  wenn  man  ebenso  mit  CG  um  C 
einen  Bogen  beschreibt,  so  schneidet  er  eben  diese  Senkrechte  in 
dem  höheren  Punkte  M.  Der  bei  6  austretende  Strahl  lässt  also 
den  leuchtenden  Punkt  an  dem  Orte  der  bei  D  austretende 
au  dem  Orte  JS  erbciieioen. 

Schon  frflber  wnrde  dargelegt,  daee  die  an  der  etsten  Fliehe 
gebrochenen  Strahlen  In  ▼erecUedenen  Punkten  die  ?erUUigct1e 
Normale  OR  echneiden.  Bin  unterhalb  dieeer  Fliehe  und  noch 
lonerhalb  dee  brechenden  Mediume  befindlichee  Ange  «vfirde  deo 
lencbtenden  Pankt  Immer  an  einer  eolchen  DorehecbnittesteUe 
neben.  Diene  Dnrebachnittnpnnkte  eind  aleo  ale  Orte  der  Bilder 
BU  betrachten  und  ee  gibt  demnach  von  dem  lenciitonden  Punkte 
O  unzibllge  Bilder,  welche  alle  in  der  verlängerten  Normnlen 
OR  liegen.  £  ist  ein  solches  Bild.  Durch  die  Brechung  an  der 
Attstrittsfläcbe  wird  nun  dieses  Bild  in  nwei  andere  M  und  N 
aufgelöst,  welche  beide,  >vie  nchon  gesagt  wurde»  in  der  nemlicben 
von  E  nuf  die  Anetrittefliche  gelillten  SoDkrecbton  liegen. 

Lässt  man  den  brechenden  Winkel  des  Priema  encoeeeiTe 
wachsen,  so  bekommt  die  Senkteehte  Lagen,  deren  Abetnnd  voe 
C  und  D  immer  grOsaer  wird;  die  Folge  wird  nein»  daee  eich 
sowohl  das  Bild  N  ale  auch  M  immer  mehr  der  Anetrittefliche 
Bibern  wird.  Kommt  N  In  die  letstere  na  liegen,  so  let  der  in  D 
naetretende  Strahl  Im  Begriffe  total  reflehtirt  so  werden.  Oae- 
selbe  Schlckeal^  nur  spiter»  trifll  natOrlich  den  in  C  austretenden 
StrahL  Der  ¥00  O  auf  die  erste  Fliehe  Ikllende  Strahl  OB  ge- 
hSrt  offenbar  der  offenen  Partbie  und  der  andere  OA  der  niltt* 
leren  Pnrthle  an. 

Die  angestellte  Betrachtung  bezieht  sich  natürlich  nur  auf 
den  Fall,  vvo  eine  offene  Parthie  überhaupt  möglich  ist,  weno  also 
der  brechende  Winkel  nicht  zu  gross  und  auch  der  Abstand  dee 
leacbteodeo  Punktes  vom  Prisma  nicht  zu  beträchtlich  ist 

Unter  dieser  Voraussetsnng  wird  es  unter  den  Bildern«  welche 
durch  Brechung  an  der  Eintrittsfl&che  eoteteben,  nad  in  der  No^ 
malen  OR  liegen  (Eintrittebilder),  nniihlige  geben,  von  denen 
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•In  JedM  in  Fotge  der  BMchmig  ao  4er  AiisCrittefliebe  in  iwei 
nndere  «nfgelM  wird  (Anntritfpbilder).  Aber  Jede»  eolcbe  Bilder« 
paar  wird  aatfrlicli  In  einer  anderen  Seakreehten  liegen. 

Jedes  Eintrtttsbild  ist  fiSr  die  Austrittsfläclie  als  Object  zu 

betrachten,  ntir  nift  dem  ünterachiede,  dass  von  demselben,  nicht 
wie  von  dcDi  leuchtenden  Punkte  selbst,  Strahlen  radienartig  nach 
allen  möglichen  Richtungen  ausi^esendet  werden,  sondern  in  wie- 
fern die  Betraehtüng  sich  bloss  auf  eine  senkrecht  ge^en  die  bre« 
cbende  Kante  gelegte  Ebene  bezieht,  sendet  ein  solches  Bild  nnr 
einen,  oder,  wenn  auch  eine  offene  Partbie  Torlianden  ist«  zwei 
Strahlen  aue. 

Dan  Eintfittabiidy  welcbea  dem  oonnal  anffalleaden  Strahle 
OR  entapricht,  sendet  aelbat  In  den  letiteren  Falle  aar  einen 
Strahl  aua  und  kann  daher  ancb  nur  ein  Austrittsbild  geben. 
Man  flille  nnn  von  dem  leuchtenden  Punkte  O  (Fig.  32)  die  Senk- 
rechte Oz  auf  die  Eintrittsfläche  mn  des  Prisma  und  verlängere 
sie  nach  aufwärts,  so  liegen  in  dieser  Senkrechten,  wie  bereite 
bekannt,  alle  Eiotrittsbilder.  Unter  diesen  Bildern  wird  einen, 
nemlich  r  dem  leuchtenden  Punkte  am  nächsten  liegen.  Es  ent- 
spricht dieaea  Bild  demjenigen  auffallenden  Strahle,  der  die  Ein- 
trittstläche  mn  normal  trifft,  für  welchen  also  der  Einfallswinkel 
=  0  ist  Die  übrigen  Eintrittebilder,  wie  «,  ^  u  etc.  mögen  auf 
der  Strecke  tu  liegen.  Ist  nnn  qn  die  Austrittsfläche  de«  Prisma, 
so  bat  man  von  jedem  Eintrittsbilde  eine  Senkrechte  auf  diese 
Fläche  zu  ziehen.  Es  seien  demnach  rA,  äi,  ik  und  mj  solche 
Perpendikel.  Gemäss  dem  zuvor  Gesagten  wird  nun  jedes  Ein- 
trittsbild durch  die  Brechung  an  der  Austrittsflache  in  zwei  an- 
dere Bilder  aufgelöst,  welche  beide  in  der  dem  Eintrittsbtlde  zu- 
gebarigen  Senkrechten  liegen.  So  wird  i  aufgelöst  in  die  Bilder 
b  und  ebenso  entsprechen  die  Austrittsbitder  c  und  dem 
Eiotrittsbilde  /  und  die  Austrittsbilder  d  und  g  sind  auf  it  zu 
l»ezieben.  Nur  das  Eintrittsbiid  r  gibt  auch  nnr  ein  einziges  Aus- 
trittabild  a. 

Die  Linie,  in  weleber  die  Anatrittabllder  liegen,  beetehet  dem- 
naeh  ana  den  awel  Aeaten  ud  nnd  ag  und  Allen  deutet  darauf» 
data  dieae  Aeete  Kurven  aelen.  Der  Aat  ag  gebOrt  ofleabar  der 
effenen  Strablenparthle  an,  wSbrend  der  andere  ad  den  Strahlen 
der  mittleren  und  der  Kaatenparthie  aeine  Entatehung  verdankt. 

Die  auf  die  Anstrittsfläche  gefällten  Perpendikel  bilden  in 
ihrer  Ge^ammtheit  das  Trapez  ruhg.  Vergrössert  mnn  successive 
den  brecbeoden  Winkel  p  den  Prisma,  so  erleidet  jedes  dieser 
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Perpendikel  eine  entsprechende  Drehung  um  denjenigen  Punkt, 
▼on  welchem  gefSllt  unrde.  also  z.  B.  rÄ  um  den  Punkt  r  etc. 
In  Folge  dessen  rucken  die  Perpendikel  immer  mehr  auseinander 
uud  diu  Hühe  hg  den  Trapezes  selbst  wird  immer  grosser.  Ist 
p  s  0 ,  gehet  also  das  Prisma  io  «io  von  parallelen  Ebenen  be» 
grenatea  Medium  fibnr«  no  Ist  auch  %  =  0  und  na  fallen  dann 
aHe  Perpendikel  In  die  ven  dem  leaebtenden  Ponkte  O  gezogene 
Nonnale  Ot. 

Mit  der  VergriKsscrung  von  p  "ird  zuerst  das  Austrittsbild 
g  verschwinde I) ,  und  dann  der  lieibe  nach  die  büberen  Bilder  /*. 
ey  a  etc.p  indem  sie  sieb  immer  mehr  und  mehr  der  Austrittsfläche 
nähern» 


Hat  alao  daa  Prlama  einen  ee  greaaen  brecbenden  Winkel» 
daaa  die  offene  Strahlenparthle  wegßüll»  so  Tehlt  der  Ast  ag  der 
Kurve  ganz  und  das  Bild  a,  welches  den  Scheitel  der  Korre 
bildet»  kommt  bereits  in  die  Austrittsflftche  zu  liegen.  Bei  wei- 
terer VergrOesernng  von  p  wird  aneb  der  Aat  üd  abnebmen  und 
awnr  von  a  angefangen. 

Die  Hube  Ag  des  Trapezes  wird  sich  übrigens  auch  ändern 
a.  B.  grSeser  werden  mflsaen,  wenn  man  den  leuchtenden  Punkt 
weiter  vom  Prisma  entfernt  In  diesem  Falle  erleiden  aber  die 
Perpendikel  keine  Drebnngen  um  die  Punkte»  ron  denen  eie  ge- 
flUlt  werden»  sondern  die  gedaeble  Aenderong  rfibrt  Ton  dem  Um* 
Staude  her,  daaa  die  Blntritlabiider  r»  ^»  »  unter  der  gemaehten 
Voranaaetzung  relativ  weiter  auseinander  rfleken. 

Da  ferner  die  Eintrittsbilder  für  gleiche  Aenderungen  des 

Einfallswinkels  ungleiche  relative  Abstände  haben  und  da  diese 
Abstände  von  r  geilen  jt  im  AI!fjcnioit»en  wachsen,  so  wird  auch 
der  relative  Abstand  der  Perpendikel  von  h  gegen  g  im  Allge> 
meinen  zunehmen.  Die  Beschaflenheit  der  Austrittsbiider -Korve 
hängt  übrigens  auch  ab  von  der  JNatur  de^  Mediums,  in  welches 
die  Strahlen  aus  dem  Prisma  eintreten.  Diese  wird  aus  Folgen- 
dem erhellen. 

Geaetat  wir  haben  ein  von  parallelen  Ebenen  begrenstes  Me- 
diam  vor  una»  eoerrelcbt  der  Einfallswinkel  an  der  AnKfrittsfläche 
seinen  Maximumwerth ,  wenn  der  Eintalls winket  an  der  Eintritte* 
flftcfae  =  90-'  ist.  Jener  Maximumwerth  des  Einrallswiokele  mm 
der  Austrittsfläche  kann  jedoch  beliebig  erhöhet  werden,  wenn 
dwreh  Drehung  der  letrteren  das  Medium  die  Gestalt  eines  Prisma 
erhalt.  Ist  das  Prisma  rtns  Glas  und  bezeichnet  man  den  Stoff, 
welcher  die  Strahlen  von  demselben  empföogt»  ailgemeiu  mit  T, 
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(60  sei  71  (]er  Urpchiings- F.X[)oiient  für  den  Ueberganj?  de«  LiehlM 
aus  dem  Glase  in  diesen  Stoff  T.  Man  xvhd  sich  im  Alli^emeinC»!! 
«<!  und  auch  variabel  denken  kunnen,  wenn  man  die  Absicht 
bat  T  zu  wechseln.  Oer  leuchtende  Punkt  selbst  mn^  sich 
in  der  Lufl  oder  io  einem  aodereo  von  T  veracbiedenen  Stoffe 
befinden. 

Ist  nun  an  der  Austri  tu  fläche  des  Prisma  der  EinfalUwinkel 
9  «  und  der  Brechungsvrinkel  =  ß,  so  hat  man : 

ein  g 
sio^ 

Wenn  nun  der  breche ndo  \Vinkcl  des  Prisma  von  der  Art 
tat,  dass  er  Wertbe  von  u  zulässt,  für  welche  sina^  ?!  ist,  so 
werden  alle  jene  Strahlen ,  bei  denen  diese  letztere  licdlngung 
Plata  greift,  total  reflektirt.  Wenn  aber  für  alle  zulässigen  Werthe 
von  «  atets  sin a<n  verbleibt»  ao  findet  keine  totale  Reflexion 
Statt»  In  diea«ro  letsteran  Fall«  wird  der  Aat  der  Kurve  gans 
vnverklirst  v^ieiban;  er  wird  anch  ofcbt  bi«  an  dia  Avatritl** 
IlScbe  reichen,  Dia  Divergena  der  l>eiden  Aeste  ad  und  ag  wird 
aieb  natflriicb  nach  dem  Wertbe  von  n  riebten  roOaaen  ond  ale 
wird  deato  geringer,  je  mehr  eich  n  der  Einheit  nibert 

Man  stelle  eich  wiedenim  ein  Prisraa  mnq  (Fig.  33)  z.  B. 
aas  Crowoglaa  vor  und  es  sei  an  der  Austrittaiäche  gn  der  Bre- 
ehonge-Eizponent  7t>];  es  finde  also  an  dieser  Flftche  eine  Bre* 
chiing  amn  Einfallslothe  Statin  wie  diess  der  Fall  wäre^  wenn  die 
Sirableo  aus  diesem  Prisma  unmittelbar  in  ein  anderes  aus  Flint- 
glae  eintreten  mausten.  Alsdann  sei  O  ein  leuchtender  Punkt; 
man  siehe  in  Gedanken  die  einfallenden  Strahlen  oa  und  ob,  die 
mit  der  Normalen  02  gleiche  Winkel  bilden;  die  ihnen  entspre- 
chenden »ebroohenen  seien  ae  und  be,  welche  beide  in  dem  nem- 
Ucben  Purikto  ^  die  Normale  treffen,  so  dnss  also  e  das  erü- 
sprechende  Kintriltsbild  vorstellt.  Nun  Trilje  man  von  diesem  Bilde 
die  t'fj_f/n  und  verltinj^ere  auch  ae  und  be  nach  nbwfirts,  bis 
davon  in  c  und  d  geschnitten  "  ird.  Alsdann  sind  ec  und  ffi  tür 
die  Austriftsflfiche  als  einfallende  Strahlen  zu  betrachten.  Oa  nun 
hier  eine  Brechung  zum  Einfallslothe  Statt  findet,  ao  nird  dem 
einfallenden  Strahle  ce  der  gebrochene  eg  entsprechen,  welcher 
das  Perpendikel  oberhalb  des  Eintrittsbildes  in  7  trifft  and  ebenso 
wird  ed  den  ^:ebrochenen  dh  geben,  welcher  dasselbe  Perpendikel 
bekanntlich  io  einem  bObaren  Punkte  h  schneiden  wird.    Es  sind 

10» 


=  n  and 

_  ein« 
lt. 
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nan  aber  g  und  h  «lie  Austrittsbilder,  in  welche  sich  hier  wie- 
derum dats  Eintrittsljild  e  auflöset.  Da  dieses  nun  von  jedem  an- 
deren EintritUbilde  gilt,  so  werden  wir  in  diesem  Falle  die  Kurve 
xcy  (Fig.  32)  erhalten,  welche  links  von  der  Psormalen  oz  liegt. 
Der  Ast  w  ird  der  offcneu  6trahlei)|)artbie  angcbureo«  der  andere 
cx  den  beiden  anderen. 

An  ScbloflM  di«86S  Pavagrapbeii  man  ich  noch  eioMi  Un« 
Standes  Erwifasviig  thos,  der  asf  gewisse  Ersebeimiogeii  Eis- 
floss  haben  dfirfte. 

Die  Austrittsbilder-Karve  wird  nemlich  dnrch  eine  Aendemng 
im  BrecbongsFermSgen,  selbst  wenn  diese  p:t'ring  sein  sollte,  der 
Lage  und  Ausdehnung  nach  bedeutend  modirj/irt.  Fs  sei  wiederum 
O  ein  leuchtender  l^unkt  (F'm;.  :U)  uih}  lür  deu  eiiiraileiiden  Strahl 
OA  sei  Aß  der  entsprechende  gebrochene.  Wird  der  letztere 
nach  abwärts  bis  E  verlängert ,  so  gibt  die  zti  AO  parallele  ED 
die  Grüese  des  aestretenden  Strahles  and  wenn  nmn  mit  BD  des 
Begen  Du  besebreibt,  so  schneidet  dieser  die  von  B  anf  pi  ge« 
oute  Senlnecbte  ßff  in  «.  Es  Ist  somit «  das  entsptechends 
AnstrittsbUd. 

Denkt  man  sich  nun  das  Prisma  ans  einem  «tfirker  brechenden 
Stoffe  bestehend,  so  sei  AC  der  «lern  einfallenden  ^trabic  OA 
(Mitsprechende  gebrochene,  welcher  nach  abwärts  verlängert  in  i*' 
die  AustrittslLiche  trifft.  Die  zu  OA  parallele  FG  w'wd  jetzt 
wieder  die  Grösse  des  austretenden  Strahles  vorstelien  und  wenn 
man  damit  den  Bogen  Gt  beschreibt,  wird  das  von  C  gefüllte 
Perpendikel  CJ  io  v  geschnitten,  so  dass  jetzt  v  das  entsprechende 
Aastrittsbild  ist 

In  Folge  der  Aendernng  des  Breehnngs-Eipooenten«  halMa 
sich  gleichseitig  drei  andere  UmslSnde  ond  swar,  was  die  Wli^ 
kttng  anbelangt»  fibereisstunmend  geindert  Nemlich  i 

L>as  Perpendikel  ist  aus  der  Lage  ßü  in  die  Lage  CJ 
gekommen ; 

29.  Der  Uffittelponht  des  su  besehreibenden  Bogens  ist  veii 
E  nach  P  Tefschoben  nnd 

3®.  Der  Halbmesser  des  zu  beschreibenden  Bogens  selbst 
ist  kleiner  geworden,  denn  die  vierseitige  Figur  GDEF  ist  do 
Trapez,  worin  GF<sÜE. 

Alle  diese  UrostSnde  beben  sor  Folge,  dass  die  dorch  das 
Prisma  bewirkte  Ableaknng  eine  sehr  bedeutende  VergKlsfbrong 


Digitized  by  Google 


Muäetka:  Dh  ^mik«  der  UcIMreckmif, 


141 


«leidet.  In  Folge  davon  wird  auch  die  AaetflHsbilder-Kurv« 
«iee  bedeutende  Aendening  erfahren  nOeeen. 

16,   Coustruktion  gebrochener  Strahlen  an  einer 
sphärisch  gekrümmten  Fiäche. 

Es  sei  (Fig.  35)  die  Oberfläche  pq  eines  zum  Einfallslothe 
brechendeo  Mediums  sphärisch  gekrQromt  und  ihre  konvexe  Seite 
dem  leuchtenden  Funkte  O  zugekehrt.  Man  verbinde  den  leuch- 
tenden Punkt  mit  dem  Ceiitro  c  der  Ku^elfläche  (welche  Verbin- 
dungslinie die  AxQ  hciäsen  mag)  uud  le^e  zu  dem  Funkte  K,  iu 
welchem  letztere  von  der  Aza  getroffen  wird,  die  taogirende 
Ebene  mn. 

Ein  von  O  kommender  Strahl  od  trifft  die  Kugelfläche  in  d, 
wilvend  er  die  tnngentiell  gelegte  Ebene  in  r  durchschneidet.  Um 
non  den  gebrochenen  Strahl  für  den  Einfallspunkt  d  zu  kon- 
struiren,  wollen  wir  ihn  zuerst  für  den  Punkt  r  ausmitteln,  wie 
wenn  wm  die  Treniiungsfläche  ^Täre.  Unter  dieser  Voraussetzung 
wird  also  nr  der  einfallende  Strahl  sein  und  der  diesem  entspre- 
chende gebrochene  sei  rs. 

Ffb  dae  Element  d  der  krammen  Fliehe«  das  wir  nne  sneret 
IMfallel  sn  mn  denken  wellen»  ist  od  der  einfallende  Strahl  wäd 
der  entepreebende  gebreebene  dh  wird  natllrlieb  parallel  in  re  nein. 

Jetzt  wollen  wir  das  Element  d  wiederum  zurückdrehen,  so 
dass  es  mit  der  zu  eben  diesem  Punkte  d  der  krummen  Fläche 
geilten  Tangente  di  ansammeoföllt. 

Doreh  diene  letatere  Drehnng  wird  die  GrOene  dee  einfallen« 
den  Strahles  Oll  n^ebt  geSndert»  alse  wird  auch  der  gebrochene 
die  GrSase  ssdk  beibehalten;  ^r  seine  Richtung  wird  geSndert, 
denn  es  Ist  jetst  die  tanglrende  Ebene  di  ab  TrennnngefUtebe  an 
betrachten.  Man  mnss  daher  von  o  die  oi±di  föUen,  diese 
Senkrechte  nach  aufwärts  verlängern  und  mit  dk  als  Halbmesser 
nm  den  Punkt  d  einen  Kreisbogen  beschreiben,  der  jene  Senk- 
rechte  in  /  »chncidet.  Verbindet  man  nun/ mit  so  gibt  diese 
Verbindungslinie  fd  nicht  nur  die  Grdsse»  sondern  auch  die  Ricb> 
tnng  des  an  der  SteUe  d  der  kmmmen  Fläche  gebrochenen 
Strahles.  Verlängert  man  diesen  gebrochenen  Strahl  df  nach 
aafwärts,  so  schneidet  er  die  Axe  in  ff.  —  Es  werden  also  hier 
von  dem  leuchtenden  Punkte  unzählige  Bilder  entstehen,  von 
denen  jedes  in  einer  anderen  Senkrechten  liegt.  Diese  Bilder 
werden  in  ihrer  Gesaramtheit  eine  tricbterartig  gekrümmte  Fläch« 
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bitden,  deren  Eigen«rchaften  zu  erforscbeo,  nicht  uoiDteressant 
sein  dürfte.  Ebeoiso  dürite  es  nicht  unwichtig  sein,  die  Aenderaog 
des  Winkels  ogd,  den  der  gebrochene  Strahl  mit  iler  Axe  bildet, 
beim  Liebergaiige  von  einem  8trable  zum  audereu  keuueu  zu.  lernen* 

{.  19.  Brennweite  einer  ephirleeb  gekrümmten 

TrennoBgefliobe. 

Em  sei  n  (Fig.  die  epfcfiriecli  geinAmmte  Treonoogsflficbe 
sweier  Medien,  deren  cenTCxe  Seife  dem  leuchtendeo  Punkte  O 
mgekehrt  ist  und  ee  sei  auch  iii>l«  Wird  nun  der  Strahl  OB 

in  der  snr  Am  parallelen  Richtung  Bx  gebrochen,  so  ist  sein 
Einfallswinkel  s  OBx  und  sein  Brechungewinkel  tBC=by  de 
BC  den  KrfimmuDgebalbmeeser  der  TrennuogsflScbe  bedeutet. 

Zieht  man  zu  B  die  Tangente  Bu,  föUt  dann  von  O  die 
OKj_Bu  und  verlängert  dieses  Perpendikel  OK  nach  aufwärts, 
bis  ee  die  ebeofalle  oaeh  aufwärts  verlfingerte  Richtung  Bx  des 
gebfocbeneo  Straliles  in  D  siAneidet,  se  stillt  BD  die  GrOsse 
des  gebreeheoen  Strahles  vor. 

Der  Winkelabstand  des  Elementes  ß  von  der  Axe  ist  =BCE 
=  Q}  und  da  Bz  parallel  zur  Axe  aageoommea  wocde»  so  ist 
6  s=  0.   Wir  bai>en  daher ; 

sin  OBx 
siott 

Diese  Gleichung  gibt  die  Bedingung,  unter  welcher  die  ge* 
brocbenen  Strahlen  parallel  zur  Axe  sind.  Man  kann  für  cd  be- 
liebige Werthe  zwischen  den  Grenzen  w  =  0  und  a  =  G  ein- 
setzen, wo  G  den  Grenzwinkel  f&r  das  Medium,  in  welches  die 
Strahlen  eintreten«  bedeutet 

Auch  Ist  die  vierseitige  Pigor  ODBCe\u  Parallelogramm  und 
somit  die  Seite  BD  desselben,  welehe  die  Grosse  des  gebrochetten 
Strahles  darstellt,  s  OC,  d.  b.  die  GrSsse  des  parallel  zur  Axe 
gebrochenen  Strahles  ist  gleich  dem  Abstände  des  leachtenden 
Punktes  vom  Krämmnngsmittelpuokta 

Betrachten  wir  nun  einen  anderen  einfallenden  Strahl  0#*, 
welcher  der  Axe  näher  liegt,  aU  OB,  und  welcher  innerhalb  des 
Mediums  die  Richtung  einschlägt.  Man  uirJ  die  eu Sprechende 
GrCsse  des  gebrochenen  Strahles  auf  dieselbe  Art  finden  wie 
veiliin,  wenn  man  von  O  auf  die  Taugente  Ft  das  Perpendikel 
OL  Ollt,  bisfaiif  diesss  and  «och       verlingert»  bis  sie  Mtk  In 
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J  selmeiileB«  Es  ist  danii  FJ  die  Grta«  des  dem  einfeileBdeii 
StrebJe  OF  eetoprecbeiideD  gebrocbeneD,  Allein  die  vleraeittge 
Figur  OJCF  ist  Jetzt  kein  Parallelegramni  mehr«  «eodern  ein  Tra- 
pex;  denn  de  OF'^OB,  eo  wird  aecb  FJ^OC  sein  nlieeeD. 
Die  FJ  wird  elee  et»erbelb  der  Treonnegefliebe  die  Axe  ecbneldeot 
oed  eenit  nacb  ebwfirte  verlbigert,  mit  ibr'dtvergiren. 

Zieht  man  ferner  auch  noch  den  einfallenden  Strahl  OJJ,  der 
weiter  von  der  Axe  absteht,  als  OB,  und  konstruirt  man  auch  in 
diesem  Falle  die  vierseitige  Figur,  so  wird  sie  ebenfalU  ein  Trapei 
aeini  nur  mit  dem  Lnteräcbtcde,  da^ä  jetzt  die  iSeile  demselben, 
welche  die  Grosse  des  gebrochenen  Strahles  darstellt,  grösser  als 
OC  sein  muss»  weil  ja  auch  0^>  OB  ist.  Die  Richtung  des 
gebrochenen  Strahles  wird  also  jetzt  noterbalb  der  Trennungsfläche 
die  Axe  schneiden  eed  felglieb  mit  dieser  naeb  abwSrts  fceii« 
▼ergiree. 

Ringsherum  uro  die  Axe  gibt  es  unzählige  einfallende  Strahlen, 

die  eine  ähnliche  Lage  haben,  wie  OB,  Alle  diese  bilden  den 
Mantel  eines  K'e<?els,  dessen  ^5cheitel  O  ist,  und  die  zugehörigen 
gel)r(>cheiien  werden  den  Mantel  eines  Zylinders  bilden.  Alle  ge» 
brocbeoen  Strahlen,  die  innerhalb  dieses  zylindrischen  Mantels 
liegen,  dtvergiren  nach  abwärts  mit  der  Axe  und  ^lle,  welche 
ausserhalb  desselben  liegen,  konvergireo  nach  abwärts  mit  ihr. 

Ndunen  wir  an»  Dir  das  Elemeot  ff  sei  der  Wielcelabstand 
ßCB  =  G  Dod  der  In  ff  einralleode  Strabl  Off  werde  naeb  fff 
gebrecben ;  drehet  man  nun  diesen  einfallenden  Strabl  Oif  ecbiaa- 
benreebts  um  den  £infallspnnkC  fff  bis  er  in  die  Lage  J7Jlf  Iremmt, 
se  wird  die  Wirkung  einer  Beleben  Drehung  dieselbe  sein»  als 
weon  man  den  leuchtenden  Punkt  nfther  an  die  TrennuegslUtebe 
nacb  M  versetat  h&tte,  aber  alsdann  wird  aucb  die  Richtung  ff/ 
des  gebrocbenen  Strahles  scbraubenrechts  sieb  drehen  und  in  die 
Lage  ffi  kommen,  weiche  letztere  Lage  wir  als  parallel  nur  Axe 
«naebmen  wellen.  Es  ist  dann  Cffi  =  ffCE  ^  G  und  se  muss 
der  Einfallswinkel  für  den  Strabl  MH  bereits  90»  betragen,  d.  h. 
dieser  Strahl  berührt  die  Trennungsfllcbe  in  dem  Punkte  H.  Das 
Element  H  ist  demnach  das  von  der  Axe  entferateste»  dae  Aber* 
banpl  noch  einen  einfallenden  Strahl  parallel  zu  ihr  zu  brechen 
vermag.  Zieht  man  von  H  auf  die  Axe  eine  Senkrechte  HP  und 
beschreibt  mit  ihr  als  Halbmesser  einen  Kreis  um  den  Punkt  P, 
so  unifasst  dieser  Kreis  alle  Elemente  der  krummen  Fläche,  welche 
parallel  zur  Axe  gebrochene  Strahlen  geben  können,  fiir  welche 
es  also  fiberhanpt  eine  Breanweite  gibt  Aus  dem  Dreiecke  ff  PC 
erbült  man: 


Digitized 


144 


Knätihu:  IH9  SmtM  dir  UektäreeAwtg. 
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BPesüCmüJJCP 


oder»  ffC 


r  tot,  BP  es  r.ste  G.  tHxm  ist  aber 


8\nW  1 


■omit: 


Niheni  wir  den  leuchtenden  Punkt  von  dem  Orte  M,  «renn 
aocb  nur  um  sehr  weoig  der  TrettBQiigeflielie,  flo  werden  schon 
alle  Strahlen,  welch«  von  dem  leuchtenden  Pnnkte  auf  die  Treo- 
nnngsfläche  (allen,  nach  erlittener  Brechung  mit  der  Aze  nach 
abwärts  diverglren.  Zugleich  mnss  bemerkt  werden,  dass  alsdann 
ein  von  dem  leuchtenden  Punkte  tani^cntiel!  zur  Trennunosflächo 
gezogener  Strahl,  diese  nicht  luebr  in  //,  sondern  io  einem  der 
Axe  näheren  Punkte  berühren  wird.  Oas  Element  //  wird  somit 
anwirksam  und  es  werden  desto  mehr  Elemente  unwirksam  werden, 
je  mehr  die  Annäherung  des  leucbteoden^  Punktes  an  die  Treo- 
nungsfläche  beträgt* 

Ab  eicb  der  lenebtende  Punkt  ea  dem  Orte  M  belind,  wer 
B  dasjenige  Element;  deeeen  gebrecbener  Strahl  parallel  mir  Aze 
«er.  Entfernen  wir  jetzt  den  lenebtenden  Punkt  allmlllg  über  M 
hinane  f  on  der  Trennungsfliebei  eo  werden  nach  nnd  naeb  Immer 
nSber  der  Axe  liegende  Elemente  an  die  Reibe  kommen  parallel 
an  ihr  gebrochen«  Strahlen  an  liefem  nnd  acblieealicb,  wenn  der 
lenebtende  Pankt  in  /V  ankommt,  wird  der  Zylinder,  dessen  Mantel 
von  den  anr  Aze  parallel  gebrochenen  Strahlen  p^cbildet  wird,  nnd 
dessen  Basis  Anlange  den  Halbmeaeer  ss  BP  hatte»  an  einer 
blossen  Linie  anaammenacbmrepfen.  Von  da  an  werden  alle 
Strahlen,  welche  von  dem  leuchtenden  Punkte  auf  die  Trennunga- 
fläche  fallen,  naeb  eriitteoer  firecbang  mit  der  Aze  nach  abwirte 
fconvergireo. 

Nach  diesen  Betrachtungen  wollen  wir  nun  die  Formel  fär 
die  Brennweite  aufstellen. 

In  dem  Dreiecke  OBD  ateUt  die  Seite  OB  den  einfallenden 
und  BD  den  gabrecbenen  Strahl  vor.  INece  swel  Selten  etehen 
In  dnem  IronetaDten  Verbtttnieae;  es  lat  eteta  BD  ssm,BO» 
Ihre  abeeinten  CSrliaaen  Indem  eicb  aber  von  einem  Elemente  der 
Trennnngefllebe  anm  endeten«  Die  dritte  Seite  OD  bebilt  vnver» 
inderlicb  Ihre  GrSaae  bdj,  denn  ale  lat  ja  gleich  dem  Halbmeeaer 
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BC,  wmm  die  Richtong  Bt  dM  gebtocbeii«ii  StrablM  ptraUd  rar 
Aza  ngMoiiiiD«B  wird« 

Wird  der  ßrecbungsivinkel  BDK  =  6  und  der  Einfallswinkel 
BOK=za  gesetzt,  #0  folgt  aus  deo  rechtwlDkligeo  Dreiecken 
BDK  und  BOKi 

DK^BD.conb 

OKssBO,€M0, 

Somit: 

DK—  OK  sz  OD  SS  BD.cwb—BO .  eoea 
ODss  BD^eMb-^^.emu, 

Da  ferM  BD  =5  OC  und  ODszBCtssr  ist,  so  hat  naa: 

r=  OCcoed — ~  .coeo, 

tn 

Seilt  man  OEssp,  «e  ist  OC »  0£ -f- £C  =:  p  4.  r,  eenit 
aeUiesdlcb: 

r  ,  coa.« 


P+r 


Dweh  dieee  GMebnng  wird  demaach  die  BieoDweite  p  M  ver* 
EiaCallewiokelD  gegeben. 


De 


so  bat  man  aoch: 

FOr  as Oerhalt  mens 


r            1  , 
sst  und 


FCr  «s90^eber: 
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IHas«  beiden  W«rlk«  d«r  Bttttoweii»  sind  dl«  ftattnmrertlie  der- 
•elben. 

Nun  wollen  wir  auch  die  Brennweite  einer  kofjkaven  FiScbe 
bestimmen,  an  welcher  das  Licht  voiii  Einfallslothe  ^ebrnchen 
wird.  Befund  sich  im  vorhcrL^n  henden  Falle  der  leucbteode  Punkt 
in  der  Luft  und  war  z.B.  Wasser  das  Medium,  in  welches  die 
Lichtstrahlen  eintraten,  so  wollen  wir  jetzt  das  Umgekehrte  an- 
oebmen;  der  leuchtende  Punkt  befinde  sich  in  Wasser  und  die 
Strabieo  treten  aus  diesem  io  die  Luft  eio.   War  im  ersten  l''alle 

der  Breebmge*  Exponent  ass co  let  er  Sm  iiretten  ss  ^« 

Ee  eef  non  wieder  ri  (Fig.  37)  die  Treonnngsfläche,  die  mit 
ihrer  bohlen  Seite  dem  leuchtenden  Punkte  O  zugekehrt  Ut  und 
OB  ein  einfallender  Strahl,  der  nach  seiner  Brechung  die  snr 
Axe  parallele  Richtung  ennimmt  Ist  C  der  Krfimmungs- 
mittelpunkt  und  zieht  man  den  Radiue  CB,  so  ist  der  AVinkel 
OBC  ^  a  und  xßy  =  6.  Legt  man  zu  dem  Einfallspunkte  B 
die  Tangente  Bu,  zieht  OKJiBtt  und  verlängert  die  Richtung 
By  des  gebrochenen  Strahles  nach  aufwärts»  bis  das  Perpendikel 
in  D  geschnitten  wird«  se  bt  BD  die  Ciritose  des  gebrochenen 
Strahle«. 

Aus  den  rechinrinkügen  Dreiecken  KOB  und  KÜB  foigl» 
wie  vorhin: 

KO  =  OB.cooa 
KBssBD,€OBb 

KO--  KD—DO=,  Oi^.cüsa  — i^/>.cüÄ6. 
Dn  OD  —  BC^r  nnd  BD  s  OC  ist,  so  bat  nino: 

r=OC(m.cosa  —  cos6) 
nnd  weil  OC^OE'^CE=p^—r  ist»  bekommt  man  scbliennlieb: 

-1  =  m.co8a*^€oe6* 

Mnn  bat  ferner 

^  aF.     sin*6     V »i*~äin*6 

=  V^»-*W*«  =  V   m  • 

somit  euch: 

-r^—  s  Vm^—aia^ö  —  VI— »in«6. 
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Fflr  6  s  0  Mt: 


uod  fiir  6  =  UU^: 

{«9Ql  Abstand  desjenigsn  Puoktss  von  der  Trennangs*^ 
flSefce,  wo  die  Aze  ▼o»  irgend  einem  gebrochenen  Strahl 

geschnitten  wird. 

Auch  hier  wollen  wir  dieselben  £vvei  Fälle,  wie  im  vorhergehendeR 
Paragraphen  der  Betrachtung  unterwerfen.  Es  sei  demnach  wieder 
(Fig.  36)  die  Trennongsfliche  r$f  mit  ihrer  konvexen  Seite  dem 
leacbtenden  Paoiite  O  Eageicebrt  and  die  Brechnng  geschehe  zum 
Einfellelotho.  Der  Ualbmewor  der  Treonnngsfiäcbe  CE  =  r  sei 
gegeben;,  ebenen  wird  die  Lage  des  Einfallspnnktes  F  besttmait 
sein»  wenn  man  den  Cen(rl«Winitel  FCEsssm  angibt  Die  Ent- 
fernung des  leuchtenden  Pnoktea  von  der  TrennnngsflScbe»  nem« 
Heb  0£  sei  SS«  und  ERs=ß.  Die  ietstere  Distans  Ist  die  Ent- 
fernung dce  Ponktss  ßf  wo  die  Aze  Ton  der  Ricbtoag  dse  ge« 
lirocbeneo  Strahles  FJ  geschnitten  wfardl  Verschiebt  man  den 
lottcbtendeo  Ponkt  iSngs  der  Aze»  eo  wird  sieh  xnnXcbst  der  Em-' 
feUswinkel  FOLssu  indem,  nnd  in  Folge  dessen  aucli  der 
Breehnngswlokel  FJL  =  6.  Beide  diese  Wlokel  werden  desto 
mehr  abnehmen.  Je  mehr  alch  der  lenebtende  Ponkt  entfernt 
Es  wird  dabei  die  Richtung  FJ  des  gebrochenen  Strahles  um  den 
Pnnkt  F  sich  scbranbenlinks  drehen.  Da  nun  der  Winkel  A  als 
konstant  vorausgesetzt  wird  und  yFC  =  b  anfilnglich  >  od  aogo* 
noromen  wird,  so  wird  allmSblig*  hol  einer  gewissen  Entfernung 
des  leuchtenden  Punktes  6=sa»  werden  nnd  da  wird  die  Richtung 
des  gebrochenen  Strahles  schon  parallel  zur  Axe  sein.  Entfernt 
man  den  leuchtenden  Punkt  über  diese  Grenze  hinaus,  so  wird 
6<a)  und  der  gebrochene  Strahl  schneidet  dann  die  Axe  nicht 
mehr  auf  jener  Seite  der  TrennuogsflSche,  wo  sich  der  leuchtende 
Punkt  befindet,  sondern  auf  der  entgegengesetzten.  Auch  rouss 
bemerkt  werden,  dass  das  Stück  OJ  des  Perpendikels  JL,  das 
in  der  Figur  noch  kleiner  als  der  Halbmesser  FC  erscheint,  be 
ständig  wächst,  wenn  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes 
zunimmt  Es  wird  also  OJ  allmäblig  =  FC  und  hierauf  sogar 

>Fa 
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.  Da  io  dem  Dreiecke  RFC  die  JÜ\\FC  ist,  00  bat  aiao: 

FC-'JOi CR-^OBss  FCt  CR 
FC-^JO'.OCssFCtCR 

ÜC.FC 

1  1_  JO 

ÜÄ"~  OCOC.FC 

Für  iO  Man  jetit  der  Werth  auf  dieselbe  Weiae»  wie 
emgenlttelt  werden.  Ee  tot: 

Jli  =  FJ.  coab 

JL^OL=JO=zFJ.eMb~~FQ*eiMa 
JO  8  iR.FO.coe6— FO.ooe« 
JO  SS  FO. (111  CO« 6^ Cosa). 

Ans  dem  Dreiecke  OFC,  worb  der  Winkel  OFC  mit  a  eupple- 
mentir  ist»  erfaüt  man: 

FOiOC SS  Btamiama 

OC.  »in» 


«omiti 


FO-  —  ^, 

»loa 


JO  =.  OC^j^(mco«6  — Cosa). 


Da  ferner  &iaa  =^  maiuO  ist,  so  erbiiit  man; 

JO     sinw,      .  eoaa 

folgliek: 

De  OC  SS  «•!•  r  und       ss  ^  -f  r  Ut,  eo  bat  mao  «cbiieeattcb  :^ 

(1  1  \        .sino^     .  eoea. 
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Diese  Formel  «teilt  die  Aiihingigkelt  iwiedieD  u  eml  ß  vor.  « 
Beim  Gebrauche  ilereelbeo  bat  meo  zuerst  dem  a  eisen  be> 

ftfiroroteo  Werth  za  geben;  hierauf  handelt  es  sich  darum,  welchen 
einfallenden  Strahl  man  der  Betrachtung  zu  unterziehen  gedenkt 
Da5  irird  bestimBit  durch  die  Lage  des  Eiafalispunktes  F,  also 
dardh  ta,  das  somit  aoch  gegeben  sein  muss.  Dadurch  wird  aber 
aocb  a  bekannt,  denn  in  dem  Dreiecke  FOC  sind  zwei  Seiten 
FC  und  OC  sammt  dem  eingeschlossenen  Winkel  o)  gegeben, 
folglifh  !§sst  sieb  der  Winkel  OFC  berechnen,  der  mit  a  supple- 
mentär i.st.  Mittelst  des  Brccbungs- Exponenten  kann  man  dam 
ancb  h  ermitteln.  Unter  solchen  Unistfindeo  lässt  sich  dann  ^ 
al«  die  einsige  Unbekannte  durch  AuflusaDg  der  Gleicbaog  finden. 

Die  Figur  (Fig.  38)  ist  für  tien  Fall  entnorfen,  nenn  die 
TrennungsflSche  rs  ihre  hohle  Seite  dem  leuchtenden  Punkte  O 
zukehrt  und  die  Brechung  vom  Einfallslothe  geschieht.  Der 

BrecboQg«*Eipoaeot  wird  =  ^  sein»  da  er  in  dem  nemlttelbar  vor- 

hergehenden  Falle  =  m  gesetzt  wurde  und  der  Gang  des  Lichtes 
jebt  emgekebrt  Ist. 


Wird  nuD  der  eiefalleede  Strahl  OF  in  der  RlehtuDg  FR  ge- 
brochen and  Ant  man  von  O  die  OL  eeokrecbt  aaf  die  Tangente 
Fi,  so  Ist»  da  CFden  KrUmmengsbalbmesser  Torstellt,  der  Winkel 
OFC  =  FOL  s  «  und  sFB  ss  LJF  b.  Da  CFW  JO,  ao 
bat  man: 


Ana  den  rechtwinkligen  Dreieeken  OLF  imd  LJF  folgt: 


OJ:CFz=  OK:  CR 
OJ-^CFiOC^CF.CH 


OL  SS  OF.coaa 
JLss/F.coa6 
OL-^JLssOJss  OF.  cos  a^JF,  eoad 

OF 

OJ  SS  OF.ee^ü  .ooa6 


OJ  =  OF.(cosfl  — 


cos  6, 


m 
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Aus  dem  Dreiecke  OFC,  worin  der  Winkel  OCF  m'ii  ta  sopple- 
nentir  Ut,  folgt: 

OFiOC^ennmttUka 


OF=  OC. 


daher: 


_  _  si'ico   ,  COS  6 

OJzszOC.       .(«wa  ) 


«imI  dft  •tea  =      »  io  folgt  weiter: 


Sonic: 


OJ  ein». 


Da  nun  CR=^CE  + ER=zr-i-ß'  und  OC=OE-CE==a' -r  isU 
80  bekommt  man  schliesslich: 

I 

(1      ,     1    \  »In« 
+^^-j*r  =  ^^.(m.co8fl~cos6). 

Setzt  man  »}=6,  so  vg'ud  f«on-ohl  ß  =  oo  als  auch  =  und 
beide  Formeln  geben  in  die  für  die  Brennweiten  erhaltenen  über. 


§.  21.  ürRr\chen,  warum  ein  Gegenstand  durch  optische 
Mittel  vergruosert  oder  verkleinert  erscheint 

Es  gibt  mehrere  Umstände,  welche  einen  Gegeneteod  T«r^ 
grSeeert  oder  ?erkleioert  erscheinen  lassen. 

1®.  Schon  ein  von  parallelen  Ehenrn  inn  und  pq  begrenztes 
Medium  (Fi^.  39)  muss  einen  Gegenstand  Aß,  wenn  es  zum  Ein- 
fallslothe bricht,  vergrüssert  erscheinen  lassen;  denn  befindet  sieh 
das  Auge  in  O,  so  sieht  es  vermittelst  des  Mediums  den  Gegen- 
stand unter  dem  Gej^irbtswinkel  ~FOE;  beseitigt  man  aber  das 
Medium,  so  ist  für  dieselbe  Lage  des  Auges  der  Gesichtswinkel 
=iAOß.  iNun  ist  aber  der  erstere  Winkel  grosser  als  der  letztere 
and  somit  erscheint  der  Gegenstand  durch  das  Medium  ver* 
grussert.  Aber  diese  Vergrösserung  wird  natürlich  nur  bei  gros- 
serer Dicke  des  Mediums  wahrnehmbar  sein.  Ist  der  Brechunge* 
Exponent  m  <  1,  so  wird  das  Medium  verkleinern. 
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9**.  Auch  schon  die  einmalige  Brechun?»^  an  einer  ebenen 
Trennungsfläche  mn  40)  wirkt  yerkieioerod  oder  ?ergru8serod, 
je  nacbdeoi  in>  i  oder  /n<l  ist. 

Es  «ci  il  «in  tottehtmder  Paukt,  der  tmt  mm  di*  Slnhlen  AB^ 
AC,  AD  «endet  Wir  wollen  nnneiinien»  di««e  Strablen  iconmen 
«■«  der  Lnft  und  treten,  in  W«««er  «in,  so  da««  sie  also  zum 
Ebfallslothe  gebrochen  w«iden.  Di«  gebrodiene«  Stmlilen  «ind 
dMnnneli       Ce,  Dd. 

Würde  sich  da8,  innerhalb  des  Wassers  beßndliche  Auge, 
f]oeer  gegen  die  Ricbtungeo  der  gebroclieneo  Strahlen  von  O  nach 
*  bewegen«  so  wOrde  es  den  lenebtenden  Pnnl^t  nacbeinander  In 
6,  c,  d  sehen.  Wir  wollen  nber  da«  Ang«  «In«  fiBlr  aUentaU  In  O 
belassen,  weleber  letstei«  Punkt  in  der  von  AJ^mn  gezogenen 
fieraden  liegt,  dafSr  aber,  den  lenebtenden  Pnnl^t  von  A  nach  K 
pirallet  snr  Trennnngsfllcbe  bewegen. 

Zieht  man  demnach  dnrch  das  Auge  O  die  Oe  \\  Bb,  dann 

von  6  die  be  parallel  zur  Trennungsfläche,  hierauf  von  ihren 
Darchscbnittspunkte  e  die  e^,  welche  verlängert  J.mn  stehet;  so 
wird  der  leuchtende  Punkt,  wenn  er  in  II  ankommt,  in  der  Rieh« 
tung  Oe  in  r  creselieii,  denn  ps  i.sst  iinter  diesen  lTniS!t«1ndeD  das 
Dreieck  /IF,c^^AIib,  indem  Kr  =.  Ii!),  fle  —  Ab  und  die  von 
diesen  Seiten  eingeschlossenen  Winkel  i;leich  sind;  es  ist  somit 
BE  AB  und  da  diese  Linien  au<  h  parallel  sind,  so  wird  HE 
denjenigen  einfallenden  Strahl  sov^nbl  der  Hichtun«^  als  Grösse 
nach  vorstellen»  welcher  dem  gebrocbeneo  Ee  entspricht. 

Zieht  man  ebenso  dnrch  O  die  0/]|  Ce  und  die  c/||  mn,  nnd 
Itonstrelrt  wie  vorbin  das  Dreieck  FJf,  so  wird,  «oludd  der  leaeiH 
teod«  Punkt  In  J  ankommt,  der  einfallende  Strahl  JF  derjenige 
sein»  dar  nach  erlittener  Breebnog  die  Richtung  FO  tarn  Auge 
ebachligt;  es  wird  also  der  leuchtende  Punkt  jetst  in  der  Ver- 
ttngerang  von  OF  in  f  gesehen. 

Kommt  ebenso  der  leuchtende  Punkt  in  Ä'  ati,  so  wird  er  in 
der  Verlängerung  von  OG  in  «7  gesehen,  indem  wiederum  Or/  \\  Dd 
ist  Ganz  dieselbe  Betrachtung  findet  Statt,  wenn  man  sich  den 
leuchtenden  Punkt  nicht  in  iiewegung,  sondern  die  ganze  Strecke 
^00  A  bis  K  von  lauter  leuchtenden  Punkten  ausgefüllt  denkt, 
wenn  man  also  eine  leuchtende  Linie  betrachtet. 

Stallt  man  sieh  da«  Auge  nur  als  Punkt  vor,  so  wird  jeder 
einzelne  Punkt  die««r  l«nchtenden  Linie  nur  mittelst  eines  einzigen 
Strahle«  gesehen  und  swar  der  Punkt  B  nur  mittelst  da«  Sirahle« 
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ME,  der  Punkt  /  nur  mUtelst  de«  Strahles  JF  ond  K  onr  mit* 
teUt  KG. 

Mmn  mm  die  einfallmdMi  StraUeo  BE,  JF  a.  m,  w«  mm 
Auge  O  g»broe1ieii  werdw,  sieht  dlefw  letitwo  df»  lembtoode 
Linie  AiC  aiiter  dem  Gesichtsivinkel  dOg\  wtfrde  Iceiiie  Brecfamig 
Platz  haben,  so  wOrde  es  dieselbe  Linie  unter  dem  grosseren 
GesichtsiriolLet  AOK  sehen.  Die  Brechung  enm  Einfellelothe 
wirkt  alae  verkleinernd.  Es  iKsst  sich  ebenso  seigeo,  daee  die 
Brechung  vein  £iniallslethe  vergrOaaemd  wirke. 

Auch  ist  zn  bemerken,  dass  befg  eine  krumme,  mit  ihrer 
konvexen  Seite  dem  Aoge  zugekehrte  Linie  vorstellt*  wenn  AK, 
wie  eageoeeimen  wurde,  eine  gerade  Linie  ist. 

Da  aber  das  Auge  kein  blosser  Punkt  ist,  sondern  da  die  Pa- 
pille sehr  viele  Strahlen  aufzunehmen  vermag,  so  wird  von  Jedem 
Punkte,  wie  H,  J,  K  u.  s.  w.  ein  Strahlenkegel  in  das  Auge  ge» 

Iani3:er>,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Strahlen  eines  solchen 
Kegels,  wie  dicss  bereits  bekannt  ist,  nach  erlittener  Brechung 
sich  nicht  wieder  in  einem  einzigen  Punkte  schneiden. 

3^.  Auch  die  Krümmung  der  Trennungs6Scbe  bat  einen  Ein* 
fluss  auf  den  Gesichtswinkel,  unter  weichem  man  einen  Gegen- 
stand sieht  und  es  wird  daher  auch  aue  dienern  Gronde  der  Gegen- 
stand vergrUesert  oder  verkleinert  erecheioen  kOnnes. 

MuD  denke  eich  die  Trennungsfläebe  ent  (Fig.  41)  zuerst  eben, 
und  ee  werde  ein  Strahl  BK^  der  von  dem  Punkte  B  der  zur 
Trennungsfläche  parallelen»  leuchtenden  Linie  AB  ausgehet,  lo 
den  Punkte  K  der  Trennungsfläebe  zum  Einfallslothe  gebrochen» 
eo  dass  er  die  Richtung  KO  einschlägt.  Das  in  O  unter  Weener 
befindliche  Auge  sieht  den  leuchtenden  Punkt  in  der  Verlingernng 
ven  OK  in  D,  welcher  letztere  Punkt  bekanntlich  in  der  verlän- 
gerten BE  liegt»  die  man  von  dem  leuchtenden  Punkte  siebt 

Wird  jetzt  das  Element  K  gedrehet,  so  dass  es  die  Richtung 
pq  erhält,  so  wird  es  einen  Theil  einer  krummen,  in  Beziehung 
auf  die  leuchtetidc  Linie  Aß  konkaven,  io  Bezug  auf  das  Auge 
aber  konvexen  Trennungsfläche  vorstellen.  Verharrt  das  Auge 
in  seiner  anfänglichen  Lage,  in  O,  so  wird  auch  der  gebrochene 
Strahl  seine  frOhere  Richtung  OD  beibehalten  müssen,  denn  das 
Element  K  vermag  Ja  nur  ISnge  der  Gereden  KO  seine  EindrOcke 
dem  Auge  in  flbermitteln.  D^r  einfallende  Strahl  wird  aber  jelit 
eine  endete  Richtung  haben.  Bf  tn  findet  ele»  wenn  men  von  dem 
Endpunkte  D  den  gebrecbenen  Strablee  die  DF  i_pq  siebet» 
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hierauf  mit  BfC  als  Halbmesser  um  K  einen  Bogen  beschreibt, 
der  jene  Senkrecbte  in  H  schneidet.  Es  ist  nun  /IK  die  Rieh- 
tong,  welche  der  eirtlalJendo  IStrah!  haben  m>!s««,  wenn  der  ge- 
brochene die  anfängliche  iiiehtung  kÜ  heiheljalten  soll.  Ver- 
längert man  KU  nach  autvNärt.s,  Ijis  dadurch  die  leuchtende  Linie 
in  L  geschnitten  uird«  so  wird  es  naturlich  dieser  Punkt  L  der 
leuciiteodeo  Linie  sein»  der  jetzt  in  der  Richtung  OK  gesehen 
wird. 

Es  worde  voraiisgefietzt,  dm  ilie  ßrecbang  zum  EinfalUlotb 
gesehiebt»  das«  also  die  Strahlen  aus  der  Laft  etwa  la  Waceer 
eintrelea»  and  daaa  aicb  aioiirft  daa  Aage  ianerhalb  dea  letstereo 
befindet,  la  diesem  Fall  wirkt  schon  die  ebene  Trennangsfliebe, 
wie  snvor  geteigt  warde»  Tert[leinernd.  in  unserer  gegenwirtigen 
Figur  erscheint  die  Lichtünie  Aß  mittelst  der  gebrochenen 
Strahlen  bei  ebener  Trennnngsflicbe  nnter  dem  Gesichtswinkel 
=  CODi  ohne  Brechung,  also  mittelst  direkter  Strahlen  w8rde 
sie  aber  anter  dem  grosseren  Winkel  ^AOB  gesehen  werden* 
Die  konkave  FlSche  (konkav  bezüglich  der  leuchtenden  Linie) 
▼erkleiaert  nun  aber  noch  mehr,  als  die  ebene,  denn  es*  wird  Jetzt 
die  weit  grossere  Licht-Linie  AL  mittelst  des  gebrochenen  Lichtes 
unter  demselben  Gesichtswinkel  =  COD  gesehen,  wie  vorhin  die 
lüeinere  AB* 

Denkt  man  sieb  jetzt,  indem  man  wieder  vnn  der  ebenen 
Trennnngsfläcbe  ausgehet,  das  Element  H  schraubenreehts  ge- 
drehet^  so  dass  es  einen  immer  grosseren  Winkel  mit  der  letzteren 
bildet,  so  wird  es  einer  krummen,  gegen  die  leuchtende  Linie 
konvexen  Fläche  anc^ehnrcrt,  deren  KriirnniiiMgshaibmosser  desto 
kleiner  uird,  je  iiit'hr  obige  DrehuiiL;  belräut.  Dabei  uird  auch 
das  Einfaiisloth  Aar,  welches  \\ir  in  dem  Punkte  A  in  Ue/ng  auf 
die  ebene  Trennungsflachc  erricliten,  schraubenreehts  gedrehet 
u erden,  so  dass  es  sich  immer  mehr  und  hr  dem  gebrochenen 
Strahle  KD,  dessen  Richtung  konstant  verbleibt/  nähern  wird. 
Die  Richtung  des  einfallenden  Strahles  lik  uird  sich  aber  unter 
diesen  Umständen  schraubenlinks  drehen  und  soatit  ebenfalls  dem 
gebrochenen  Strahle  Dk  immer  mehr  nähern  müssen.  Wenn 
endlich  tlie  Richtung  des  Elementes  k±f\0  zu  stehen  kommt, 
so  Tällt  schon  die  Richtung  des  einiailendcMi  Strahles  mit  jener 
des  gebrochenen  KD  zusammen  und  es  befindet  sich  jetzt  da« 
Auge  O  im  Krümnmngs-Mittelpunkte  selbst,  un<)  der  Kninuniings- 
balbincä^üer  hat  die  Grösse  =  k(J.  Setzen  uir  ihn  im  AlJce- 
nieinen  =  r,  ^so  uird,  angelangen  von  r  =  oo  bis  r=  OK^  der 
Endpunkt des  einfallenden  Strahles  den  Bugen  JSilf  beschreiben, 

TbttilL.  Ii 
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und  Indem  sich  B  immer  mehr  dem  M  nähert,  wird  der  Winkel 
BOA  immer  kleiner.  Da.s  igt  aber  der  Gesichtswinkel  bei  direkter 
Betrachtung  der  leuchtenden  Linie  und  da  er  immer  kleiner  wird» 
«rShrend  der  andere  Gesichtswinkel  COÜ  im  gebrochenen  Lichte 
uaveräiuiert  verbleibt,  so  folgt,  dass  von  r  =  bis  r  =  OK  die 
konvexe  TrennangsflSche  (konvex  bezfiglich  der  leuchtenden  Linie) 
ebAnfalli  iMch  wMeinm  wird,  abar  immer  weniger,  bis  endlidi, 
wenn  r  s:  OK  Ut»  d.  h.  wenn  sich  dts  Avge  in  Krffmmungs- 
MtelpnnlEte  befindet^  die  lenebtende  Linie  im  gebrochenen  Uchte 
eiwnso  gross  erscheint,  wie  Im  direkten. 

Wird  von  da  an  d.\s  Element  K  noch  weiter  schrauben  rech  (8 
gedrehet,  z.  B,  in  die  Kiohtunj?  rs,  so  gehet  das  in  K  erriclitete 
EintalUloth  schon  auf  die  rechte  ÜSeite  des  ii;ebrocheiien  Strahles 
KD  üher  und  der  einfallende  Strahl  auf  die  linke.  Zieht  man 
von  D  diG  DG  ±^  TS,  so  schneidet  diese  den  mit  beschriebeneu 
Bogen  in  J  und  es  stellt  jetzt  JK  den  einfallenden  Strahl  vor, 
der  in  der  Richtung  KÜ  j^ebrocheu  wird.  Handelt  es  sich  hioös 
um  die  Richtung,  so  ist  es  gleicbgiltjg,  ob  der  einfallende  Strahl 
von  dem  Pnokle  J  oder  U  ansgeiiett  weksfaer  letzterer  der  leneh- 
tenden  lilnie  engebOri,  denn  jeder  dieser  Ponl^le  wird  von  dem 
Aoge  in  derselben  Richtung  OD  gesehen. 

Jetzt  aber  tiodet  eine  VergrSsserung  Statte  denn  es  wird  jetzt 
das  Stück  Aü  der  Icunhtenden  Linie  im  gebrochenen  Lichte  unfer 
dem  Winkel  =  COD  gesehen,  welcher  [grosser  ist,  als  der  Winkel 
AQU,  unter  dem  es  im  direkten  Liebte  erscheint 

Wir  wetten  nno  das  Resnltnt  luin  sussmmenfnenen.  BeMet 
sich  unter  dem  Wasserspiegei*  den  wir  nns  vorerst  als  eine  eben« 

FlHcbe  denken,  ein  beobachtendes  Auge,  das  nach  einem  fiber 
demselben  schwebenden  Gegenstande  hinsieht^  so  sieht  es  diesen 
verkleinert,  und  diese  Verkleinerung  nimmt  su,  wenn  die  Obec^ 
fläche  des  Wassers  konkav  wird  in  Besug  auf  den  Uegenstaod. 
Wird  sie  konvex,  so  verkleinert  sie  auch  noch,  über  nur  so  lange» 
als  sich  das  Auge  «wischen  der  Trennungsfläche  und  dem  Kriiiu- 
minii^smittelpunkte  hefiridet.  Ist  die  Entfcrnuni^  des  Augcis  gruJUier 
als  der  Krümmangsbalbmesser»  so  wirkt  sie  vergrasserod« 

Wir  weilen  nnn  noch  den  Fall  betrachten,  wenn  die  Strahlen 
vom  Sinrallslothe  gebrochen  werden,  wenn  sie  also  s.  B,  von  einem 
in  Wasser  getanchten  Gegenstände  herkommen  and  In  Lqfl 
austreten. 

£s  sei  demnach  AB  (Fig.  42)  eine  leuchtende,  im  Wasser 
liegende  Linie.   Von  dem  Punkte  B  derselben  falle  der  Strahl 
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BK  anf  die  TreonnogsflScb«  um»  die  wir  uns  Torarst  *b  Bben« 
deokeo  wollen.  01er  wird  er  la  der  Riditnog  KO  Mstreten,  vnd 
ee  ia  dae  an  dem  Orte  O  ruhende  Auge  gelangen.  Zieht  man 
oan  von  B  die  BEJimn,  ao  wird  diese  Senkrechte  von  der  ver- 
ttagerteo  OK  io  D  geschoitteo.  Es  ist  demnach  KD  die  Grosse 
dea  gebrochenen  Strahles  bei  ebener  Trennungsfläche  und  es  er- 
tcbeint  somit  der  leuchtende  Punkt  ß  dem  Orte  />.  Da  im 
direkten  Liebte  die  leuchtende  Linie  AB  unter  dem  Gesichts- 
winkel ssAOßp  hingegen  im  gebrochenen  unter  dem  Winkel  =s 

AOD  eracbelni;  ae  iat  die  VergrSsaemag  s=  ^O/^' 


DfafcaC  man  nun  daa  Element  AT  in  die  Riehtnng  pq,  ae  wird 
99  einer  kmmmen,  gegen  die  lenebtende  Linie  konkaven  Tiea- 
noogsfläche  angeliüren.  Da  die  RieMong  OD  dea  gebrochenen 
Strahles  konstant  zu  denken  ist,  so  wird  man  für  dieae  Riehtnng 

pq  dea  Elementes  K  den  einfallenden  Strahl  finden,  wenn  man 
fon  D  die  DG\_pq  zieht  und  sie  nach  aufwärts  verlängert,  hier- 
anf  mit  BK  um  K  einen  Bogen  beschreibt,  der  jene  Senkrechte 
io  J  schneidet  Es  ist  alsdann  JK  der  eotaprechende  elnfiUlende 
Stiabl,  der  die  AB  io  V  achneidet. 

Da  nun  da«  i^tück  ÄV  der   leuchtenden   Linie  im  direkten 

Lichte  unter  dem  Gesichtswinkel  =AOü  erscheint,  während  es 

im  gebrochenen  unter  dem  Winkel  =  AOD  wahrgenommen  wird, 

_  AOD  « 

ae  lal  jetat  die  vergrtoemng  s  "J^^  ^  vergrSaaert  daher  die 

heakav«  Tronaangalttehe  mehr,  ala  die  ebene. 

Bemerkt  muss  werden,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle,  so- 
wohl das  in  K  enichtete  Einfallsloth,  als  auch  der  einfallende 
Strahl  BK  aaf  der  nemlicben,  hier  linken  Seite,  des  gebrochenen 
KD  liegen,  und  dass,  wenn  man  das  Element  K  schraubenlinks 
drehet,  wie  das  eben  eeschehen  ist,  beide  in  demaelben  Sinne, 
and  awar  ebenlalla  acbraubeniiaks  «ich  drehen,  • 

Drehet  man  tviederum,  ausgehend  von  der  ebenen  Trennunps- 
fläcbe,  da«  Element  K  schrauhenrechts,  so  wird  es  einer  gegen 
die  leuchtende  Linie  konvexen  Fläche  angehüreo.  Line  solche 
FUche  wird  auch  noch  vergrussern,  aber  desto  weniger,  je  näher 
der  einfallende  Strahl  an  den  gebrochenen  KD  zu  liegen  kommt, 
also  Je  kleiaer  der  Winkel  BKD  wird.  Ist  dleaer  Winkel  = «, 
steht  alae  die  Riehtnng  dea  Elementea  aenkreebt  auf  OD,  ao 
ladet  weder  VergHSaaerung  neeh  Verkleinemng  2$tatt.  Wird  daa 
EleoMat  neeh  welter  In  die  Riehtnng  ri  gedreheti  ao  Alle  man 

II* 
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wieder  DFX**  veflSngere  ^iete  Senkredite,  bis  sie  tfen  mit 
BK  beeebriebeneii  Bogen  in  H  schneidet  Es  Ist  alsdann  HK 
die  Lage  des  einfallenden  Strahles»  der  bereits  auf  die  rechte 
Seite  des  gebrochenen  Übergegangen  Ist.  Von  nun  an  wird  die 
konveie  Tr«inmig*flSche  verkleinern ;  denn  der  Geslcbtswlnkel  In 
direkten  Lichte  Ist  Jetzt  tssLOA,  wihrend  er  im  gebreehenen 
kleiner  Ist,  aemlleb  =  DOA. 

Für  (Jen  eben  betrachteten  Fall  lä«6t  sieb  sehr  \e\cht  ein  Ex- 
periment berstelleo.  Man  nehme  ein  Glasgefiisä,  lege  auf  dessen 
Boden  ein  Drahtstuck  und  fülle  es  mit  Wasser  an.  Hierauftauche 
man  in  dasselbe  ein  etwas  grt'ksseres  Uliri^las  und  hebe  dieses^ 
vrKhrend  seine  konvexe  Fläche  nach  oben  gekehrt  ist,  etwaä  über 
den  Wasserspiegel,  so  znar,  dass  sein  Rand  noch  in  Wasser 
taucht.  Auf  diese  Weise  erhält  das  mitgebobene  Wasser  eine, 
in  Bezug  auf  das  Drahtstilck  konkave  Oberfläche  und  man  wird 
finden,  dass  eine  solche  Trennungsfllcbe  die  VergrSssetong,  wel* 
che  die  ebene  Fllche  bewirkt»  noch  vermehrt  und  swar  desto 
mehr.  Je  sttrker  die  Krfimmung  Ist.  Wenn  man  aber  mit  dem 
Uhiglase,  dessen  konvexe  Seite  Jetst  nach  abwfirts  gehalten  wird» 
die  Oberfläche  des  Wassers  eindrdckt,  so  gestaltet  sich  diese 
nach  eben  konkav«  In  Besag  auf  den  Draht  aber  konvex»  und 
man  wird  finden»  dass  wenn  die  Entfernnng  des  Anges  kteioer 
Ist,  als  der  Krümmungshalbmesser»  eine  solche  Oberfläche  auch 
noch  vergr4lBser^  aber  desto  weniger»  je  mehr  sich  das  Auge  dem 
Krümmungsmittelpunkte  nähert*  Wird  das  Auge  aber  den  KrOm- 
mnngsmlttelpmikt  lilnans  sntfemt»  so  tritt  eine  Verklelnemng  des 
Gegenstandes  ein. 
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Applieationa  nouTelles  des  d^terminants  k  Talg^bre  et 

a  la  geometrie, 

par 

Monsieur  J.  Fersluys^ 
^  PiofatMBr  de  Uatbamatiqnea  &  Groniogu«  (Paya-Bat). 


Eo  Mdiant  lee  propridtds  des  snrfaces  dn  aeeood  degr^  an 
moyeo  des  eoordonodra  qaadriplanalreii  et  dea  coordonadea  planai- 
lesyj'avaia  beaoln  decaraet^rea  gendram  povr  diatinguer  tea  diveis 
genfea  de  aarfacea  qne  rdqoation  gdndrale  da  aecoad  degrd  peet 
teprdaenter.  Je  commen^aia  par  diaeuter  lea  coorbea  du  aeeeaA 
degr^  rapportdea  k  dea  coordonndea  trlUedairea.  Faiaaat  aaage»  k 
cet  effel^  de  ee  qae  lea  Anglaia  oat  appeld  modeio  klgber  al« 
gebra,  je  trouraia  qaelquea  prepridtda  qui  n'ont  paa  encore  dtd 
remarqndea  et  dont  la  plas  Intdreaaaate  ee  lapporte  4  la  aigol- 
lication  gdomdtrlqae  da  diacrioiinaat  de  rdqoaiion  du  aecond  de> 
grd  eo  eeordenadea  qaadriplanalrea,  dans  )e  caa  eü  le  discriminaat 
a'eat  paa  not.  Oe  troovera  lea  rdsollata  de  mea  reebercbea  dana 
ee  aidrooire,  dans  leqael  je  nie  aola  propos^  uae  diacossion  com- 
pl^te  de  r^quation  g^närale  do  secoiid  degrd  eo  eeerdoaadca  tri* 
liaeairee  et  eo  eoordoondea  qoadriplanairee* 

üoe  foia  poar  toutea  je  faie  robacrvatioo,  qoe  lea  dqaatiooa 
deot  je  fralleral  aont  homog^oea»  et  qu'en  partant  d'oa  ayatdme 
de  Taleara  qoi  rdrifieot  oo  oyatdnie  d'dqoattooa»  je  eappoae  qae 
cea  Taleora  oe  aont  paa  tontea  adro. 

Pvttpvl^t^a  »Icibriqaiea* 

$.  I. 

Poar  que  les  tleux  rar  Ines  de  ax'^ ^Ihjoy  \r  bij^  ■=  ^  t»oieut 
egales,  il  laut  qü  il  exUte  uuc  relation  entre  lea  coefficienta  de 
cette  eqiiation.  Cette  relation  est  ub  —  h^  —  0,  nu  le  d^terniinaot 
qui,  egale  ä  z^ro,  expriroe,  qu'on  peut  satisfaire  par  la  ndme 
valear  de  x\y  aux  dquationa  qui  rdtfultent  de  la  dlffdrentlation  de 
röqaatioD  propoade  par  rapport  ä  ar  et  4  ^.  Cea  df|Batiena  eoat 
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a;r-|-%  =  0»   äj;  +  6^  =  0; 
•t  le  Merminant  »»t 

«       A      I  A 

A    6   i  . 

Qaand  ee  ddtomiiiant  0«  dlserimbant  de  T^qnatloii  da  second 
degrd)  est  ndgatif,  lea  raciaea  aont  r^llaa;  qaand  eo  ddtenaiaant 
eat  poaittf,  lea  raciaea  aoat  fmaginairaa. 

S.  2. 

DdtenainonB  la  mdaie  cboaa  k  Tdgard  daa  deai  ayat^maa  de 
▼aleara  qoi  aaüafoni  aoz  dqaationa 

px  4-     +  rz  =  0. 

A  eat  effet  on  pourrait»  an  moyen  de  rdqaation  lladaire»  es« 
pfimer  s  en  fonction  de  jr  et  de  y  et  aubstitoer  cette  valenr  dann 
t'dqnation  du  aecond  degrtf.  Apria  ta  subRtitution  celle-ct  contient 
deox  variablea,  et  la  questioii  est  r^dutte  a  celle  du  §.  1.  Cm 
op^ations  sont  trds-simpies«  mala  on  obtient  le  resultat  sous  une 
forme  irr^giili^re*  et  c'eat  poarquoi  Ton  dolt  pr^fdrer  le  ddvelop» 
pement  acivaat 

An  lien  d'^liminer  s  et  de  dtÜreatler  eaaBtte  pat  rapport  4 
X  et  k  y,  on  pent  diffdrentier  immddiatement  par  rapport  k  s  ei 
ä  y,  en  eonaid^rant  t  comme  fonction  de  «  et  de  ^. 

On  obtient 

du  dz  _ 
2ax  +  2Ä^  f  2gz  +      .  ^  =  0. 

ou 

De  rodme 

Pour  qne  lea  deox  systdmea  de  racinea  soient  d|»aax,  il  faot 
qne  lea  ndmea  valeara  de  a;  et  de  y  satisfasaent  ans  deox  dqaa* 

tiona  pfdcddente»,  qnand  on  remplace  ^  -  P*^^  9^  fy-¥^  at 
qu'on  sobatitae  enauite  ä  z  aa  valeur  tiree  de  px        -i*  r*  =  0. 


Digitized  by  Google 


a  Calgebre  et  ä  la  giomitrie. 


150 


Oo  ce  qui  revient  au  m^me:  pour  que  ies  denx  systdmes  de  ra- 
cioe«  soient  ^gauz,  il  Taut  qu'un  mdme  systdme  de  valeurs  do 


1  du_ 

2'as 


El  poor  qne  eela  «oit  poisible,  il  favt  qo'on  alt 


P 

Ainsi  Ton 


r 


6 


o 
r 


=  0 


00 


«  A  p 

h  b  f  q 

9  f  c  T 

p  q  r 


80US  la  forme  d*ttn  d^termioaflt  aymmötriqoe 
la  fonctiun  que  Ton  aarait  obtenue  eona  ane  forme  moios  aimple« 
en  opdrant  comme  II  est  indiqatf  ae  corameaeemeDt  de  ce  par»» 
graphe. 

Pour  voir  quel  aigue  annonce  des  racines  imaginairefi ,  pre« 
DOM  le  cas  particolier  oü  Ies  qnantit^s  a,  6  et  c  sont  positilTes 
et  =  9  =  0.  Le  premler  membre  de  rdqoation  du  secood  de* 
grö  ae  rddait  alor«  h  la  eomme  de  trois  carrds,  d'oä  r^ulte  qa'il 
ae  «anrait  e'aneeler  ponr  dee  ralenrs  rdeHes  de  x,  y  tit  Lea 
laeiaee  aoet  donc  Imaginalres,  et  le  ddtermloaot  de^ient 

^       0    U  0 


0  b 
0  Ü 
0  0 


0  0 
c  T 
r 


OD  aorte  qae  dea  radaee  imaglnairee  aent  Indlqvdca  par  ie  eigne 
meine. 

Le  rö»ultat  de  ce  qui  est  dit  daoe  ce  paragrapbe  est: 

Lea  deaz  ayat^mea  de  faleera  qei  aatlefent  aas 
dqaatloae 
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aont  reels  et  e^aux,  r^cls  et  distincts,  ou  imaginai 
res,  Selon  que  le  deteruiinant 

a  h  g  p 

h  b  f  q 
9  f  c  r 
p    q  r 

e«(  atfro«  positif  oa  n^gatif. 

{.  3. 

D^terminons  la  fonction  qoi  annonee,  si  les  deax  systömea 
de  valears  qai  satiafout  aiuc  dqaaUoiis 

•f-2rxti>  =  ü. 

aont  reeU  et  dgaax,  rdela  et  diatinet«,  ou  imaginairea. 

\jh  fonction  susdite  peut  «tre  trouvee  en  eliminant  z  et  to,  et 
en  lormant  le  discriminant  de  IVquafioii  qni  resutte  de  cette 
mioation.  On  ohtient  U  fonction  elu  rciieo  fious  une  forme  pluM 
aimple,  eit  uppli((iiaiit  des  raisoniiRiiHMits  uii  peu  differents  de  ceux 
du  paragrapbe  precedeot«  On  parvient  alors  ä  la  reaultatite  dea 
e(|uatiou8 

l  du  dz     1  Bn  dw 
«r  +  »5  +  «w  +l»»-ä-3;  -a, -js -g^-  ■ 


.       ,   .         I   du   dt     1  du 

1  dl£ 

M  -l- ly  -I-  CS  +na—  ^. 


+  ^Sf  +  w  +  du? 
«*  +  fty  +    +  öiü 

Dana  cea  ^quationa  les  variablea  aont 


l  du 


=  0. 

=  0, 

=  0, 
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1  du  I'd» 

Les  valeurs  de  &*  ^  »'oblienpent  en  diff^ren- 

tiant  les  deox  ^qutloii«  lin^aires  donnde«.  Aprto  quelques  rd* 
dnetioM  la  rd«iiltente  du  prdcddent  vt«Dt  §mm  ^  fonne 


a 

n 

m 

p 

«1 

n 

b 

i 

9 

ß 

m 

i 

€ 

r 

y 

n 

P 

9 

T 

d 

a 

« 

ß 

r 

«1 

ßl 

yi 

Qaand  ce  d^terminant  est  nul,  les  cieux  syst^me»  de  racine« 
8üitt  ^gauz.  Pour  voir  quel  signe  se  rapporte  aux  racines  imagi- 
oaires,  supposoos  les  quantttes  a,  b,  c,  d  positives»  /  =  m  =  fl 
=:p=^=:r  =  a  =  /J  =  ai  =  z=i  y^,  Alors  le  premier  niQRibre 
de  requätinn  du  second  degrd«  consistant  en  la  somtne  de  quatre 
carr^s,  ne  saurait  s'annuler  pour  des  valeurs  rdefles  des  varia- 
bles; eo  Sorte  que  les  racines  suot  imagiDaires.  Le  determmaot 
devieot 


a 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

6 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

e 

0 

y 

0 

0 

*0 

0 

d 

d 

4 

0 

0 

y 

ö 

ü 

0 

0 

Le  «igne  pln«  «'«ccorde  dane  am  laa  raeioes  iougiaaSre« ; 
le  eigiie  moina  avee  lea  racinea  rdellea  et  dbtiDctee. 

Je  revii'itdrai  plus  tard  sur  la  prnpriete  de  ce  paragrapbe-ci. 

En  poarsuivaiit  lea  raisonnemeota  prdcddeata  on  troave  eo 
gdodral : 

£tant  donndea  ane  dquation  du  aeeoad  degrd  et» 
äqaatiooa  Hndairea,  ea  peot  derlre  «oea  la  forme  d'on 
ddtermiaaat  la  fonction  dea  eeefficienta  qai  doit  a'an- 
aaler,  paar  qne  lea  deuz  ayatAmea  de  raeiaee  aolent 
dgaux;  qaand  ce  ddtermfnatit  n'eat  paa  adro,  son  signe 
iadiqne,  ai  lea  racinea  aeot  rdellea  oo  imnginairea.  Le 
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signe  plus  exprinie  quc  le«  racines  sont  imaffi  n  ai  res» 
dans  ie  cas  d'un  nombre  jiair  fi'equations  linfaire»,  et 
reelles  dans  le  cas  d'un  nonibre  jmj^air  d'equations  Ii* 
neaires.   Le  oombre  des  variables  est  n-{-\. 


Proprletea  g^ometriqae«. 
{.  6. 

Que  r^quatioD  gönäraie  da  meond  degr^  6o  coordoDiidM  tri* 
lludairee  0oit 

qoe  rdqnatioD  d'nno  droite  eolt 

;?a  +  ^/J  +  ry  =  0. 

De  la  propri<$t^  enoncee  k  la  fin  da  2.  s^ensuit  imm^diate- 
ment,  que  les  deuz  polnts  d'I ntersection  de  la  droite  et 
de  la  coarbe  colncideot,  quand  le  determinant 


o  h  g  p 

h  b  f  q 

g  f  e  r 

p  q  r 


eet  dgel  k  buI;  que  leepoiete  d*inter«ectien  eoottdele 
et  dlstieets,  qaandQeat  poeitif;  et  qoe  eee  poieteeont 
Imegiiieiree  queed  Q  eet  adgetif. 

Si  At  B  ei  C  eont  preportiooele  aiiz  eAtde  da  trieagle  de 
r^fdrenee^ 

est  r^qoatioD  de  la  droUe  situ^e  k  distanee  infinie.  Je  d^signerai 
cette  droite  per  q.  Le  determinant  qui  nous  apprend,  si  les  polnts 
d'intersection  de  17  et  de  la  coiirbe  dn  seeood  degrd  sont  coloei- 
deots»  rdeJe  et  distliicta,  oo  imaginaires,  est 


P  = 


a   h   g  A 

h  b  f  B 

9  f  €  C 
ABC 
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S.  6. 

La  coniqoe  repr^ent^e  par  T^quatioo  g^ntfralf  du  Mcoad 
d«grd  »  vn  point  doobl«,  ai 

a   h  y 

üs  h  b  f  sa 
ff  f  e 

Ce  d^terminant  est  appelö  le  diacriminaDt  oo  l'hessieo  d«  l'd- 
qoafiaii  da  aecond  dagrd. 

Qoaiid  if  s    Im  troia  bindmea 

oÄ— Ä*,  6c—/*,  ctt — g* 

ont  le  iD^me  aigoe,  et  Q  a  le  signe  contralre  de  eea  biodinea. 
<j$almon,  Modern  higber  algebra,  36$  Baltaer*  Determi- 
oaoteo  §.6^4)* 

Oeoe  qaand  BssO,  et  Tan  dea  bindmea  oögatif,  lea 
poiata  d'lnteraeetlea  de 

et  de 

noat  rdela  ponr  tontea  les  valenra  de  p,  q,  r.  Ces  pointa 
d'lntersectien  aont  imaginaires  qoand  £f  =  0  et  Tan 
dea  .bindmea  peaitiL  {P  dtant  diffdrent  de  adre). 

CMvteBB^en  MllB^alren. 

{.  7. 

Dans  la  discussion  soivante  je  fera!  un  usage  contiaoel  de  fT» 
de  P  et  dea  bindmea  dn  paragrapbe  prdcedeot. 

L'dqnation  gendrale  du  aeeond  degr^  pent  reprdaenter; 

1.  üne  hyperbole. 

2.  Une  parabftle. 

3.  Une  eiiipse. 

4.  Un  iien  iinaginalre. 

5.  Deax  draitea  qnl  ae  cenpent. 

6.  Un  point  k  dlatanee  finle. 

7.  Denx  droitei  paralMea. 

8.  ün  point  ä  distance  infinie. 

9.  Dens  droites  coiucideotea. 


% 
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Remarqae.   Comme  exeupie  de  6.  on  a 

.  (pa  +     + 17)*  +  (Pia+VilS+ny)*  =  ^ 
quand  lei  deux  droile« 

ne  «oat  pas  paralleles.  Quand  cea  droit««  soDt  pmll^a»  on  a 
an  oiomple  dn  buiti^iiio  eaa. 

CafaeMres  de  ces  oas 

1.  Le  lieu  n*a  pas  de  point  double  et  il  eat  rencontr^  par 
«7  ett  deos  poiata  rdcüa  et  dUtiocta.  Oo  doit  donc  a?oir 

2.  Le  lieu  n*a  pas  de  point  double,  et  il  eat  rencontr^  par 
^  en  deux  poiata  eoloddenta.  On  a  donc 

^^0  et  /'sO. 

3.  et  4.  Le  lieu  n'a  pas  de  point  double,  et  il  est  rencotitr^ 
par  ^  en  deaz  poiota  imaginaires;  dana  cea  deux  caa  on  a  done 


if  ^  0  et  p<a 


Ponr  discerner  l'ellipse  d'aver  »in  lieu  imairinaire,  remarquons 
CM1  preniier  lieu,  qua,  daiis  les  deux  ras,  l'equatiün  [generale  da 
eecond  degre  peut,  par  une  Substitution  reelle  et  iineaire»  4tr« 
rddntte  a  la  forme 

iii«t*+^ijP4c,y*  =  0. 

Quand  le  lieu  est  imaginairc,  les  trots  rnrres  sont  tou»  posi- 
t'if«  ou  tous  itegatifA;  quand  le  lieu  et  une  rilipse,  les  troi«?  rarres 
n'ont  pas  le  nienie  signe.  Or  d*apr^8  ßaltzer  §.  14,  12  le  nombre 
des  carr^8  nögatifs  eat  ögal  au  nombre  des  variationa  de  aigae 
de  ta  söfie 

Quaoü  ia  quautite  ab — est  positive,  tandis  quo  a  ei  O 
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fioßt  nei^atifs,  il  y  a  trois  variations  de  «ii^ne  et  par  cona^qaeot 
troia  carr^  D^tifa.   Le  lieu  est  alora  imaginaire. 

Qnaiid  lea  quantiMa  oft^A*,  a  et  if  aoat  poeitiraa,  II  n'y  a 
aoena  carrtf  a^atif.  Le  llao  eat  eaeoro  Iniaginalre  alora. 

« 

Dans  les  autres  snppositions  que  Ton  peut  faire  ä  T^gard  des 

aignes  de  a,  ab — et  U,  ou  a  uii  oa  deox  carrös  negatifs.  Od 

ff 

a  doneponr  un  lieuimaginaire  ob — A*  poaitlf,  ^  poaitif;  ponr 

ooe  ollipse  ces  conditions  ne  sont  pas  reoiplies  toutes  ies  deux. 

Reaiarqne«  Sl  a  on  ad— A*  füt  n^ti(  on  lea  remplacerait 
par  a  et  Ae— /*»  on  par 

e  et  Ca— flf". 

5.  Le  lieu  a  un  point  double,  et  il  est  rencontrö  par  n  en 
daax  pointa  räela  et  diatiacta.  Par  conaöqnent  on  doU  avoir 

ir»o.  P>0. 

6.  Le  lieu  a  nn  polnt  double >  et  il  eat  reneontrö  par  en 
doaz  pointa  Inaginairea.  On  a  doac 

JSfszrO,  P<0. 

7.  et  8.   Le  lieu  a  un  point  double,  et  il  est  rencontr^ 
ea  denx  pointa  colneidenta.  On  a  donc  dana  lea  deux  caa 

Quand  le  lieu  ae  compose  de  denx  droites  paralleles,  Ies 
points  d'intersection  du  lieu  et  d'ane  droite  quciconque  sont  r^els. 
D*apr^  lo        00  anra  dana  ce  caa  an  des  biodmea  n^gatlf. 

Qnaiid  le  Hau  ae  rddnit  A  an  aenl  polnt,  alera  loa  pointa  dln- 
teraectiep  do  Ben  et  d*nne  droite  qnolconqne  aeront  Imaglnairea 
en  göndral.  On  anra  dana  ce  eaa  nn  dea  blodmea  poalttf. 

9.  En  remarqtiant  que  Tequation  du  second  degr^  doit  ^tre 
nn  carrö  parfait,  par  rapport  aux  variables,  ou  a  iunnddiatomeat: 

«6— A*  »  6c— ^  SS  CO—/*  SS  0. 
{.  9. 

il  y  a  doac  dea  reUtteaa  analytiques  qui  doi?ont  exister  dans 
lea  divera  caa.  Cea  relatlona  aeot  diffdrentea  ponr  lea  divers  cas 
et  tellea,  que  lee  relatlooa  qnl  dolTont  eslater  dana  danz  de  cea 
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cafi,  ne  peuveut  pas  exister  eo  nieme  temps.  Od  pect  dooc  r^i- 
proqaement  de  rexi«leoce  des  relaüons  condare  i  la  figure  du  lieo. 

Ed  rdmmuivt 
JS^OpP^Q    annoDce    ane  hyperboU; 

ff 

ab'^h'^  et  ^  toutt  leä  dciuL  negatifa  oft  l'ttD  dea  deox  otf> 

gatif»  P^O  noo  elUiisei 

H 

ab — A*>0,  ~>0»  P<0   UD  lieu  imagiDaire; 
» 

H^Qf  P^O  d«ttz  droltee  qnt  eov 

pest; 

tfsOt  P<0  Qn  eeul  point; 

£f=0>  /^  =  0,  UD  des  binömes  nägatif 

deüx  droitea  paralielea; 
M^Q»  P—Op  na  dee  biodmea  poaitif 

«D  point  i  dietance  infini«; 
Lea  trete  bindiiies  idre     denz  drei  loa  colneideBtea 


i.  10. 

SoU  i'^quatiea  g^o^rale  da  aecood  degr^  en  ceordoonöea  quadri- 
plaoairea 

Je  d^aigne  par 

on  plaa  quelconque;»  par 

le  plao  a  diataace  iuünie. 

De  la  proprtdtd  du  g.  3.  auit  immddiatemeal^  qae  lea  pei ata 
d'interaeetleo  da  la  aurTace  da  aeeead  degrd  et  de  la 
dreita  reprdaeatde  par  lea  deaz  dqaatieaa  da  prämier 
degrd  eeVaeident.  qaaad 
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Ä  = 


a 

n 

m 

p 

A 

n 

b 

l 

B 

m 

1 

e 

r 

C 

P 

T 

d 

A 

D 

A 

A 

B 

c 

D 

est  ägal  a  z^ro;  que  les  points  d'intersection  sont 
r^els  et  distincts,  quand  R  est  negat'if;  et  que  lea 
points  d*inter«ectioD  sont  iniaginairea«  quand  H  e^t 
positif. 

}.  IL 

D^ignons  encore  par  H  le  discriminant  oa  ThaMtoii  de  l'^- 
qofttlQB  g^aMe  do  mond  degrd  i  qnatre  variablaa. 


0  = 


u  n 

n  b 

m  l 

P  9 


c  r 
r  d 


Quaod  H  =  0^  ia  surface  a  un  point  double.  (?oyes  Saimoo 
Gaoraetry  of  three  dimeoaiona  art  63.) 

Quand  JtU+Biß-^Qv-^  B^SssiO  toaeho  i  Ia  rarfoce  da 
dagid»  an  a  (royas  Salvan  art  76.) 


a 
n 


Ii 
6 
/ 


P  9 


m 
l 

e 
r 


P 
9 

T 

d 


A 


I 


=  0. 


ift  A  Ct  A 

Quand  Q  =  0 ,  Hntersection  de  la  surfare  et  du  plan 
i4ia+Äi/5+Ciy  +  />,d  =  0  sc  reduit  ä  un  aeul  point  pour  une  sur- 
face  du  aecond  degre  qui  iTest  pas  r^gUe  et  riDteraectiori  con- 
State  en  denx  droites  pour  ane  aurface  gauche.  Dans  le  premier 
caa  R  sera  positif  (voyez  §.  10);  dana  le  second  cas  R  «era  nö- 
gatif.  Or  Q  etant  nul,  //  a  le  eigne  contraire  de  Ä.  (voyea 
Baltzer  §.6,4).   De  tout  ceia  suit  la  propri^tö  remarquable: 

Pour  laa  anrfaeaa  gaacbea  da  second  degr^  H  tmt 
poaitif;  poar  laa  surfaces  da  aacond  dagrd  qni  na  aont 
paa  rdgldaa  B  aat  ndgatif. 
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Qmmd  Qft  difftfrent  de  nal,  !•  pUn  Aiu-i^Bißi-CiY^Üid^O 
n'est  pas  (angaot  k  la  nrftca.  Pmt  b  dlfcmsloii  de  rdiiufloii 
gdodräle  en  coordenedee  ^midriplmoairae  €*e«t  en  problAme  letd- 
reenaot  de  dietinguer  alore,  ei  Im  coorbe  d'lntereeetlee  du 
plen  et  de  Im  enrfaee  est  rdelle  on  tmaginaire. 

En  diKcutant  i'equation  du  seeond  degrö  en  coordonnee^  tril!- 
näaires,  nous  avnns  vu,  que  c«tte  ^natioo  repräjeote  un  lieu 
imaginaire,  quaud  la  aerie 


« 
k 


b 


a 
h 

9 


h 

b 

f 


9 
f 
e 


olte  tfola  wfaüoiia  de  aigse,  «la  ii'en  efre  ancime«  Eiimipaat 
d  entre  l'dqaatlon  de  plan  et  eelle  de  la  aurfaeet  on  obtlent  vna 
dqnatlen  entre  lea  «,  y  de  la  eoarbe  d'interaeellen.  Ce»  coor- 
denndea«  dtant  lea  dlatancea  k  Iroia  plana«  ont  vne  algnifieatlon  na 
pen  diffdrente  de  la  aignification  den  eootdonndea  trilindaitea;  male 
on  y  pent  applUiaer  lea  mdmea  raiaonnenienta.  AprAa  l'^limination 
anadite  on  ponrralt  donc  former  lea  temiea  de  la  aerie  (a),  et 
oompter  enanile  le  nomlire  de«  variations  de  signe.  Maia  cette 
i^limiDatloB  nerait  prolize,  et  Ton  obtiendrait  les  tenne«  de  1« 
•drio  aaiia  dea  fornea  eompiiqodca.  J'dviteral  tont  cela. 


Le  demier  terrae  de  la  serie  est  la  fonction  qol  doit  dtre 
nnlle»  pour  que  la  coniqae  ait  an  poiot  dooble»  et  an  raiaonnement 
taat-i*ftit  analogne  k  celol  du  {.  i,  noca  fait  vobr,  que  eette  fonc* 
tioD  pent  ae  mettre  aooa  la  forme 


m    n  m  p  Ai 

n    b  i  g  Bi 

m   l  e  t  Ci 

p     q  t  d  Dl 

Ai  Ci  A 


Or  dana  le  dernier  terme  de  la  o^rie  (a)  a6ca  le  eigne  plan, 
et  qoand  on  effectne  r^limination  indiqnde  on  obtlent  de  nouveao 
le  produit  fl6c  avec  le  signe  plus;  tandis-que  dana  Q  ce  prodult 
a  le  f:i{rnp  mnin^.  Le  dernier  terme  de  la  adrie  (a)  a  donc  le 
eigne  contraire  de  Q* 

Obaervomi,  que  eben  lea  coniques  ob-^k*  eat  la  fonetlett  qai 
doit  dtre  sdro>  pour  qoe 
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ait  deux  racines  coVnci  Jentes ,  et  qiie  le  nouvel  nb  —  h'^  est  la 
foDCtion  qui  doit  ^tre  zäro,  pour  qoe  Ton  puisse  sati^fairc  par 
deox  syntemea  de  faleurs  coYncidentes  aux  equations  que  l'on 
obtient,  en  prenanty=0  dans  les  deux  ^uatioos  (lonnöes.  Cette 
fooctioD  peut  6e  mettre  sous  la  forme 


a    n  p 

n     b  q 

p     tj  d 

L»  nonvd  a  pmit     mettre  «ous  la  forme 

a  p 
p    d  D, 

hm  rtfaaltal  de  tont  ee  qal  prMde  eet: 

La  conrbe  d'intersection  est  imaginaire,  quand  ia 


1  — 


«  P  ^1 
p   d  Jh 


a  n  p  Ai 

n  b  g  ßi 

p  q  d  Üi 

At  Bt  A 


-  Q  (b) 


offre  tfoiä  Variation«  de  signe  on  n'en  offre  «aenne; 
la  eoarbe  d'intersection  n'est  pas  imaginaire,  qoand 
il  y  a  aoe  on  donz  ▼ariatiooa  de  aigne  daos  la  ro^me 
a^rie. 

Coordoimeea  «ivA^riplaBalreo. 

{.  la 

L'^qnation  generale  du  second  degrö  peut  reprösenter 

1.  Un  hyperboloTde  i  une  oappe* 

S.  Un  byperbotoTde  4  deaz  nappes. 

3.  ün  ellipsoide. 

4.  Un  paraboloYde  hyperbolique. 

5.  Un  paraboloide  elüptique* 

6.  Ua  cdno. 


Thea  U 
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7.  Cn  point  a  distaocQ  fioie. 

8.  Vn  lieu  imaginaire. 

9.  ÜQ  cylindro  hyperboliqne« 
10»  Utt  cyliailro  pmboliqae. 

11.  Un  eylindr«  eHiptiqoe. 

12.  Un  point  ä  distance  infinie. 

13.  Deux  plans  qm  se  coupent. 

14.  Deux  pians  paralleles. 

15.  Une  droite  ä  distance  finie. 

16.  üne  droite  ä  dialaoce  infinie. 

17.  Deux  plans  coTncidents. 

y 

§.  14. 

Caracteres  de  ce«  cas. 

Dans  cette  discuasion  IT  a  la  signification  da  $.  11t  et  P  est 
le  d^terminant 

a     n    m     p     A  \ 
n     h      l  q 
m     l     e     r    C  , 
p     q     T     d    D  \ 
A    B    C   D  I 

qni  indique,  si  le  plan  k  distance  iuüuie  toacbe  a  la  surface  ou  non. 

1.  L'hyperbotoTde  k  nne  nappe  est  itne  snrfaee  gavebe,  «€ 
eile  n*est  pas  tangente  an  plan  k  distance  infinie  qne  nons  indi* 
qeerons  par  |.  On  a  done 

2.  et  3.  L'hyperbeloTde  k  une  nappe  et  TdltipsoTde  ne  sont 
pas  des  sorfaces  rdgldes,  et  Iis  ne  sopt  pas  tangents  k  ^  Peor 
Ton  et  l'antre  en  a  done 

Pour  les  distingner  Ten  de  raofre  remarqnens»  que  l'hyper^ 
boloYde  k  nne  nappe  est  Teaeontrd  par  |,  et  qne  rellipsofide  ne 
rest  pas.  La  sdrie 
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1  — 


a  p  A 
p  d  D 
A  D 


a  n  p  A 

n  b  g  ß 

p  q  <l  D 

A  B  D 


(c) 


offre  dooc  trois  variatioii«  de  «igiie,  ou  eile  n'en  oflre  aocane  daes 
le  eac  il*iin  ellipeofde.  Cette  aifrie  offre  une  ou  deox  varlatioiia 
de  eigne  dane  le  eiw  d*Qn  hyperboloTde  k  deoz  nappes. 

4.  Cn  parabelolde  hy|ierbolique  eet  une  aurface  gaucbe  tan- 
geete  &  |;  eo  a  donc 

yy>o,  /^  =  o. 

5.  Ue  paraboloTde  elliptique  eet  uoe  «urfaee  qui  n'eet  pae 
r^de,  et  qoi  eat  taegente  ä  (;  en  aorte  que  Ton  a 

i5r<0,   P  =  0- 

6.  et  7.  Pour  an  cdne  eomme  pour  uo  eeol  point  &  dlstance 
finie  on  a 

//  =  ü,  P^O; 

rnais  rintersectian  du  cone  et  de  ^  C8t  reelle,  tandis  fjno  Tinter- 
seL-tlon  d'uii  point  a  distance  linie  et  de  ^  est  iiii.iLjinaire.  La 
Serie  (c)  offre  doiic  1  ou  '1  variations  do  signe  dnns  le  cas  du 
cone;  cette  serie  offre  0  ou  3  varintion^  de  signe  dan«  le  cae 
d  un  point  a  distaucc  tiiiie. 

8.  L'dqoatfon  gdndrale  peut,  par  ene  «ebetlfiition  lindaire  et 
rdelle,  Atre  rdduite  i  Ia  forme 

qaaod  ancan  dea  ddterroinanta  euiTanta  ne  a'annole 


I 


n 


n 
b 


a 
n 

m 


m 
i 
e 


Le  nofnbre  des  earres  negatift«  daii^  requation  reduile  eat 
egal  au  iioinhre  des  variatiom»  de  eigne  qtroffrent  leg  cioq  quan« 
titäe  pr^cedentes.  Si  ces  quaiitites  n'offrent  qne  dea  variationa 
de  sigoe,  toua  lea  carrds  sont  negatifs,  et  le  lieu  «et  imaginaire. 
Si  les  memes  qoantit^s  sont  toutes  positiveK,  il  y  a  qiiatre  carrda 
poaitifa*  et  le  liea  eat  encore  imaginaire.    Dana  cea  deax  caa 
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B  Mt  posilif«  Itociproqueiiieots  pour  DB  lim  imagiiiaiie  P  Mt 
Mx9  diitrent  d«        taödl«  qoa  la  9^ie  (d)  n'ofr«  qv«  des 
fiatioBs  de  eigne  oo  e'eD  offre  eocnue. 

Pour  Uli  hyperholoide  ä  uno  nappe  oti  a  H'^O,  comme  pour 
un  Vieü  imagifiaire;  iiiaiH  daDs  le  preoiier  cas  le  nombre  des  va- 
riations  de  8ii;ne  dan.s  la  8eric  (d)  e^t  2;  tandie  que  ce  Domlire 
est  4  oa  0  pour  uu  lieu  iiuagina'tre.  ^ 

0—17.  Datie  tone  lee  «utree  cae  on  a  B^O,  PssO.  Aio 
de  diecerner  entre  oee  eae»  remarqnene»  qoe  dane  eee  diffdrenta 
cae  lee  eooriiee  d'intereectioii  de  la  enrface  et  de  plan  dee  9  eoat 
feepeettveinent  les  coarbes  que  aone  avone  diaentdee  eliea  lea 
coniques  dana  les  cae  de  1  9»  Ob  a  donc  pour  les  cas  de  9 
k  17,  daos  le  m^me  ordre  ^  tea  earaettree  qni  ont  dtd  donnde 
paar  lee  eeclioBe  coBiqnea» 

A  r^gard  du  demier  cas,  observons»  que  l  equation  du  second 
degrö  doit  ^tre  un  carrö  parfait  par  rapport  aux  variables,  ce  qui 
doDoe  immddiatement 

a6 — »*  s  ae— ei*  s  mi       SS  6c— SS  M       s  ed— =s  41. 

La  coorbe  dMotersection  aoadite  coaeiate  eo  denz  droites  pa- 
ralleles, quand  la  enrface  se  compose  de  deox  plana  paralleles. 
Penr  nn  cyliodre  la  courbe  d'interaeetleo  cenaiete  de  rodme  en 
denz  droitee  peralMes,  quaad  le  plaB  dee  d  est  penUdle  mm 
aidtee  de  eyliadie;  naie  eela  ne  pent  dtre  ml  k  T^gard  de  trole 
plaoa  dee  eooTdonadee. 

On  pcut  faire  dee  remarques  analoguea  daos  qoelquee-nae 
dee  autrea  cas. 

t.  15. 

Ayaot  troovtf  des  relations  qui  doiveot  exister  dan«  les  divers 
cae,  et  ces  relations  dtaet  telles,  que  Celles  qui  doivent  exister 
daaa  deox  de  ees  cea  ae  peavent  dtre  Tdiifidee  en  mdme  temps, 
OB  pent  fdciproqueneBl  dee  relatioBa  eoadare  an  genre  de  la 
enifeee. 

£b  ideonant  on  a»  i  l'aide  de  ff,  de  P,  et  dea  adriee 


a  p  A 

a  n 

P 

A 

1 

p  d  D 

n  b 

9 

B 

P  9 

d 

D 

A  ff 

ff 

ä  faigeire  ei  ä  ia  $imnitri9. 
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a  n 
n  b 


a.  n  m 
n  b  i 
M  i  e 


(*) 


^>  0»         0,  deax  Fariatioos  de  »igoo  daiui  la  sörie  (d;  aonoiice 
OB  byperbQloFde  4  an«  nappe. 

ir<0,  P^O,  an»  0«  d«ax  mlattoM  d«  aigoe  d«M  Ia  «diie  (c): 
HD  liyporboiold«  i  doax  nap^pe«. 

^<0,  P^O»  0  OB  3  TBriaCioDa  de  Bigae  daaB  k  adrle  (e); 

BD  eilipaoTde.^ 
I7>(|,   PsO:  parabololda  hyparboliqa«. 

/r<0,    PsiO:  paraboloide  elliptiqaa. 

ti  =  Q,   P^0»loa2  vanatiooa  de  aigne  daoa  Ia  adrie  (e): 

aa  cdBB. 

B^O^  P^O.  0  OB  3  vBfiafioBB  de  algae  daae  la  adife  (e): 

an  poiat  4  diataaee  fiaie. 

a>0,  P^O,  la  Bdria  (d)  offra  0  aa  4  variatiBBa  da  algaa: 

BB  lieu  imaginaire. 

Reste  4  ddlermiaar  la  geafe  de  la  sorface  qoand  ff  =  0, 
P  s=  0.  D^tgnona  par  w  la  caarba  d'ialeiaeetioa  da  b  aarfaca 
et  da  plaa  dea  d. 

9K  est  aae  byperbole:  ub  cylindre  byperboliqBe. 

n  Bat  aae  peiabole;   aa  cyliadre  paraboliqaBb 

n  est  ane  ellipse:      un  cyllodre  elliptique. 

n  BBt  IfliagiaaifB:       aa  poiat  4  diataaee  la  fiaie. 

n  coosiate  en  deux  droitos  qui  coupent: 

deux  plana  qui  se  eoapent. 

n  eaariita  ea  deaz  dreltea  paraUtfea: 

deflX  plaaa  paralUlea: 
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a  est  uu  poiiit  a  disUncc  finie: 

une  droUe  a  dUtaoce  fiuie. 

n  est  nn  point  k  dtstance  infioie: 

alte  droite  k  di«t«nee  iefiale. 

Ce  ^ue  IUM18  avoiw  remarque  ä  la  fin  du  parapraphe  pr^e> 
dent,  110118  moiitre  la  iiecesfiite  de  i'aire  naage  daua  quelques  caa 
des  untres  plans  des  coordoun^s. 


C«K»rdoiiiieea  ordinaires. 
5.  16. 

L  equation  tjeiieralc  des  t.ourbes  du  fecund  fle[»re 
en  coordoiiiii' e  5  ordinairc«  ent  deduite  <le  l'^quatioii  eo 
coordonnees  (rHiiieaires  en  remplarant  rt  jiar  .r,  ß  par  t/,  y  par 
Puiiite.  L  equatiüii  de  la  droits  ä  diätaiice  intiuie  se  rcduit  pour 
ien  coordonneea  ordiiiaires  a 

Le  di«»criuiinaut  //  iie  cliauge  pas  et  le  deleruitiiaiU  P  «e 
reduit  a 

a  h 
k  ö 


Au  lieu  des  caractere«  du  paragraphe  9  oo  a  donc: 

//^O,    a6  — /i*<0   anuohce  une  by  per  hole; 

/y^ü,  aO—h'^=0  une  paraboi«; 
// 

—  <0,  a6  — /*''^>U  uue  ellip»e; 
II 

—  >0,  a6— A^>0  an  Ueu  imaginaire; 

H  =  0,  a6— A^<0  deux  droiteü  qui  se  coupeiit; 

■ 

Ä=0,    «6  — A*>0  un  seul  point; 

Ü=^Q,   <i6— A^=0  uu  des  biadiues  negatif 

deuz^droitea  paralleles; 
^=0,   ab — h*s=iO,  un  des  bindmes  posHif 

Uli  point  k  distaoce  inflnie; 
les  trois  bindmes  sdro  de  uz  d  reite  s  eeirneidentes. 


» 


a  i'aiitebre  et  ä  la  geometrie, 

J.  17. 
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L'^qaatioB  generale  des  nurface«  du  second  degrA 
•n  coordonn^es  orHinaires  est  d<^duite  de  lequatioii  ra 
coordoniiees  quadriplanaires  eu  rempla^aot  a  par  ß  par  y 
par    6  par  TanUd. 

L'dqaatloo  du  plan  k  diataoc«  iofinie  «e  rdduit  dana  ce  caa  k 

he  diacrimioant  et  la  adrie  (d)  oe  changeot  paa.  Le  ddtar- 
mlaaat  P  davieat 


a  n  m 
n  b  l 
m  l  e 


La  nerie  (c)  devieiit 


1 

a/>*      1  * 

n 

a 

n  m 

1  n 

ö 

n 

b  l 

m 

i  c 

et  conime 

Oll  ne  lait  usajje  que  den 

sig 

ileü  quaritites  prece 

deiit«$4  on 

peut  reiuplacer 

cette  Serie 

par 

1  a 

n 

n 

a 

n  m 

n 

6 

n 

6  i 

m 

l  c 

Ddai^noas  le  dernier  terme.  de  cette  adrie  par  P|. . 

Lcti  caratteres  du  §.  15.  ix;  se  simplifient  pas  considerable- 
taent  potir  Ics  ras  de  1  a  9,  Seuleiueiit  au  lieu  de  la  serie  (c) 
00  a  la  berie  piu«  simple  (e),  et  au  üeu  de  P  on  peut  prendre 

Pont  lea  avCres  caa«  la  aimpliflcation  eal  la  mdne  que  "poar 
lea  coaiipiea. 

(jroiiiiigue,  14.  Avril 
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XU. 

Ueber  conforme  Kartenprojecüonen. 

Von 

dem  Uerautigeber. 


(Xlgar  i.  Tftt  VIIL) 

S*  1. 

Die  für  Cieodäsie,  Geographie  und  Astronomie  so  wichtige 
Theorie  <ier  Kartenprojectionen  hat  in  neuester  Zeit  die  Aufmerk- 
samk^^it  der  Mathematiker  wieder  mehrfach  in  Anspruch  genom- 
men, und  et»  %»i  über  diesen  grosse:;!  Interesse  darbietenden  Ge- 
genstand neuerlich  ein  sehr  vollständi{;es,  empfeblenswertbeB  Werk 
unter  dem  folgenden  Titel  erschienen: 

Traite  des  Projections  des  carte«  g^ographiqne«, 
re preseotation  plane  de  la  sphdre  et  do  spb^roid«  pftr 
A.  Germain,  ancien  eleve  de  T^coie  polytecb niqne,  In- 
genieur bydrograpbe  de  iamarioe,  membre  dela  societ^ 
de  göograpbie.  Premiere  partie:  Theorie  des  projec- 
ttons.  —  Deaxiime  partie:  Constructioo  et  asage  des 
j»rinc?pates  projections.  Accompafjnees  de  liplanches 
pra  \  ees.  Ouvrage  appronv^  par  S.  Exc.  le  IMinistre  de 
Iri  iMarine  et  des  Colonies  Paris.  Artboa  Bertrand 
editeur.   8®.  (ebne  Jahreszahl.). 

Aach  eine  in  den  ^ An tronoml aeben  Maebrichten  Nr. 
1704.  S.  360."  gans  nenerlieh  ▼erOffentliebte  Ferdienatliebe  Ab» 
bandiung  dea  Herrn  Profeaaer  Wittateln  In  Uannever:  nCeber 
cenforne  Karten« Projeetlenen'%  trelcber  ancb  eine  Karte 
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TOD  Asieo  io  confonner  Projection  beigegeben  ist,  verdient  Er- 
wibnong;  die  titeren  Werke  fiber  diefleo  Gegenstand,  deren  na- 
mentlieb  Deatocbtand  eine  grössere  AosaJil  beeilst»  aind  fainrei- 
cbend  bekannt. 

Sehr  erfrealich  ist  es,  d«M  niM  in  d«n  gMannten  oMeren 
Arbeiten  wieder  auf  eine  ältere  Abhandlung  Ton  J.  iL  Lambert, 
die  woU  fast  in  gänzliche  Vergessenheit  geratbao  war»  awfieli» 
gegangen  la^  waieba  Abbaadlnng  aicb  in  dan: 

Beyträgen  zam  Gebraocba  der  Mathematik  and 
deren  Anweadang  durch  J*  H.  Lambert.  Mit  Kupfern 
and  Tafeln.  Dritter  TbelL  Berlin  1778.  9»,  Nr.  VL 
&  105  bla  8  m. 

aater  ioigaadam  Titel  fiadet: 

Anmerkongeo  and  2aaitae  snr  BntwerCnng  4er 
Laad*  nnd  Himmelakarten. 

Gev^iss  verdient  die  Gerechtigkeit  alle  Anerkennung,  welche 
der  franzusische  Mathematiker  dem  trefflichen  Lambert  zu  Theil 
fferden  lässt ,  wenn  er  io  der  Vorrede  p.  VI.  aeinea  empfehiena- 
wertbeo  Werkes  sagt: 

M  Lambert  eat  eelal  ^ni  revieat  te  plva  aevtent  dann  llilateire 

de  cette  brancbe  de  la  gäograpbie,  et  l'ea  pent  dite  ^pte  lHlaatra 

prafeaaear  de  Berlm  a  detd  Tart  dea  proieetlena  de  pina  de  md* 

tbedea  iBgdnieaaee  et  ntÜee  qne  tone  cenz  qul  ae  aent  oceopde 

de  mAme  aajet  avant  oa  apres  Inl.** 
• 

Vorzüglich  beraerkensTTprth  ist  es  aber,  dass  die  ron  Gauaa 
in  seinen  berühmten  und  aligemein  belvannten  scharfflinnlgen  Ar- 
beiten nber  die  Abbildung  von  Flächen  auf  anderen  Flächen  ent- 
wickelte Projectionsmethodc  im  Wesentlichen  und  in  Betreff  des 
eigentlich  in  der  chartographischen  l'razis  Anwendbaren  auf 
die  Methode  vun  Lambert  zurückkommt,  was  auch  Herr  A.  Ger- 
main  gebührend  hervorhebt»  indem  er  in  dieser  Beziebang  p.  40. 
aeioes  Werkes  «sagt: 

wNeua  reviendrona  aar  celte  prejeetion  Imaglade  per  Lam- 
bert et  pina  connne  aona  le  nom  de  prejeetlen  de  Gauaa.* 

and  p.  56.: 

«»Nena  aTena  ein«  obtenu  direetement«  eemme  l'a  lait  Lam- 
bert, b  projectien  dent  noas  aTona  ddj^  parid  an  (.  4.,  et  qne 
Gaeae  a  trätd  eemme  application  de  ea  formale  gdndraie  dee 
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projections  assujetties  h  la  condition  de  coiiserver  la  Kimilitniie 
des  conliguiatioiis  dans  la  representation  d'uoe  surtace  uiie 
autre'^ 

wo  er  aber  ffaiis  richtig  in  einer  Note  hinznßlgt: 

„du  reste  Gauss,  luin  de  s'attribuer  le  nierite  de  I'invention  de 
cette  prt>jectioii ,  cite  l  allas  Celeste  (!<>,  Uardiiig  public  a  Got- 
tingue  de  1808  a  1822,  et  duot  les  plariches  XIX  ä  XXVI  soiit 
ajsiiujetties  ä  cette  projection  avec  icä  lUüdiGt'atiüUü  que  dous 
allons  indiquer." 

M.  «.  auch  di«  obeo  angefahrte  Abhaudlang  des  Uerm  Pro» 
fesaor  Wittetein. 

Die  ungemeio  wichtigen  und  8charf«iiinigeii  Arbeiten  von 
Gaues  setzen  an  ihrem  VetatSndniss  analytische  Kenntnisse  in 
sienlieb  grossem  Crafange  voraus»  und  enthalten  Vieles,  was  in 
der  Praxia  wenigstens  nicht  unmitteibare  Aeirmidang  finden  Icanu» 
so  hScbst  interessant  dieselben  natdrilcb  in  rein  geometrischer 
Besiehottg  sind ;  dagegen  entliSit  die  Abhandlung  von  L  am  be  rt  das 
Tollstlndig»  was  in  der  Praxis  wirklich  zur  Anwendung  kommen 
dOrfte,  wie  dies  auch  neuerlich  ziemlich  allgemein  anerkannt  worden 
ist.  Die  Darstellung  von  Lambert  llsst  aber  nach  meiner  An- 
sicht Manches  au  wGnscben  fibrig»  und  das  Gewand,  in  welches  er 
dieselbe  gekleidet  bat,  ist  ein  ziemlich  veraltetes;  auch  durch  die 
neueren  Darstellungen  seiner  Methode,  die  sich  manche  Vemacb* 
iSssigiingeii  gestatten»  was  der  erforderlichen  matbeiiiatischen 
Strenge  nicht  immer  entspricht,  bin  ich  Iceines^vegs  vollständig  be> 
friedigt  worden,  und  hoffe  daher  der  Geographie  un^  den  übrigen 
hierhergehörenden  Wisseuschalteti  einen  kleinen  Dienst  zu  erwdsen, 
\renn  ich  im  Folgenden  die  Methode  von  Lambert  —  im  Weseot« 
lidMtt  ölirigens  demselben  mich  anschliessend  und  ihm  folgend  — 
einer  neuen  Entnickelung  unterwerfe,  vtie  dieselbe  nach  meinen 
Ansichten  üi>cr  iriathematische  Strenge  gegeben  werden  niui^s. 
Manche  andere  KesuUate  aus  meiner  lansjnbrigen  vielfachen  Ue- 
schäftigung  mit  der  Theorie  der  K artcnprnjft  (innen  —  wobei  ■  h 
mir  wohl  auch  auf  meine  lriihi>:r<'ri  AbluiiKilunf^eii  über  die  stereo- 
graphi<«che  Frojection  in  Tlil.  XWII  i>ir.  X\V.  S.  250.  ihm! 
Tbl.  XXMX.  Nr.  XXI!.  318.  zu  ver»vei.*en  <'rlauben  dari  — 
hoffe  ich  der  vurliegenden  Abhandlung  später  folgen  zu  lassen. 

Möge  man  es  nicht  unstatthaft  finden,  wenn  Ich  mir  hier  noch 
die  Bemerkung  erUmbe,  dass  ich  einige  meiner  Arbelten  filier 
Kartenprojectionen  in  dieser  hauptsfichlich  der  FOrderong  des 
Untecriehts  gewidmeten  Zeitschrift  um  so  lieber  mittheüen  werde. 


DigitizeC 


Grmneri:  Vtäer  coiifitrme  MarUt^ai^ctiMm*  179 


weil  ich  immer  der  Meinung  genesen  bin,  ({a.H.s  eine  genauere 
Bekanntschaft  mit  der  betreffenden  Theorie  I^ehroru  der  Mathe- 
matik sehr  iiotluvendi^  und  «ehr  su  empfehlen  damit  sie  im 
Stande  8tnd,  auch  den  Lehrern  der  (ieojjraphic  behull  Ii*  h  zu  sein, 
indem  niir  bei  diesen  letzteren  nicbt  bt-itea  eine  völlige  [  nlit'k;Lniit' 
scbaft  mit  der  Art  und  Weise,  wie  geographische  Karten  aiWzu- 
fa»fieu  und  su  gebraueben  sind,  entgegen  getreten  Ist.  Mancher 
aieht  dieaelbeo  wohl  gar  al«  gewuhnlicha  Bil<l«r«  nidit  ala  naeh 
strengen  mathamatlaeben  Prineipien  enlvrorfene,  beatimmtan  An- 
forderungen genügende,  graphiaebe  streng  geometrische  üarstel» 
langen  an,  welches  Letstere  sie  doch  sind,  sein  sollen  und  sein 


j.  2. 

Weil  ich  im  Folgtoden  die  Erde  als  ein  durch  Unidrehung 
einer  mit  den  Ualbazen      6  beschriebenen  Ellipse  am  die  kleine 

Äxe  2A  entstantlenps  Sphäroid  betrachten  werde:  so  scheint  es 
mir  —  da  natnentlicfi  anch  des  am  Ende  d^«  vorher^efictiden  Pa- 
ragraphen augedeuteten  Z^vccks  «  eijeri  vnllii^e  Ueutlif  likeit  und 
rarigÜchst  leichtes  Verstand n»«»«  mir  hier  .sehr  am  Herzen  liegen 
—  an^eme»>sen,  in  diesem  Parai;Ta[)ben  einige  schon  bekannte, 
aber  für  das  Folgende  sehr  wicbti^e,  die  Ellipse  oder  vielmehr 
das  Kütatinnsellipsoid  betreffende  Funiieln  zu  entwickeln,  um  mich 
i^päterbiii  mit  Leichtigkeit  auf  dieselben  beziehen  zu  kuuneo. 

Wir  betrachten  einen  beliebigen  elliptiscben  Meridian»  und 
bexeichnen  die  Conrdinaten  eines  beliebigen  Punktes  auf  nder 
unter  demselben  in  dem  bei  der  Betrachtun«:  der  Ellipse  gewuhn- 
lichen  Coordinatensysteme  durch  y\  die  Breite  oder  vielmehr 
Polhuhe  des  Punktes  (.r?/)  ist  bekanntlich  der  90^>  nicht  über» 
steti^cnde  Neigungswinkel  der  Normale  des  elliptischen  Meridians 
in  liem  Punkte  {xy)  gegen  tVw  F!)ene  des  Aeiprators,  indem  man 
diesen  Winkel  als  positiv  ruirr  ne«5ativ  betrachtet,  je!)achdeni  ficr 
Punkt  (xy)  in  der  nördlichen  od»'r  siidltchen  HSlIte  des  Frdtliip' 
Hoids  liegt,  und  soll  mit  Kuckeicht  hierauf  im  Folgenden  durch 
(ä  bezeichnet  werden. 

Weil  nach  der  Theorie  der  Ellipae 
ist,  so  ist,  vvenu  man  differentiirt: 
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■ 

folgUeh  bt»  wew  «rlr  di«  lanfmden  Coordinaten  durch  u,  9  be* 
Micboen,  naeh  d«o  \Mamk  dar  httbaraa  Gaamatrla  dia  GMcbong 
der  Barübraadan  daa  alUptiaebaD  Maridiana  la  das  Paiikto  (a^) : 

abo  dIa  Glaicbung  dar  Naittale  da«  aOipttiabaii  MiriiBaBa  la  daan 
aalbaa  Ptanbta  (jiy)s 

Dabar  babaa  wir  aacb  da«  Labran  dar  analytiacbaa  Gaanatria» 
faidaai  wir  Mar  x  iiuaar  ala  paaitiv  aaaabmaa,  wla  aa  aiaobar 
▼arafattet  and  awachnlaaig  iai,  dla  gaaa  allgauMia  gtttiga  Glai- 
ebaag: 


Man  ist  aber  aacb  der  Glaicbaog  der  EUipae: 

aliio: 
folglich: 

wetaaa  aleb  aegieieb: 

(a*eoa  tt*    ^aia  S*)«*  ss  a«coa  iS*t 

Qod  folglich,  weil  9  aad  eoaS  ateta  poaltlTa  GrOeaan  aiadt 

 fl*coag  

Va»ce«ö«+*«dn«5« 

argiabt  •  ^ 

Naeb  dem  Obigen  ist: 

folglich  oach  der  torstehendeo  Formel: 

 6*giD  5  

*  VaScaaPT^aal*' 
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Daher  haben  wir  die  folgenden  gam  allgemdliien  Awdtlkk» 
der  Coordioateu  or»  jr  durch  die  üreite  q: 

 a*eoa  5    6*  sin  5  ^ 

die  mu  anch  Mif  folgende  Art: 


edar»  www  der  K«rp«r  wegen 


6«     n«~y    *»     .  . 


geeelil  wird,  naf  felgenda  Art; 


_      neeeg           _  «(l— »t^eing, 

Vl-e«einö»*  Vl-^alnS** 


^Wenn  man  den  Toritehenden  Aasdrucle  ▼on  x  nach  ü  ab 
aaabb&ngige  ver&oderlicbe  Groase  differentUr^  so  erhilt  man  ohne 
alle  Schwierigkeit: 

?-r   o(l  —  e*)  sipg 

dg  -  (l-a«aing«)l* 

liadi  den  Obigen  iat: 
alle«  wenn  man  die  obigen  Anadrficice  von  at  und  ^  einlihrt: 
lad  weil  nun  nach  den  Lehren  der  DifferentiaJreeluiung: 


bt,  80  iat  nach  dem  Vorstehenden  offenbar: 

  a(l— e')coAc5 

""(1— a»alng>5i' 
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Daher  haben  «vir  jetzt  die  beiden  folgenden  ^richtigen  Formeln: 
dx  a(l  —  e^)  sin  (5     dy      a{\—  e*) cos  (5 

Ferner  i^t  nach  dem  Obigen: 
also: 

wenn  man  da«  obere  oder  untere  Zeichen  nionnt,  jenadideni  5 
positiv  oder  negativ  ist. 

Rechnet  man  den  bei  dem  Panicte  {xy)  sieb  endigenden  Bogen 
t  des  Meridians  vom  Nordpole  an«  so  ist  nach  den,  Lehren  der 
höheren  Geometrie  unter  den  gemachten  Voranssetsungen  offenbar; 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenacbdeni  g) 
positiv  oder  negativ  Ist. 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Obigen,  so  erhält  man  auf  der 
Stelle  die  gans  allgemein  gfiltige  Formel: 

sin  (5* 

und  da  nmi  nach  den  Lehren  der  Differentialrechnung; 

Os      ds  dx 

915  ~  Ää: '  85 

ist,  so  futjnacb  dem  Vorhergeheoden  offenbar: 

Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  des  Parallel  kreises  des  Eltip» 
soids  an  dem  Aequator  unter  dw  Breite  S  durch  r,  so  ist  offen' 
bar  TzsXf  also  nach  dem  Obigen : 

^      ecos<5  gcoscS 
*'"'V'r=^»sina)2  "~  (I-s«sinS«)i* 

und: 
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^  _      fl  (1  —  c*)  Bio<i) 
öö         (I  — e«8inö«)r 

Nidi  den  L«hreii  der  Dliamtltlrechiimig  ictt 
und  «reit  nun  nach  dem  Obigen: 

S  =  -  •••s. 

also: 

<|)  _  L_ 

wtf  so  ist: 

a«y  1_      g(l-<«)wng_  _  (i— ening«)! 

elnS*' (l^«8in^  "~     a(l  -  ««)  8inS«' 

Bezeichnen  uir  den  Krummungsbalbtnesser  de*  ^Meridiane 
unter  der  Breite  Q  durch  ^,  so  Ist  bekanntlich: 

folglich  nach  dem  Vorbeigehenden: 

•  "•äinS*'  (1— s««lnS^»"  — (T^^nö^' 

aUo: 

Die  hier  entwickelten  Formeln  reichen  snm  Veratftndniss  des 
Folgenden  vollständig  bin. 

Im  Allgemeinen  wollen  wir  nur  noch  bemerken  ,  dass  die  in 
dieser  Abhandluu^i  zur  Betrachtung  kommenden  Kartenpro* 
jectionen  weder  jjerspectivische  —  wie  die  ntereographische  Pro- 
jection  —  noch  durch  Abwickelung  entstandene  Projectionen  sind; 
dieselben  sind  Zeichnungen,  Constructionen  oder  graphische  Dar- 
stellungen ,  welche  so  dm  entsprechenden  Figuren  auf  der  Oher^ 
Ülche  des  Ellipsoid«  in  gewissen,  snr  Erfllllong  bestimmter  Zwecke 
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dienenden,  späterhin  nSfier  anzugebenden  Verh&itnt&sen  oder  Be- 
ziehungeu  stehen,  wobei  immer  auch,  der  praktischen  Anwendung 
wegen,  möglichst  leichte  Entwerfung  oder  Ausführung  der  erfor- 
derlichen Zeichnungen  ein  hei  solchen  Kartenprojectioaen  aieiiialB 
aus  den  Augeo  so  TerUeronder  GeMchtapnokt  ist 

'        5. 8. 

Dt6  bter  sa  betraehteDde  Projectfon  «otonrerfiaii  wir  d«i 
Ibigtfideii  Bedingnogni : 

1.  Die  Meridiane  des  ErdspbSroids  sollen  durch  von  einem 
Punkte,  den  wir  O  nennen  wollen,  aosgebeode  gerade  Linien 
dargestellt  werden. 

2.  Die  Parallelkreise  des  Erdsphiroida  aollen  durch  aus  dem 
Punkte  O  als  Mittalpiiiiiit  beacbriaban«  coactiitriacba  Kraiaa  dar* 
geatallt  werden* 

3.  Die  Längen  anf  dem  Erdsph.'iroid  sollen  zu  den  entspre- 
chenden Längen  auf  der  Projection  oder  Karte  in  einem  Constanten 
VerhSitnisse  stehen  ,  so  dass  also  die  Längen  anf  der  Projection 
oder  Karte  an*<  deu  entsprechenden  Längen  auf  dem  Erdsphäroid 
erhalten  werden ,  wenn  man  diese  letzteren  mit  einer  gewissen 
Constanten  absoluten  Zahl,  die  wir  durch  ^  bezeichnen  wollen, 
multiplicirt,  wobei  wir  wohl  kaum  noch  besonders  zu  bemerken 
brauchen»  dass  man  unter  den  Lfingen  die  von  zwei  einaoder 
entsprechenden  Meridianen  auf  dem  ErdsphSroid  und  auf  der 
Projection  oder  Karte  mit  zwei  einander  entsprechenden,  als  erste 
angertommenen  Meridianen  anf  dem  Erdsphäroid  und  auf  der  Pro- 
jection oder  Karte  eingeschlossenen  Winkel  zu  verstehen  hat 

Insofern  die  abaoluto  Zahl  (»,  wie  vorbar  geacbehen  ist,  als 
constant  angenommen  wird  —  und  nur  wenn  dies  geschieht  — 
findet»  wie  auf  der  Stelle  erhellet,  das  zwischen  den  einander 
entsprechenden  Längen  auf  dem  Erdsphäroid  und  auf  der  Pro« 
jection  oder  Karte  Statt  findende  Verbiltniaa  noch  zwiacben  den 
einander  ent^rechenden  Veränderungen  der  einander  entspre- 
chenden Längen  auf  dem  Erdsphäroid  und  auf  der  Projeetion  eder 
Karte  Statt»  was  der  folgenden  Entwickelangao  wegen  bceenders 
nn  bemeiken  Ten  Wichtigkeit  iaf. 

Es  sei  nun  —  mit  Bezug  auf  die  durch  sich  selbst  verständ- 
liche Figur —  Pein  hellcbi^er  Punkt  auf  dem  Crdellipsoid,  dessen 
von  einem  gewissen  Meridiane  an  gerechnete  Länge  und  dessen 
Breite  wir  beziehungsweise  durch  ca  und  ü  bezeichnen  wollen. 
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Der  sfriscbeo  diesem  Punkte  P  und  dem  Nordpole  N  der  Erde 
liegende  Meridianbogen  sei  und  r  sei  der  Halbmesser  des  durch 
Pgeheeden  Parallelkreiaes  der  Erde. 

Der  dem  Punkte  P  entspreebeade  Punkt  auf  der  Projection 
eder  Karte  sei  P,  und  dessen  geradlinige  Entfernung  von  dem 
vorher  durcb  O  bezeichneten  Punkte  sei  R\  die  Liege  dee 
Punktes  P'  auf  der  Projection  oder  Karte  sei  il,  wq  diese  Län- 
gen von  einem  ganz  beliebigeii  Meridiane  anf  der  Projection  oder 
Karte  als  ersten  Meridian«  welcher  dem  ersten  Meridiaoe  auf 
dem  ElUpsoid  eotspricbt«  an  gereebnet  werdeo,  und  wo  nacb  dem 
OMgea 

Sl  =  |ico 

ist 

Mao  lasse  jetst  auf  dem  EIHpsciid  m  eod  §  die  peeitivea  Ver- 
iadenmgeD  und  erleiden,  and  beaeichoe  die  entsprecfaen- 
den  VeriUiderangeo  Ton  A  uod  R  a«f  der  P^ojectloD  oder  Karte 
doieb  JSt  und  JR^  wodoreb  auf  dem  Eilipaoid  nnd  aof  der  Pro- 
jection oder  Karte  die  mitteist  einfacher  geometrischer  Betrach« 
leagen  alch  segleieh  als  rechtwinklige,  also  als  gleichwinklige 
Vierecke  ergebenden  Vierecke  PPiQQi  nnd  P'Pi'VQi'  est* 
stehen;  and  wenn  nan,  welche  neae  Bedingung  wir  jetst  den  drei 
obigen  Bedingongen  L,  3.,  3.  noch  beifiigen: 

4.  Diese  beiden  als  unendlich  klein  zu  denkenden  V  ierecke 
PPiQQi  und  PPiQ'Qi'  auf  dem  Erdellipaoid  uod  auf  der  Pro- 
jection oder  Karte  einander  ähnlich  sein  sollen; 

so  müssen  ihre  Seiten  einander  proportional  sein  oder  In  gleichen 
Verhiltnisseo  sa  einander  stehen,  woraus  sich  mit  Rücksicht 
anf  die  Figar  sogleich  die  Proportionen: 

J$irdmi(ri'Jr)dn::^JR;RdSliiR'^'JH)JSl, 

also  die  beiden  Gleichungen; 

{R-^dR)J£lJ*  =  ir'^dr)dmdR, 
RJSlds  SS  T^mJR 

ergeben,  welche  zugleich  exiötiren  miit^^eoj  oder,  weil  nach  dem 
oben  Bemerkten 

sein  muss,  die  beiden  zugleich  ezlstiren  mOsseoden  Gleichungen: 

'^JR)M  =  (r  +  dr)JR, 
^RJi  =  rJR*  ' 

Thtil  L.  13 
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IXiese  bMdeo  GieichiingeD  bringt  mao  leicht  auf  die  Foim: 

oder  auf  die  Form: 

und  Ifisst  man  nun  Jih  sich  der  Null  ofthern,  so  illlMfa  omi 
^/IZ  sich  beide  der  Null,  und  die  beiden  TorateheBden  GleiehoBgeil 
nähern  sich  beide  der  einen  Gr&nzgleichnng : 

alao  der  einen  Grflnzgleicbung : 

/SÄ  ö*\ 

folglich  der  eiuen  Gr&nagieichung: 

ZR     tiR  Bi 


Aua  den  beiden  Gleichungen: 

fkRd$  SS  r2#it 
folgt  aber  durch  Svbtraetion  die  Glelehaog : 

^RJm  =  JtJR, 

also  die  Gleichmig: 
folglich  die  GMclniDg: 

und  hieran«,  weno  ma  aieh      der  NoU  Bibem  ilaal»  die  Gfisa» 

gleicbong: 

Ar  Am 
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ibo  tf*  Gfiiii|glelebaoB$ 

dr    dt     .     dr  dt 

Hm  bat  abo,  wenn  die  obigen  Badiogasgm  almiBtllch  er* 
nUt  werden  eoHee»  eSgentlieh  die  drei  folgenden«  snoemneo 
«liittren  mtfesenden  Glelebongont 

^(R  -^JR)     =  (r  +  JrjJR, 
^RJi  SS  tJR» 

für  weiche  man  aber,  da  es  sich  hier  nur  um  sogenannte  unend- 
lich kleine  Grossen  handelt,  die  swei  inaammen  existiren  mfisaeodeo 
Gränzgloicbiiogeii :  i 

dR  ^  ^R  dt      Sr    dt_ 

so  aetzen  bat 

Nnn  erbellet  aber  aehr  leleht,  daas  dioao  boideo  Grinaglei- 
cbangen  niemals  zueeninen  eziatiron  kOnnen,  daaa  naroentliGb 
durch  die  zweite  den  obigen  Bedlngongen  wenigetena  Im  Allge* 
niiaen  nicht  entaproeben  weiden  kann. 

Aus  den  beiden  im  vorhergehenden  Paragraphen  bewieaenen 
F  ormein : 

^'  —  e<l— a«)  5r  _  a(l— g«)sinto 
äS        (1 — ^alnS*)!'   as  -    (I — a'äin ö«)l 

ahellet  oflmlich  auf  der  stelle,  da^s  die  Differeotialquotienteu 

aS  äö 

gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  jenachdera  die 
Breite  2S  (»oaitiv  oder  negativ  iat;  also  wGrde  aoch  die  Gleichung 

ar  _  a* 

SS  Ss 

Dor  durch  positive  oder  negative  ^  erfüllt  nerden  können,  jenaeh- 
dem  die  ßreite  q  beziehungsweise  positiv  oder  negativ  ist,  was 
den  hier  zu  erfüllenden,  aus  dem  Obigen  bekannten  Bedingungen 
■icbt  entapricht   Daher  wird  man  die  Gleichung 

br    a« 
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in  wetebef  die  INisrentialqootienten 

dt    ^  m 

eienbar  imner  als  von  gleich^  VorzeiciieD  betrachtet  werden 
können»  begnügen  mfieeen. 

Freilieb  werden  dann  die  VIereclw  PPiQih  ««^  P'Px'VQi 
nicht  TolletSndig  einander  Ihnlieh»  weil  offentiar  aor  eine  tböl^ 
weice  Proportionalität  ibrer  Seiten  Statt  findet 

j.  4. 

llVir  haben  uaa  aiao  jetst  mit  der  Integration  der  Gleichung 

um  R  durch  (5  auszudrücken,  zu  beschäftigeu ;  mitteUt  dieses 
Ausdrucks  erhält  man  dann  H  aus  <iS,  und  Sl  ergiebt  sieb  mittelst 
der  Formel: 

waa  aar  Zeiebnnng  der  Karte  vollatSndig  hinreicht 

Mach  $.  %  ist  bekanntlicb: 

 acosS  ^e*)  , 

'     (l-ePelnS«)l'   W     (I— e»alnS«)i* 

also  nach  dem  Obigen  offenbar: 

8S"-"  ^^coaSa— ^aincS^* 

oder : 

ü         co»ö(l  —  e*«inö*>* 
wo  ee  nun  anniehat  auf  die  Entwiekelttog  den  Integrale: 

cos  Q  (1  —  e^fiin  q^) 

ankommt. 


Digitizeci  1: 


Grunert:    (Jeder  coh forme  äartenprojecUontn.  1^9 
Dieses  Integral  kann  man  aof  folgeade  Art  ausdrücken:    ^  ' 

Setzt  man: 

 1^  _        A  B 

(l— •ioö*)(l— e*8ioö*j  "~     1— sinö  1+siiiö 

and  addirt  die  beiden  Brüche  auf  der  rechten  Seite  des  Gieicb- 
hettKzeichens  zu  einander ^  indem  man  sie  aui  lieu  gemeioiichart- 
liehen  iVienuer 

( 1  -  ain  Q*)  (1 — e*ain  ü*) 

kriagt;  eo  isl  der  Zähler  die  Semno: 

iA-tß)^{A'-^ß') 
-l-tM— — Ä')e|alo5 

-|(i<  -  Ä)e  +      -  Ä')  Ueino*. 

und  zur  Kestinimunj?  der  Coiistanten  A,  ß;  A\  B*  erhfilt  man 
aUo  auf  bekannte  Weine  die  Gleicknngen: 

M  +  =  I, 

— ß)  +  M'-Ä')6  =  0, 

(4  +  Ä)e«+(^'  +  ^  )  =  0, 

Aue  der  ersten  inid  dritten  und  ww  der  sweiteo  und  vierten 
dieser  Gleichmigen  ergiebt  sieb  segkieb: 

«ise: 

fetglieb: 


2(l-««)* 

Femer  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen: 

JV^ßf  ^^iA\B)4^.  A'-B^^-iA-^B^i 
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«Ito  nach  dem  VorbergebeDdens 

folglich: 

DdMf  ist  oach  dem  Obigen: 


6  (1 — #*  aiD  5*) 

'         2(l-e*)  y  l-8inc5     2(l-e«)  J  rMlnS 

P_dmn 6 »in 5 

folglich  naeb  einer  sehr  bekaonteD  Fandanentalforaiel  der  Inte- 
gralreebnnng: 


C08U(1  — e'fiin  u*) 
11(1 + sin  ö)  -  /(I  -  nie  5)  | 

I        1  -f  8111 5  e         1  -f  esin  5 


nlaoj 


Weil  nun  nach  dem  Obigen:  • 
J  H"''^^^  eaei5(l«e*ainö«)* 


ist»  so  ist  naeb  Voretebendem : 

« 

-  I - eeln S  *'  l-eln «5* 

oder:  _  _ 

1  .„   .  1— 810  0  1  — eoino 

oder,  wie  man  leicht  findet: 


also: 

-l«  =  /,.aog(«.-15).(|±^)'.,. 
Ulli  foiglicll,  wenn  man  dar  Kffrso  weg«»: 

lang  iii  =  Ung  (4ÖO-4Ö).  (}±ij^)5 

Mtit: 

wo  oon  oatflriich  noch  eine  willlrührlicbe  Constante  beigefflgt 
«rerden  mnss.  Stellen  wir  dieae  wiUkilbrlicbe  CoDStaote  unter 
der  Form  IC  dar»  90  wird: 

iBs^i.Uttgkuf^^iC^  I.  CtoDgl«^, 

alao  eDdlich: 

R  s  Ctangitii". 

WeU 

BR  _  BR,  Bs 

üT äö'Sö 

bt,  so  ist  oacb  §.  2.  und  dem  Obigen: 

«ß__l=i?!__.  <iq-^ 

"BT""  ^'•"ee«S(l-^el»5«)  *     (l-MiiiS^  ' 

aß     #iÄ(l  — e« si nö^*  _      V  I  -  e«  sin ^ 
d<  acosQ         ^         acosü  * 


eder  naeb  {.  S.  olenlNiri 


di2  (iR 


mid  «veno  iiiui  fttr  R  aeioen  oben  gefaodeoeo  Auedrock. einführt: 


od&t : 


?r= — ; — 


~~  aeoeö 


Dieses  Verbältniss  kann  man  mit  liücksicbt  darauf,  dass 

BR  y .  ^R 
5-=Liiii^ 

ist,  das  Vergrü8seruDgs?erb&ltniss  nennen. 
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Da  die  CoDstanten  C  und  fi  wlllkühriieb  «iod»  00  Inan  mm 
dietelbeo  so  bestimnieoy  dm  die  Karte  oder  dae  Neta  anaaer 

den  dorcb  daa  Obige  achon  erfüllten  Bedingungen  aoeb  anderen 
Bedingeagen  entapricbt,  deren  Erflllung  zweci^maasig  oder  er^ 
wflnacbt  aein  kann. 

Was  die  Conatante  0k  betriit,  eo  acbligt  Lambert  Tor»  die- 
aelbe  ao  au  beatimmen,  daaa  (tBr  awel  beatimmte  Breiten  So>  ^ 
die  Grade  der  dieaen  Breiten  entaprecbeiiden  Parallellireiae  aaf 
dem  Ellipaeid  uad  auf  der  Karte»  deren  Halbmeaaer  wir  beale- 
bnagaweiae  durch  ro,  Ti  und  Aq*  4  Ireseicbnen  frellen.  In  gleleben 
Verbliltoiasen  zu  einander  ateben»  welcber  Bedingung  genOgt  aeia 
trird»  wenn  die  Ptoportion: 


Statt  findet  Nun  lat  aber  nach  dem  Obigen  belcanntlicb: 


a  CO« 


acn8(i>| 


1— e«ain  »0 


Sf  1— «salac»!* 


und: 


ITo     Ctangiiio^,  Ri  —  Ctangiiii''; 


wo: 


iat;  also  wird  die  obige  Proportion: 


CAg  0| 


woraoe  srch  die  Gleichung: 


/taagJi^Y     cogg^V^  i— '<i*ein 


Vtanglttiy  ^       c5|    J  —««5111  ö©*  * 


und  folglicb  snr  Beatlmmnng  vea     die  Formel: 


cosSq V  I — g*8in 


9 


tangiui 


oder: 


Digitized  by 


ßrnmeri:  Veker  amfitrm«  XarieupnUecdonen.  IdS 


I . cw  cSa V 1— <*aio Si*     /.  co*    V"  1— ^»10  ttp» 

eri^iebt.  Natürlich  kano  man  in  dieser  Formel  statt  der  oatfir*» 
lieben  auch  gemeine  Logarithmen  gehraacheu,  wie  ans  der  Ge* 
atalt  deraelben  auf  der  Stelle  erkellet 

FOr  Qo  =  30*>,  ö|  s=  70^  und  e  »  0;»  alao  Ittr  dia  Kogel,  findet 
Lattbart: 

0,4034789 

0,5151206  =<^''«»7.*). 

Die  Canataata  C  will  Hair  A.  Germliin  aa  beatimnaa,  daea« 
■adidem  die  Caaetante  beatinuDt  iat,  dar  aioer  gewiaaea  ba- 
iflmalaa  Breite  l5o  anteptaelienda  Werth  vaa  R  der  Lfinge 
dea  Toa  dem  Nordpola  bla  aa  dem  Parallelkralaa  unter  der  Breite 
äo  reiebandaa  Herldiaabogena,  den  wir  dnrch  beselcbnen  wellen, 
gleich  werde.  Da  aua  bekanatlleh 

Ho  ^  Ctanglnof* 

lat  mr 

Uog(45--i«^.(i-±^-. 

«0  bat  man  sor  beaiiounung  von  C  die  Gleiebang: 

CtangiMo'*, 

woraua  »ich: 


•)  A  a.  O.  S.  140. 

Herr  A.  Genua  in  sagt  in  seiooni  ohco  aiigtiführlcn  Werke  p.  61. 
io  einer  >kotet 

,)La  Soci£l6  de  geographie  d«  Sa1nt*P4leriiiiHirg  a  ^ttlal  cttte  pfe* 
jediae»  aa  Ini  atliilMiaat  ia  dinominalion  de  nprojaetion  de  Oanaa**, 
faet  la  belle  carte  de  la  Rnaat«  ettr»|i^eane  ea  dimse  feaille«,  fofdle 
a  peblide  ea  I8t2.  Lea  deua  parallele«  dont  lea  dcgvea  ceaaarvcnt  leur 
TMlaUe  rapjiert  tont  ceax  de  46*  et  5«*,  Ica  latlladaa  daa  patall^lM 
eitremeM  etaat       et  68«.** 

Sous  le  parallele  ninjen,  qei  eat  celui  de  52°,  Ic  dagre  «nbil  oa  re- 
trmit  qai  le  reduit  u  0.994  de  «n  rntenr  reelle,  tandis  qne  tou«  let  pa- 
rallplfs  extrt'men  il  epronve  nne  djlnfntioii  qiii  le  porto  A  1.031  et  1,040. 
Oes  ecKeilrs  Tnriablen  en  v  erste«  arciMnpH^nent  ia  gradimlioD  des  lati- 
todes  aar  lea  hordares  d'encadrement  de  chacuno  des  duuze  feuilles  de 
la  carte.  Le  nieridien  mojen  est  celui  de  10^  ü  Test  de  Tnliservatoire 
dt  Saiui-Fetertboarg  titue  ä  27°.  59".  31''  ä  l'eat  da  raeridieo  de  Pari«. 
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I 

^     taag  ittoM 
«rgldM.  Nach  f.  2.  tot  «Imi: 


I,»  a    au  (fTe* sin  ö9 


oderi 


4» 

8S 


c=        — °' 


oder  volUtändig  entwickelt: 

Ut  Öq=0  und  folglich  %  der  Meridiaoquadrant»  so  ist: 


(l-^ainö*)! 


0 

Ffir  die  Kegel»  alo  für  e  =  0,  wird  diese  Formel  s 


0aaa|ajs, 


C 

und  folglich: 

A  =  las  fang  (45,0  _  . 

Kehren  wir  noch  einmal  an  der  ans  dem  Obigen  beiLaanten 
Formel: 

lAsl.tangin^-l-'C 

zurück,  so  lät  klar,  dass  man  in  dieser  Gleichung  statt  der  tiatfir- 
licben  Logarithmen  aach  gemeine  Logarithroea  setzen  kann«  wo- 
darcb  man  die  Gieicbaog: 

log/2  =  log.tanglH^'l-legC, 

also : 


Digitizer' ' 


■  • 
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log  ß  SS  ftlogtangl« -f  logC 

oder: 

^  log Ä  SB  log  tiogi«  -f  ^fog  C 

wd  folglieh,  ivonn  mn  tenglii  «Im  am  dam  ObIgoB  belaonten 
Awdrnck  einMrt,  die  CMeleheiig: 

-  log  Ä  =  log  tang  (4rP  -  45)  +  2     r=7^  +  ^  log  C 
erfaUt 

Seist  mao 

esioQ  =  siD9, 

•o  wird  diese  GieicboDg: 

llogit  =  logtMg(46o  -|S)-elogtMig(450-|9)  -l-  ^logC 

oder: 

^  log  Ä  =  elogtug(4S»  + 19)  -  logteog  (dS^+lS)  +  i  log 

wo  um  etat!  der  LogartIhMi  log  eneli  BatfirlielM  LogeiltfiiMo 
•elieD  kaan. 

FOr  die  GrOsse 

llaiig(45o + 45)  -eltang  (45o + 4g,), 

welehe  leh  dareh  e  beaetehaea  will«  aad  daher 

e  s  ltang(46<>-|-4Q) -e/tang(45»  +  M 

eeiaen  werde,  M  Lamhert  a.  a.  O*  2ik  IM  olae  Tafel  gegebea, 
la  weleher: 

#  8  0,0931490 
«•  =  0,0080707 

=  0,0000753  i 
e«  =  0.0000006 

geaetat  vrordea  iat»  fiir 

Diese  Tafel  theile  ich  oacbstehend  uoter  A.  aiit 
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S 

HO 
16 

20 
25 
30 
35 
40 
45 
50 
55 
60 
65 
70 
75 
80 
85 
90 


0^0673773 
0,1764m 
0,9048490 
0,3663786 
0,4608754 
0,5493061 
0,652^365 
0,7629098 
0,8813736 
1,0106831 
1,1542346 
1,3109578 
i;S064543 
1,7364161 
9,0876804 
9,4302460 
3,1319990 


0,0007560 
0.0016068 
0,0099461 
0,0029686 
0,0036688 
0,0043414 
0,0049814 
0,0065839 
0,00()I442 
0,OOöö579 
0,0071217 
0,0075305 
0,0078825 
0,0081749 
aO08IO3O 
0.0086688 
0,0080686 
00087019 


0,0866213 
0,1739191 
0,2026969 
0,3634099 
0,4479066 
0,5449647 
0,6478561 
0,7573259 
0,8752294 
1,0040252 
1,1471134 

1,4985718 
1,7272409 
9,0191848 
9,4970779 
3,1926315 


j.  6. 

Wir  wollen  jetzt  die  Breite  o  la  bMtlniaeii  mheii,  fiir 
welch«  das  VergrfiiBMraiigsveriiältnis«  _ 

OS  r 

ein  KleliMtes  od«r  ein  GrSsetes  wird. 

Durch  ^DiffereoiiaüoD  erhalten  wir:  ^ 

"mr^^ — SS —  • 

HO  deee  eise 

die  gemeineehiftliche  Bedingung  dee  Kleineten  nnd  GrOeeten  iat. 
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Dorcli  fflrnere  UiferenticfloB  erhill  mas: 

30« 

»  H  ' 

wofür  man  aber,  weil  es  sieb  bloss  um  die  VVerthe  von  C3  han« 
delt,  nir  welche  der  erste  Differeotialquotienl  verscbwindet,  liir 
welche  also  die  tileicbung 

•rflillt  ist»  kiirser: 

setaen  kana,  ao  daaa  alao  die  Bedingnag  efaaa  Eleiasten 
die  Bediagaag  aiaca  Gröaatoa 


ist. 

Naeh  {.  4.  iat: 


aö  cos  ö  (I  -  e«sin  ö«)  * 

aad  aacb  {•  3«  iat: 

 acosö  _   a(l— c«)sin5 

'     (l-«»sioö*)»*   aö"     (T— e^siaöS)!' 

Also  ist»  wie  man  leicbt  fiadet: 

a«     «ar  a(l-a«)ie  , 

®  -  *as *  -  (iziÄE^^'*- 

und  die  aligeneiae  Bediagaag  dea  Kleiaatea  aad  GrAaatea  Iat 
folglicli ; 


Digitized  by  Google 
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woraiw  sieb  nr  BcfttimniuBg  von  cS  die  Foroiel: 

ergiebt  Es  kann  also  «in  KloiMtM  i»der  GritoalM  abarhanpt 
mach  BOT  da»  Stott  fliid«Df  weoo  sldi  S  ao  baathasen  liaa^ 
daaa  diaaar  Glaichnng  wirklich  genflgt  wird. 

dr 

Darob  DUTareiiliatlaB  von  g=  erbilt  OMD^Iaicfat: 

SP"  (l«-««abi(5S)i 
Eatwickalt  man  dan  Diffarantialqnoliontan  von 

ig 

coaQ(l— e*aiii  o*)* 

ao  iat  daaooD  Ziblor$, 

coaS(l-^afaiQ*)^^>aiaö|l-a«(l— 3aaaS*)»i2 

s  —      -  e*) /2 -I- aio  Q  U  -    (1  — 3coa  ö«) } 
fidglicb  oacb  dam  Obigan  offaaliar: 

öö*"**^*""*  >^  coaö«(J  -««»ioö*)» 

BaaaiebnaB  wir  dan  Wartb  von  25«  wolabar  dar  Glafobung; 

aln  S  s  1» 

genügt,  dorcb  Qq*  eotsprecheoden  Werth  von  R  dorcb 

Rq,  so  ist  ddfr  entsprecbenda  Wartb  von  r  oacb  dem  Obigen: 


0  cos  Cd 


0 


(l*^ainüo<>*' 
der  antapracfaande  Wartb  von  gg,  iat: 

a(i  —  6*) cos 5o(l  4-  2e*slni5o») , 

nnd  dar  entsprecbonda  Wartb  von  «ggn  iat: 

_  3£«(l_--  «*)  Äü  sin  äp« 
(l  —  6*8inöo*)* 


Digitized  by  Goo^ 


Ffir  den  entoprecbeiiden  Wertli  vou 


arhüt  man  al«o: 


(r^So  So*y*'  (1 — «■•lo  So«)« 

.  <i(l  — e*)  /?Q cog     (I  -f  2e«>in  Sp«) 
+  (I~««»IdÖo«)4 

fdgttcli,  wi«  man  l^idit  findett 

— g*)l?aCO>Öo 
(l-«*«inöo«)l  * 

M  daaa  alaa  offenbar  immer  ftt^  den  W«rth  S»  d«r  Breite 


H  ■o'  datier  «b  Kleinetee  Statt  fiodet,  natOrlieh  stete  unter  der 
Vemantang,  dasa  alch  die  Breite  «Ittebt  der  Oleleliiiig 

wiifcliei  lieetimmea  liest 

Zur  Berechoveg  ww  m  giebt  Herr  A«  Germaio  eise  Nibe- 
tDBgsfomMl  ebne  Beweis«  die  wir  bier  oeeb  bors  entwiebeie  weiten. 

Setzen  wir  an  dem  £nde 

^/  V     /l  +  «eiiiö\; 

0 

WO  wir  f(0)  ab  Faactbn  ?on  e  iietracbten,  so  bt: 


Dod  folgücb: 

1— ssbo 

«Im«  well«  wie  man  lekfat  findet: 
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i»t: 


9 /I -|- esin  G)\  28in6) 
9« VI  —  esinö/  ~  (I — esiiiü)* 

f  (e)  , .  1  -f  gg'tn Q  gsino 

7Ö)      ■  1— «•loS     I— e*»liiö«' 


m 

und  folglich,  wenn  nmi  der  Kürse  wegen  s 

—  i<  1— eeioö  +  l-«»elnö« 
/'W=rte).9(e), 

woraus  sieh  sogleich: 

Y'(e)=/(e).9>'(e)  +  r(0 

und : 

(«)  =  /(e) .  9 "  (e)  +  2/-'         (e)  +  f"  («) .  9  (e) 

ergiebt. 

Mittelst  leichter  Rechnung  ündet  man: 


und  hieraus  ferner: 


9*  w  =  ?r=n?5bs«j5' 


*/  ^         8g sin Q» 
^      =  (T— e>sinöV' 


Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich  nach  und  oacb: 

9)  (0)  =  0, 

r  (0) = 0, 

(0)  =  28iu€^,  ^ 
f'(0)3s2siDÖ. 

Nach     4.  ist: 
und  weil  nun  bekanntlich  im  Allgemeinen 


Digitized  by  Goo^v 
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ist«  «o  ist  offenbar 

■od  daher  taoglfi  positiv»  auch  noch  flir  c5=790^;  folglich  wird 
man  den  Bogen  l«  immer  xwiechen  0  and  |9V  sn  nehmen  berech- 
tigt sein. 

Wenn  überhaupt 
ist,  so  ist: 

0Arc  tangy  flArctangy   %   I 

 IS^)^^ 

und  folglich  ferner: 

a«Arctangy     \\^[F{x)]^\F"  {x)~  i>  F{x)[F{x)\^ 

Nach  dem  Obigen  ist: 

1»  =  Arctsug|tsng(45<'-iö)./(e)K 
folglich  far  e  =  0:  , 

Ins  Arctang<tsng(4S0— io)|=si»-iö, 

alses 

u  =5  |9r — 

Ferner  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

1      -      tang(45^-iö) . 

*  *  a«     1  +  { tang  (45«  -  iö)  ./-(e)  j • 

und  folglich  für  e  s  0: 

hu     ^        du  ^ 
Der  Zfthler  und  der  Nenner  von 

siod  respedlve: 
ThtU  L.  14 
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taog  (460  ~  iö) .  { 1  +  f  tang  (46«  -  ii5) .  /(f )]« 1 .  f"  (e) 
-  2  taog  (450-  iö)»  ./(e) .        | « 

and: 

U+[tang(4Ö0-i5).Ae)?}«; 
also  iat  der  Werlb  von 

nr  «b  O: 

tang  (450— i5){l-t- tang  (450  _  igiptt 
1 1  +  Uiig(450— iöj«l* 

2tang(45o~|5)8lnö        .  .  „ 

=  Tl^S^pP^^HfflP'  ^       (450-40)  CO»  (45 -iw)  öio  ü 

a  sin (900  -  c5)aisS     «iDScoaS  =  ;  5in2Q, 
ttod  der  Werth  Ten 

mr  e  =  0  iat  folglicli  sin2S. 

Der  DiSBreotialqnotieot  dea  Zftlilera  ▼on 

8% 

ist  oacb  dem  Obigen: 

*taDg  (450-|c»)t  l^[taog(46o- i«S)./(a)]»|./<*'(e) 

.+ata«g(450-4ö)».  Ae)  .r     •  TC^) 

-2taog(450-4ö)».ir(«)l» 

-4taDg(460-|S)».A«)-/'W.rWt 

und  nach  dem  Obigen  verschwindet  also  dieaer  Differentialquotieat 
für  e  =  0. 

Der  DiflerentialquotieDt  dea  Nenoera  won 

iat  nach  dem  Obigen;  1 
4  Ung  (450-  i  S)«.  1 1  +  [tang(46^-4S).  ' 

and  dieaer  Differentiaiquotieat  ?eracbwindet  also  gleichfalls  rüre=0.  ' 
Aiao  ▼eraebwiadet  offenbar  der  Z&bler  von 
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nnd  daber  ^  aelbst,  für  «  ss  0. 

Folglich  ist  nach  dem  Maelanrin'aclien  Sati»: 

tf  =:  i^i  —  c3 -|- ie^sia2i5, 

irobfli  «tat  Glieder  Teniadiliseigt  elnd,  welche  die  vierte  Potenz 
TOD  9  enthalte». 

Für  G)'-:^;t— «,  also  0  =  ^71  —  0'  ist  2S>  =  9K — 2ö',  foigUcb 
0io2ü  =  6m2ü^  und  daher  nach  dem  Obigeo: 

Herr  A.  Germain  nennt  W  die  fintfernuDg  vom  Pol,  tc  die 
corrigirte  Entfernung  vom  Pol. 

Fflr  S'  +  s  9f  iet  3^"  «  2av^c3\  sin  s  -  sInSlS', 
fblglicb: 

|<!»sin2ö''  =  —  ^♦>'.siQ2w'. 

•  8olaDge  nicht  grSeser  als  i^;r,  also  nicht  grSeeer  als  n 
Ist»  iat  die  Gonectlon  |e*sin2c5'  additiv;  ist  aber  o'  grosser  als 
1%  also  2«5'  grosser  tt,  so  ist  die  Correction  |c*sin2c3'  substractiv. 
Dass  die  ahsoluten  Warthe  der  Correctionen  wiederkehren»  er- 
hellet aas  dem  Obigen. 

Herr  A.  Germaio  bat  eine  Tafel  berechnet»  iiir  die  Abplat- 
tang        ]5*        Berechnung  der  cor^igirten  Entfernungen  vom 

Pol,  weiche  ich  nachstehend  unter  B.  mlttheile.  Die  Entfernungen 
vom  Pol  siyd  in  dieser  Tafel  nur  von  0  bis  90®  gezählt,  »vas  nach 
dem  Vorhergehenden  auch  nur  nöthig  ist,  veeux)  man  nur  da« 
Zeichen  der  Correction  nach  der  obigen  lieget  gebürig  beräck- 
•ichtigt* 

Für  q'  -l- q''  =  iff  ist  W^n^ 2c5'»  also  sin 2cS''  =  8in2ö'» 
felglich 

ie*sin25"=  |#?«8in2ö', 
and  diese  Correctionen  sind  also  einander  gleich. 


14* 
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Abstand  Tom  Pol  corrlgirt  wegren  der  Abplattung 

1 

a>99rT5 


Abctand  vom  Pol  oder 
Complement  der  Breite 
auf  der  Kogel. 


Zu  addirende  Correctimi, 

oin  den  Abttand  vom 
Pul  U  für  das  Ellip«otd 
so  erhalten. 


DiflTereiiseo. 


2 

3 
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u 

12 

12 
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15 

lÜ 

II 

18 

10 

SQ 

21 

22 

23 

24 

2& 

2fi 

2Z 

2B 

29 

m 
ai 

32 

33 

M 

Sfi 
82 
3& 

12 

43 
Ii 
45 


oder  H90 

82 
8fl 
85 
84 
83 
82 
Hl 
äQ 
19 
78 
77 
76 
IS 
Z4 
23 
12 
U 
2Q 
69 


»» 
*> 
>» 
>» 
>i 
>» 
>» 
»1 
»» 
ff 
f* 


♦» 
>i 

t^ 
i> 
»» 
t» 
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»♦ 
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» 
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>» 


66 
6& 
64 
63 
62 
61 
fiQ 
59 

51 

56 

55 

54 

53 

52 

51 

50 

49 

48 

47 

4fl 

45 


0»  0' 
0 
1 
1 
I 
2 
2 
3 
3 
3 
4 
4 
5 
5 
& 
6 
6 
6 
I 

2 

2 

T 

8 

S 

8 

9 

& 

a 

9 
fi 
Ifi 

m 
m 

lÜ 

m 
m 
u 
11 
II 
u 
u 
u 
u 
u 
u 


24".0 
48,0 
I  K9 
35.8 
59.6 
23,1 
46.5 
9J 
32.7 
55,4 
17,8 
39,9 

LI 

23,1 
44,1 

4i7 
24,9 
44,6 

3^ 
22^ 
40,6 
58,2 
15,1 
31,5 


47.3 
2^4 
16.8 
30.5 
43.7 
56.1 
7.7 
18.7 
28.8 
88.2 
46.8 
54,7 

U 

r»9 

13,3 
17.8 
21.6 
24.6 
26,7 
27.9 
28,3 


24*\0 
2äJ^ 

23.7 
23.6 
23,4 
23.2 
23.0 

22.4 
22J 
21.8 
21.4 
21,0 
20.6 
20,2 

IM 
19.2 
18.7 
18.1 

iL« 
16.9 

16,4 

15,8 

15.1 

14.4 

13.7 

♦13,2 

12.4 

11.6 

ILO 

10.1 

8^ 

7.0 
6,2 
5,4 

4.5 
3.8 

8i? 

1.2 
0.4 


T 


j.  7. 

Wir  wiweti,  4aM  darch  das  BUhertge  von  den  beiden  Glei- 
elnagen: 

von  denen  die  citie  auch  durch  die  atiB  deoselbeo  durcli  Sub- 
iraction  folgende  Gleichuiig: 

füJRJi  SS  ArJR  also  i^Jb  ss  Ar 

ersetzt  werden  Icaoo,  nar  die  eine  erfüllt  wird,  dasa  dies  aber 

für  jedes  beliebige  n  und  geschieht.  Daher  schlägt  Lambert 
lar  Bestiramung  der  Constanten  fi  vor,  dass  weni!:r8tens  Olr  eine 
geg;ebene  bestimmte  Brette  rö  noch  eine  der  drei  obigen  Glitt" 
cbuogen»  wozn  man  am  Einfacbaten  die  Gleicbang 

fgJs  s  dt 

wiblen  wird,  erfOllt  wird.  Betreten  wir  dienen  Weg»  so  folgt  nun 
der  vorntelieoden  Gleieliong  nnf  der  Stelle: 

/fr      Jr  ^  dt 

dt       dÜ  '  dQ  ' 

wMt  man  nach  den  im  Bislierigen  immer  befolgten  Prinelpien 
die  Grinagieichnng: 

_dr,S$ 

M  eetien  bat;  nnd  da  nnn  naeb  {.  2: 

dr  e(l— e^sing  & 

(I-e««in  €»•)••  8«5" 

ist,  «o  erbilt  man  auf  der  Stelle: 

ft  =  Ml  Ii 

eichen  Werth  man  llOr  fi  setzen  mnas,  wenn  der  oben  angege- 
bene Zvveclc  erreicht  werden  soll;  natürlich  kann  die  Breite  ö 
ganz  beliebig  angenommen  werden,  und  ist  in  einseinen  Fällen 
den  besonderen  sn  erreiehenden  Zwecken  gemlss  sn  bestimmen. 

Sowohl  Lanihert  a.  a.  O.  S.  107.  §.  121.  als  auch  Herr 
A.  Germaiu  a.  a.  O.  f».  (>U.  haben  hei  dieser  ßestimmong  einen 
anderen  Weg  eingeschlagen,  auf  dem  sie  —  uhne  strenge  Gran- 


a(l-e^ 
(1— e«8lnö*)l 
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senbetrachtun^en  —  mit  ve»ebie<l<neii  skmlich  willkflbrlidieii 
Verpaeblässigungen  im  Sinne  nnd  In  4nr  Weise  der  Xlteren  Ane- 
lyeie  so  weniger  einfaeben,  nicbt  ▼Olilg  mit  einander  flbareinetim- 
menden  Formeln  gelangt  sind,  welcber  letstere  Umstand  scbvn 
gegen  die  viUUge  Richtigkeit  ihrer  Entwickeinngen  an  sprechen 
scheint. 

Verfolgt  man  den  von  ihnen  eingeschlagenen  Weg  mittelst 
einer  strengen  GrSnzenbetrachtun^ ,  ohae  sich  willkübritche 
Vernachlässigungen  zu  gestatten,  so  gelangt  man  aller- 
dirif^s  auch  auf  diesem  weitläufigeren  Weg  genau  zu  demselben 
von  uns  vorher  aui  kürzerem  Wege  gefnndeaen  Resultate»  wie 
wir  jetzt  noch  zeigen  wollen. 

Beide  Torher  genannte  Mathematiker  gehen  von  den  beiden 
Gieichnngen: 


aus.   Betrachten  wir 

sämmtlicb  als  der  Breite  5'=5€S-|-^^  entsprechend»  und  liezeichnen 
der  Kflne  wegen  diese  GrSssen  darch 

so  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  beiden  Gleichungen: 


oder: 


R'  R 


r 


also: 


B'  R 


r 


und  folglich: 


r 


also 
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« 


r'        dö^  r 

dQ 

wobei  wir  ans  Jl^'=Jö  gesetzt  denken  wolleo.  Diese  Gleichung 
k&on  man  auf  folgende  Art  aasdrücken: 


r 


Ji'  Js^  Jt' 

AQ        dS'  dß 


feWich: 


1  — 


dW 


ds'         di^  dt 
dü  dt'    •  d% 


d& 


Weil  m  MS  dto  GrUeten 


'     und  ~= 


die  GrfiMMi 


dt  dt^ 

dQ 


und 


dt*    *  dJh' 
d& 

herForgebeD»  wenn  man  in  den  ersteren  o'sq  4-4^0  iSr  ü  setal» 
$0  ist: 


dü*     d&      L     J ' 


aUo: 


— ^*^r^  1 

dQ'  dÜ  L  J  * 
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dü 

folglich  nach  dem  Obigen; 


also,  wenn  luan  lür  ein  der  Null  sich  oäherodes  zu  der  Gräoi- 
gleichung  übergeht: 


? 


CS 

0s 


oder: 


SS  hü 

Nach  §.  2.  ij^t : 

  acüs«  ös^    a(l  — 

'     (l  —  e*sin  ö*)4 '    Sö      "  (I^  ««sio  ö*jl ' 

also: 

cosq(1— sinö») 
folglich,  wie  man  leicht  findet: 


(i) 


m  1— e* 

Feroer  erhtit  mao  leicht: 


^*  3ac^(l  —  c»)  sin  coao 

öö«"  (l-«»8l0Ö«)i 

alao  wie  man  leicht  Hhersieht: 
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— 

r        85*  3e*8in  ö  cosö* 


Dih«r  ist  nach  dem  Obigen: 

(1  — c«)8ioS      .  _ 

gaoz  eben  so  wie  wir  vorher  gelundeu  haben. 

Die  TOD  Lambert  aod  Herro  A.  Germain  eo  den  engege* 
bcneo  Stellen  eotivickelten  Pormele  eiod  besiehangsH-eise: 

uod: 

co8(1IO»^  S)^«*cee(90^  -  cS)|1^3elo  (W— 6)*t 

=  ' 

da  man  fiSr  die  Entfernung  Z  vom  Pol  hei  Herrn  A.  Germelo 
eatfiriicb  In  nnseren  Zeichen  90*^  —  0  setzen  muss. 

Beide  Fermeln  kann  leb  aas  den  eben  angegebenen  GrOnden, 
Hiebt  fUr  tlebtlg»  wenigstens  nicbt  als  nacb  strengen  matbemati* 
scben  Prtncipten  entwickelt  anseben. 
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feniups:  Noie. 


Note, 


Monsieur  /.  F'enluyif 


Lm  rMictknia  dont  j'al  parM  dans  I0  3  de  noD  Mdmoire: 
ApplicatiOBs-  »««vellM  de«  ddter  ml  »an  U  k  ralgibre 
el  i  la  gdemdtrle.  No.  XL  pag.  167.  eeal  lea  aoivaatea: 

Ed  dUTdrentiaat  lea  dqnatioDa  liadairea  donades  on  treave 

dt      ,  9ic  _ 


De  cea  dqoatiena  en  troove 

S'^Ä^*'^  S»"^^-*!/  ^'"ydi-n**  ^""^-di/ 

En  sobstitaant  ces  valeurs,  la  rdaaltaote  dont  doo«  avona  parle, 
▼ieat  d  abord  soua  la  forme 
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a 

II 

m 

p 

» 

1 

9 

m 

1 

c 

t 

P 

9 

r 

d 

a 

y 

9 

«1 

ri 

ydg— yi«    dy,  — djy 

1  0 
0  I 


tfoltipUaiil  la  demlAre  colaooe  p«r  ^  -^^y»  «t  raYaoNderoi^re 


a  n  m 

n  k  l 
m  i 

P  9 

a  ß 


e 
r 

y 


p  a^i— «i^  «n— «ly 

9  ß^i—ßi^  ßn—ßiY 

r  A  — yi*  yyi  — ny 

d  M|  — d|d  9fi — d|y 


«i      n  ^1 


Developpant  ce  determinant  suivaot  les  deox  dernieres  cotoDii«0» 
et  faisant  usa^e  de  ia  propri^t^  qu'un  d^termtnant  s'^vanooH 
quand  deuz  de  ses  coioaoea  soot  ideotiques»  on  obtieot  la  tisvX' 
taute  aoua  la  forme 


a 
n 


6 


m  l 


P 


9 
ß 


I 

c 
r 

y 


«1  A  yk 


p 

9 
r 

d 


ß 

y 
6 


ßi 

Yi 
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XXV. 


lieber  deo  Schwerpankt  des  Trapenoms,  insbeeendere 
fiber  die  graphische  Bestimmaiig  desaelben. 


b  dem  Tnpctiani  ABCD  (Fig.  1.)  selifBssa,  CDs^b;  die 
Hahe  des  Trapezimna  cei'A;  alle  diese  GrSsses  werden  als  pe- 
sitiT  betrachtet 

Hau  Dehme  A  als  deo  Anfang»  AB  als  den  peeitiTen  Theil 
der  Axe  der  »  eines  reehtwinkligen  Goordinatensystenis  der  ae$ 
an»  in  welehem  die  pesitl?en  y  Ton  AB  an  nach  der  Sdte  ^00 
CD  hin  genemmen  werden;  die  gehurig  als  pesitiv  eder  negatlF 
betrachtete  erste  Coordioate  des  Punktes  C  in  diesem  SyateoM 
sei  e*  Unter  diesen  Voranssetiniigen  sind  die 


Von 


dem  Heransgeber. 


(Figoren  s.  Tai.  VUL) 


Folglich  sind  nach  einem  bekannteo,  Satse  die 
Goofdinaten  des  SchwerponktH  von  \ABC: 

Coordioaten  des  Schwerpunkt«  voa  ^ACD: 


iiMbesoHäere  über  äie  graphische  ßeslimmung  deueiüen.    2  IS 

4(0f  c  +  t— 6)  =  4(2c-6),  i(0  +  A  +  /0  =  Ih, 
Coordinaten  des  Schwerpunkte  von  ^ABDt 

Coordinaten  des  Scbwerpunfcto  toi»  ^BCDi 

|(a-|-c  +  c-A)  =  i(a-6+2c),  *(0  +  A+A)  =  |A. 

Daher  ist  die  (ileu  liutig  der  Geraden  durch  die  Schwerpunkte 
der  Dreiecke  ABC  und  ACDi 

|A— |Ä 

also: 

ir-M=^5^*  —  (L); 

and  die  Gieichnng  der  Geraden  durch  die  Scbwerpnnl^le  der 
Oreieci^e  ABB  und  BCD  int: 

ahM>: 

y-iA=  ^(ar  — i(a— A+c)!  (IL). 

Bezeichnen  wir  nnn  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des 
Trapeziams  ABCD  durch  X,  V;  so  haben  wir  nach  (L)  und  (iL) 
zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

=  ^Z^Ti  t-*-*  («  +  ^) 

r-|il=  jt-X-|(e-A  +  e)t; 

ane  denen  man  durch  Elimination  von  Y  sur  Beetimronng  ven  X 
«ogleicb  die  Gleichung: 

i(q-fc)__  A:--i(a-A>fc) 
c — a— A  c 

oder: 

X^i(n^e)  _  i:->|(a-fc)f  jA 
c— « — A  e 

und  hieraus  ohne  alle  Schwierigkeit; 
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also : 
oder: 

  3(^+6  ' 

oder  auch:  . 

4)  J:=*(a-6+€  +  ^|^) 

erhält  Diese  AoedrQeke  von  X  eiod  slmmtlicb  ▼od  der  Hvbe  h 
dee  TrapesiaiM  uDa|»bliig^  wae  man  leidit  geometriaeb  in  deaten 
verstehen  wird. 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen : 

'  V    IX        *       6(c  — o  —  Ä) 

also: 


 +  3(M-6)      3(a  +  6)' 

und  folglich: 

 ^-r-^- 

Die  Coordioaten  zweier  Punkte  seien: 

0  und   *(a-i-6-c),  k. 

Die  GleicbuDg  der  durch  diese  beiden  Funkte  gebenden  Gera- 
den ist: 

Naeb  3)  ist: 

-y-(a+6)  =  STiTÄ)  ^ 

also,  wie  niao  leicht  findet: 
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(a+26)(c— 'ia— 26) 


3(a  ^  b) 


luid  folglich,  wenn  nao  dies  ftr  6)  io  die  obige  lilel- 

diiiig  cÄnf&brl: 

also  y=s  F  ii«eb  6).  Hieram  ergiebt  Mk,  dass  die  darcb  die 
beideo,  darcb  die  Coordinateii 

o -|- 6t  0  und  — (a  +  6 — c),  ä 

lieKtimmteii  Puokte  gebende  Gerede  doreb  den  Scbwerpimict  (JTF) 
dee  Trapesiume  gebt» 

Macht  mau  in  Fig.  'i.  auf  den  Verlängerungen  der  parallelen 
Seiten  des  Trape^ionis  HB  —  CD=zb,  Diy  =  AB  =  a:  so  nind 
die  Coordinaten  der  Punkte  ß'  und  7>'  offenbar  re^pective 
a -f  6y  ü  und  — (a-|'6*— c),  h;  und  die  h'ime  ß'J}'  geht  also  nach 
dem  Obigen  durcb  den  Schwerpunkt  {XY)  des  Trapeziuiua. 

IHe  Goordinateo  avreier  Peakle  seien  ferner: 

^ö,  0   und   a  -^c, 

Die  Gleicbang  der  darcb  diese  beiden  Pankte  gebenden  Geraden 
ist: 

Nach  3)  ist: 

^  .  X  _  (g-f  6)(o>-64-c)4-6e  .  ,     (a-l'64c)(fl-f 26) 

und  folglich,  wenn  man  dies  für  x  -i*  6  in  die  obige  Gleichung 
einfährt: 

h       (e  -f  6    c)  (fl  -f  26)  (a  4-  26)  h 

^""a+d+e"       3(a-|-6)  3(a-|-A)  ' 

alao  y  z=z  V  na<  h  6).  Hieraus  ergieht  oich,  das^  die  durch  die 
beiden,  durcb  die  Coordinaten 

— 0  nnd  a4e»  h 

bestlnaniten  Punkte  gehende  Gerade  durch  den  Schwerpuaict  {XV) 
des  Trapeziunis  geht. 

Maebt  man  in  Fig.  2.  anf  den  Verllngernngen  der  parallelen 
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Seiten  des  Trapeziunis  AA'  —  CD  =  b,  CO  =AB  —  a;  so  bind 
die  CoordinatcD  der  Punkte  A'  und  C  offenbar  respective  — t,  0 
und  a  +  c,  A;  und  die  Linie  A'O  gelit  a\so  nach  dem  Obigen 
durch  den  Schwerpunkt  {ÄV)  des  Trapesiums. 

Da  nun  der  Scbwerponkt  dea  Trapeaioina  bekaontlich  anck 
in  der  die  Hittelponkte  M  und  N  der  parallelen  Seiten  des  Tra- 
peziums  mit  einander  verbindenden  Geraden  liegt,  8o  fiihrt  dae 
Vorhergehende  unmittelbar  so  der  folgenden  graphieehen  Beetin- 
mung  den  8ehwerponkts  dea  Trapesima: 

Trägt  man  von  den  diagonalen  Fckpu rik ten  ^  und  Z> 
oder  A  und  C  aus  die  gegenüberliegenden  Parallelpeiten 
Cl>  und  AB  in  den  Verlängerungen  der  Para  I  lelseiten 
in  ßB'  und  DO'  oder  in  AA'  und  CC  auf,  8o  schneidet 
die  (ierade  ß'iy  oder  A'C  den  Schwerpunkt  Ä  auf  der 
Linie  MN  ab,  welche  dio  ISliUeipunkte  M  und  iV  der 
parallelen  Seiten  miteinander  ?erbiodet 

Diese  Cnnatmction  findet  nich  in:  „Die  graphieclie  Statiit 
von  K.  Culinann.  Ztiricb.  1860.  8.151."  Dieselbe  Int  iwar 
»  tbeoretiecb  generomen  —  einfacb»  sie  erfordert  aber  zu  ihrer 
Aoaflibrung  meistens  grossen  Raum,  und  echeint  eich  daher  itir 
den  praktischen  Gebrauch  nicht  eebr  zu  empfehlen,  iveshalb  ich 
im  Folgenden  ein  Paar  andere^  weniger  Raum  erfordernde,  gleich- 
falls einfache  Constructionen  geben  werde,  die  freilich  eine  ßio* 
theilung  einer  geraden  Linie  in  gleiche  Theile  in  Anspruch  neb* 
men,  welche  aber  graphisch  durch  einiges  Probiren  bei  einiger 
Üebung  immer  leicllt  mit  aller  Genauigkeit  aiiagefabrt  werden  Icaoa. 

Die  Gleichung  der  Linie  AB  (tig.  I.)  ist  ^  =  0. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittf^punkts  der 
dnreb  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke  ABC  und  ACD  gebenden 
Geraden  mit  der  Linie  AB  durch  ti,  e;  eo  haben  wir  so  deren 
Bestimnong  naeb  (i.)  die  Gleichnngen: 

woraus  sich  leicht: 

u  =  i(2a  +  ö), 

und  bieraos  femers 

•t  -  6  SS  i(2a  -f       6  =  l(a^6) 

ergiebt. 
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Bezeichnen  wir  die  CoorHinaten  «le»  Durchtschnittspuiik»««  iIpt 
durch  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke  A/i(  unf?  A(yf>  £reh»uHleQ 
(Geraden  mit  der  Liuie  CJJ»  deren  Gieicbiuig  y=h  i»t,  durch  u', 
9'i  HO  itft  oacli  (1.); 

=        t'-lAar  j--^--^t«'-i(a4  6)1; 
ivoraua  aicb  ieiebt: 

ii'««-i(a+2Ä), 

und  bieraui  ferner: 

-f. «  s  e    i  (a -f  26)  +  «  ^  e -f*  I  (a 6)» 

-1-6  =       i(«  +  26}  ^-6  =  c— i(a -6) 

erglebe. 

Bezeichnen  wir  die  erste  Coordinate  des  Durchschnittispunkts 
der  dorch  die  Schwerpunkte  der  D^-eiecke  AiiC  und  ACf)  ge- 
benden Geraden  mit  der  Linie  A/i  in  B«7t)£r  aof  als  Anfang 
diirdi  af|»  so  ist,  weil  o  die  primitive  erste  Coordinate  von  B  ist: 

also  nach  dem  Obigen: 

Bezeichnen  wir  ferner  die  erste  Coordinate  des  Durchschnitts- 
pnnkts  der  durch  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke  ABC  und  ACD 
gehenden  Geraden  mit  der  Linie  CD  in  Besug  auf  D  als  Anfang 
durch  ug't  eo  bt»  weil  e  — 6  die  primitive  erste  Coordinate  fon 
i^iet: 

aiso  nach  dem  Obigen  offenbar: 
k*  Ist  aUo: 

Beieichnen  wir  die  Coordlnalen  des  Dorchedioftleptinlite  der 
darcii  die  Schwerponifte  der  Dreiecke  ABÖ  ond  BCD  gehenden 
Geraden  mit  der  Linie  Aß,  deren  Gteichnng  y  =  0  ist,  dorch  p, 
q;  $Q  kkhm  wir  an  deren  fieetimmnng  nach  (II.)  die  Gleichnngen: 

9  =  0,  9-|*  =  J|p-.4(a-6  +  e)i; 

TktU  U  1$ 
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woraus  sich  leicht 

ergiebt. 

Bezeichnen  wir  die  Coordieaten  des  Durchschnittspunkts  der  ' 
durch  die  Schwerpookte  der  Dreiecke  ABD  und  BCD  gehenden 
Geraden  mit  der  Linie  CD,  deren  Gleichung  y  —  h  i«t»  durch  p'^  ' 

se  haheo  wir  au  deren  BestimDiuDg  nach  (11.)  die  Gleicbangoi: 

weraaa  ^ch  leicht: 

|i'  =  c  +  i(a-6) 

ergiebt.  | 

Beseichnen  wir  £e  erste  Ceerdinate  des  Darcheehnittspenktn 
der  dnreh  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke  ABD  und  BCD  ge- 
henden Geraden  mit  der  Linie  CD  in  Bezug  auf  .C  ale  Anfang 
durch  pi,  60  ist,  weil  c  die  primitive  erste  Ceerdinate  Fon  C  itt: 

p*  =,e         also  pi*  =  p'— c  =  \ 

Es  ist  also: 

p=Pi' =««_*). 

Hieraus  ergeben  sieb  nun  unmittelbar  die  folgenden  grapbi« 
sehen  Bestimmungen  des  Schwerpunkts  des  Trapesiuros: 

In  Fig.  2.   mache  man   AG  ~  BH  —  CD  —        so   ist  , 
AH  =  BG  —  AB  —  CD  =  n  —  fr,  I j  i  e  r  a  u  1  t  ii  e i  1  e  man  AfJ  und  i 
BG  in  drei  gieiclie  Tbeile;  die  den  Punkten  A  und  B  j 
zunäcbst    lieajenden   Thcilpunkte   seien    beziehungs*  ' 
weise  A"  und  Ji" :  macht  man  dann  CC"  =^  AA"  und  I)ff 
zizBB'  und  zieht  die  Geraden  A"C"  und  B'D'\  so  geht 
jede  dieser  beiden  Geraden  durch  den  ^cbwerponkt 
des  Trapeziums,  welcher  also  deren  Durcbscb oitts- 
punkt  ist  I 

Da  der  Schwerpunkt  auch  in  der  Geraden  MN y  welche  die  I 
Mittelpunkte  der  parallelen  ^Seiten  xiB  und  CD  mit  einander  ver- 
bindet, liegt:  60  giebt  jede  Combinatlou  der  drei  Gera-  ; 
den  A"C\  B"D'y  MN  zu  zweien  in  dem  Durchschnitts-  | 
punkte  der  beiden  Geraden  den  Schwerpunkt  dtm  Tra- 
peziums. 
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Dieie  graphische  Bestimmung  bedarf  an  ihrer  Aneftthmng  einee 
germgeren  Raumes  als  die  von  Herrn  Celmann  gegebene  Con* 
stroctlon,  nod  scheint  mir  sich  daher  sa  der  Aawe&doDg  In  der 
Praxis  besser  zu  etgeneo  als  diese. 


De  seriebus  quibusdaiu  annotationes  factae 


CkriBiiano  Fr,  Lindman^ 
LecSore  Streng«« 


1.  Thomas  Stmpsenlns  integraadam  proposoit*)  aeqaa- 
fioaem 


et  reperit 

nbi  est  A  ^  consl.  et  co^flicientcs  terminoruui  tierici  inhnitap 
sunt  ejusraor^j,  ut  consequrns  «juaelibct  sit  aerpir^fis  summae  rlim- 
rum  proxinie  antecedei)tiutn.  Summa  igitiir  serioi  inveiiietnr.  si 
inteiirak'  acfjuationis  differentTnüs  snb  forma  finita  exhiberi  potr^rit. 
Quae  res  quamquam  nihil  habet  negotii,  tnmoii  serioni  ipsani 
adgredi  übet.  Itaque  primuni  omnium  quaerendum  eM,  auiii  saro* 


^  VM«  The  Doetrine  and  Applic.  of  Ptuzinne.  Lenden 
I0P6.    p.  KS. 


15 
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roam  babeat,  id  est.  Dum  coo¥ergena  sit.  Qaod  qaoDiam  reperiri 
oon  poterit,  nis'i  forma  co#(ficieDtiam  generalis  cogutta  erit,  ea 
prias  quaerenda  est.  2$i  Mp  designat  coilfißcieateiD  p'*  termisi, 
habemos  «equationem 

Kp  =  Kp^i  +  Kf-^f 
nl  docait  Eyteiweln*)»  inveiiitiir 

'      «k— «i 

«bi  wt     s  1(1-1- 0^  =  1(1— V5),  et  teraimw  genmlb 

Jam  vero  seriea  convergeoa  est,  si  lituiti,  qui  uniutu 

minor  eil»  isdefiiiit»  «pproplnqaat  Valoribos  intnMiaeti»  babeblama 

atqne  ideo 

Ilm   -"^+*  aa 
Ex  Hfl«  qua«  jam  dicte  «mt;,  Mqoltnr/iil  «iimini  (sf)  miM  «it 

Qood  aS  memoria  lepefimim  fermalam  noti— tmam 

pr=cO 

facUe  patet«  eaae  äummaui 


^  (e  •  — «•) 


''t  Groadlehreo  d.  hoberen  Aaalytis.  Berlin  18M.  II.  Band, 
pag.  9T1. 
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Don  minus  dcile  iaveoimii« 


a,  P  —  cr^P 


«bi  Umeo  art  «i  =4(m+ Vm«  +  4ii),  i%=;4(«—  V^»* + 4«).  Hi« 
nloribw  is  «  «slMtitiitiB,  prodit  i|. 

Si  in  aequatiooe  Simpsoiili  ponfmw  f  =  ÄcUe  In- 

feoitur  > 

IL  Jam  SMmam  «eriel 


leperire  conemur.  PoftitU  ^  =  >**  ^  =  9*  inveoitur 
QmnB  vcffo  sit 

0 

evadit 


*-  r(r)r(p 


lYü^  /»»  

«1  = 


0  9—0 
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abi  oeceMo  est,  »it  ^>r-|-l,  atque  ideo  invenitur 

_       r(Q)       pr(r-f  l)r(g-r-~l)     r(n  Fril)r(g-r-I)  { 

vel 

£  formula»  a  Laplace  data*), 

r(«)  =  (2«)*  af-*  «-*(!+«), 

ubi  est  qiiafititnti,  <|'.iae  ülliilo  t;<>  |irupiuä  appropinquat,  quo 
niagi»  X  crc.scit,  scquitür,  at  sit 

nnjfrjM )  _  (ii-fr-i-l)"+'-^^ig-(''-^''4^')(l  -f  e) 

(»-f«)«+^iÄ-(»+«)(i+75r* 

(1  +  -^)         eQ~r~^(]  +  i) 


Facile  patet,  c«ae 


.    0  » Hp-il 


lim  (l+'-t^)  c=eMi 


atque  iileo 


lim  .^4«+Lii)^0 


Quae  quufu  ita  siiit,  Ni^quitur,  ut  ait 

*)  Vide  Klii};bl,  >Mdtii.  Wörter  b.  I.  i!> u pii  1  «ui.  - Ban d  pug.  800. 
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Ein  merkwürdiger  Brief  des  achtzehnjährigen 
Lagrange  an  den  Conte  Giulio  Carlo  da 

Fagnano. 

Nach 

Herri)  An^elo  Genocchi  m  Turin  - 
milgelbeill  Toa 

dem  Herausgeber. 


Is  den  Literar.  Der.  Nr.  CLXXXXiV.  8. 15.  iat  von  oo«  in 
der  durch  dl«  Literartseben  Barichto  gebotenen  Klirxe  berichtet 
worden  Aber  die  oehr  verdienstliche  und  interessante  Schrift  des 
Herrn  Placido  Tardy  In  Genna: 

Intorno  ad  unn  fnrmola  del  Leibniz.  Nota  <)el  Prof. 
Placido  Tardy,  Hettore  della  K.  U n  i  vcrs  i  tä  d i  Genova 
Estratto  dal  Hullettino  di  Bibllograria  c  di  Storia  delle 
acienze  mateiuatiche  e  fisiciie.  Tomol.  —  Giuj;nol8öb. 
Roma.    186a  4». 

tB  welcher  Herr  P*  Tardy  sich  In  sehr  eingeliender  und  lehr- 
reicher Welse  mit  der  Geschichte  der  jetzt  gewöhnlich  nach 
Johann  Bernouili  benannten  Reibe*)  beschäftigt,  und  das 
flanptverdienst  der  Erfindung  dieser  Reihe  und  anderer  hierher 


•)  M.  «.  t.  B.  Pri  n  ci  p  i  n  ru  m  cn  I cti  l  i  d  i  f  f  e r  < n  t  i  u  Ii s  <■  t  i  i<  I e  - 
p  r  a  1  i  8  u  X  p  o  c  i  t  i  u  e !  e  m  e  ii  t  n  r  i  a  ,  »i  n  c  t  o  r  e  S.  ! '  f  1 1 1  i  I  i  r  r.  T  it  ti  i  ii  - 
gae.    1795.  Caput  IV.    De  serie  Bernou  1  i  iunu. 
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gehörender  analytiseher  AnedrOcke  «nf  LelimiB  swScktöhrt 
Auf  dieee  Scbiilt  des  Hem  P.  Tardy  sied  wir  dum  in  Liter, 
fier«  Nr«  CLXXXXVI.  8«  0.  nirflckgekoDmiea»  nad  iubea 
eebiedene  Uberane  dankenewerthe  Bemerkuagao  an  deraelbea  aiH- 
gethellt«  die  ven  dem  Herrn  Principe  B.  BencompagDi  in  Rem 
naa  gütigst  zugesaadt  werden  waren.  In  der  Tliat  iHuidelt  aa 
sich  aber  hierbei  —  waa  aatOrlieb  aaeh  ia  den  verbeigebeadia 
Schriften  Iceineawega  unbemerkt  geiaaaen  und  acbea  beaeadera 
herrorgebdiien  and  weiter  aoagel&brt  werden  bt  —  kelneawegs 
bleaa  nm  die  aogenanate  Bernonlli'ache  Reibe  allefai,  aenden 
vielmehf  im  Allgemeinen  nad  überhaupt  am  den  eraten  Gebraaeh 
und  die  erste  Erfindung  des  durch  Teracbtedene  neuere  Mathe- 
matiker jetat  nach  ao  vielen  Richtnagen  bia  ao  aehr  auagebildetca 
symbeUschen  Calcula  mit  Charakteriatlbenj  aualcbat  iaaliesendeie 
um  die  Newtoa'acbe  Biaomialreihe,  die  Leiha ia'ache  Fermel 
für  die  bobeten  Differentiale  eiaea  Preducta»  und  die  Jetat  ge* 
w<(balich  nach  Jebann  Berneulli  benannte  Reihe  flUr  ein  Inte- 
gral, in  ihrem  VerhiUnlas  au  und  ihrer  gegenseitigen  AbbSogighait 
▼on  einaader« 

Der  obigen  Schrift  des  Herrn  P.  Tardy  bat  jetat  flerr  A 
Genocchi  in  Turin  die  Schrift: 

Di  ana  formola  (iel  Leibniz  e  di  una  lettera  di  La- 
grange al  Conte  Fagnano  per  Angelo  Genocchi.  To- 
rino,  Stamperia  Reale.   1869.  8^.  b 

folgen  laasen,  in  welcher  er  in  der  eiagebendaien  und  verdienft- 
lichaten  Welae  die  Geacbichte  dieaea  Gegenafaadea  vervelletlndigt 
und  weiter  auaßilirt,  ao  dasa  wir  auf  dIeee  neue  Schrift  dea  Herrn 
A.  Genocchi  neben  dar  Schrift  dea  Herrn  P.  Tardy  dringtoil 
aufmerkaam  machen  mtlaaen.  ^ 

Nun  hatte  aber  schon  Herr  P.  Tardy  in  seiner  Schrift  p.9. 
bemerlcty  dass  im  Jahre  1754  der  junge  achtzehnjShrige,  top 
Leibniz's  Untersuchungen  und  Ertiodungen  nicht  die  geringala 
Renntnifss  habende  Lagrange  in  einem  an  *den  Conte Fngnaao 
gerichteten  Briefe  demaielben  mitgethailt  hatte,  dass  er  ganz  die« 
aelben  vorher  besprochenen  EntdeckiiTigen  wie  Leib nis desseo 
Name  natOrlich  in  dem  Briefe  ni^bt  mjt  einem  Worte  erwähnt 
wird  —  gemacht  habe;  und  dieaeili  Briefe  von  Lagrange  ist  die 
höchst  verdieoaUiche  und  interessante  Schrift  des  Herrn  A.  Ge- 
nocchi Torzngsweise  gewidmet  Derselbe  ist  in  einer  in  dam 
oben  genannten  Jahre  in  Turin  erschienenen  Druclcschrift  ver- 
offeatJicht  worden,  and  drei  Jahre  sp&ter  Im  Jahre  1767  hat  iha 
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der  Jesait  P.  F.  A.  Zaccaria  in  der  in  Mode  na  erschienenen 
Storia  letteraria  d'ltalia.  Vol.  X.  p.  107  bis  p.  112.  repro- 
ductrt,  mit  dem,  watirscheinlich  von  Lagrange  selbst  herrfihren- 
den  ZuKat^e:  ,,l>ieianio  non  affatto  nuova  la  serie  del  N.  A.  per- 
cbe  rttrovasi  nel  tomo  del  libro  stampato  l'anno  1743  in  Ginevra 
con  questo  titolo:  Virorum  celeberriniorum  Got.  Guill. 
Leibnitii  etJoh.  ßernoullii  Commercium  Philosophicum 
e t  M a  t  h  e  m  a  t  icii  m.  Lett.  X.  CXVJII  con  poca  diversitä.  L'Au* 
tore  slesHo  ha  poi  conosciuto,  cbe  mancale  quello  della  IIOVlt4; 
laa  noi  crediamo  cbe  altri  pregi  non  gliene  mancbino." 

Zu  den  bdden  oben  genaantefi  Sebrifteii  der  Herree  P.  Terdy 
«sd  A.  Gooocehi  lef  neu  emllicb  aeeertiebel  nodi  die  folgende 

Sebrift  gekomoien; 

Sur  uoe  rormnle  de  Leibnii.  Par  J.  Hoael,  Profee- 
seur  de  Math^niatiqaes  pures  k  la  facalt^ den eoieneee 
de  Bordeaux,  fiordeanz.  mSk 

üi  welcber  Perr  Hoflel  über  die  beidep  Schriften  der  Herren 
Tardy  und  Genoeebi  einen  nngenein  blaren  ond  liberoicbt- 
fieben  Berlcbt  eratettet  bat,  so  deea  wir  die  Leeer  den  Arcbivs, 
denen  die  Scbrtften  der  beiden  tref  liehen  Itniienispben  Gelehrten 
■febt  zogiinglieb  nein  aollteo»  baoplslicblicb  «of  diene  Scbrifl  des 
Berm  Hofiel  gianiien  verir einen  in  bOnnen. 

In  dfeeer  Sfsbrill  engt  Herr  Hoflei  pag*  H*: 

„Peu  de  temps  apres  rim{)res8ion  de  sa  lettre «  Lagrange 
retrouya  sa  formule  dans  la  CorresponrYance  de  f^eibniz  et  de 
Bernoulli.  Arag»  racnnte,  (ians  son  Eloge  deFresnel  (Oeuvres 
d'Aragf»,  t.  1.  p.  119.),  qiie  le  jeane  anteiir  ftit  saisi  d  un  si  vio- 
lent  chagrio,  qu'il  s'^Tanouit,  et  que  ce  premier  echec  faillit  le 
faire  renoncer  pour  tnujnurs  au^  IMatheniatiques.  De  nos  jours, 
comme  le  fait  reniarquer  M.  Tardy  en  rapportant  cette  anecdote, 
plus  d'un  auteur  auratt  1^  fibre  motns  «sensible,  et  (pour  employer 
une  expressioo  habituelle  de  Fresnel,  qui  avait»  lui  aussi,  de- 
hnte par  une  seniblabe  m^sayontore)  sc  consolerait  plus  aisdment 
d'aToir  eofoocä  des  ppftee  oavertes. 

Die  oben  genannte»  (pi  Jahre  1754  erschienene,  den  Brief 
Lagrange's  —  «reicher.  Weil  au  fi^  bemerkt,  das  Einzige  ist, 
«vas  Lagraoge  in  italienischer  Sprache  publicirt  hat  —  enthal- 
tende Schrift  \f^t  jetzt  so  aubi^crordentlicb  SftUeu,  dasH  es  Herrn 
B.  Bnncompagni  ungeachtet  seiner  so  ausserordentlich  grossen 
bibliographischen  ICenntniss  und  Erudition  nur  möglich  gewesen 
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ist,  fünf  Exemplare  derselben  aufzufinden,  «vorfiber  er  in  einer 
sehr  interessanten  Note  zu  der  Schrift  des  Uerrn  Tardy  pag.  9. 
Folgendes  sagt: 

Deila  suddetta  lettera  di  Giuseppe  Luii^i  Lagrange  si  ha 
una  c<li/ioue    iutitolata      LL/1  TLtiA  H  Ul  ||  LUIGI   DE  LA 
ORANGE  TOLRNIEK  ü  TOKINESE  1| /ILL  ILLCSTRISSi- 
MO  SiGAOU  COISTEWUWIAO  CARLO  DA  FAG.N  A^Ü 
II  Marchese  de'l  osclii^  e  di  8.  Onorio,  Nobile  Romano,  ||e  Seno- 
gagliese,  Mateiuaticu  ccicbratissimo.  ||  Contenente  una  nuova  serie 
per  i  differemiali,  ed.  inlegrüli\\di  qunlsicoglia  f/rado  corrispnn- 
dente  alln  NevvtonianaWper  le  potestä,  e  le  radici  \\  IN  TORINO, 
MDCCLIV.  II  NELLA  STAMPERIA  REALE.    Con  lic.  de  Sup. 
,,Questa  ediztone  e  composta  di  otto  pagine,  in  4.®  piccolo,  delle 
quali  le  prinic  liue  non  sono  numerate,  e  le  2^ — 8<*  sono  nome- 
vdte  CO!  nunit'ri  3 — 8.    Cinque  esemplari  della  edizione  stessa 
sono  a  me  noti,  uno  de'quali  trovasi  nelle  carte  96*— 99*  d'm 
voluaie  ora  possedato  dalla  Bibliotoca  fli  Brera  di  Milane  e  con» 
trassegnato  ,,XM*  \\  VI  ||  37<<  (eio6  «,ScamileXM**%  ,,paldietto 
VI,  nuroero  37  progressive  deVolonii  ora  collocatl  in  qiiesCo  pal- 
chetto)";  an  altro  d  contennto  ndle  carts  12*— 15*  d'nn  volame 
ora  possedoto  dalla  Biblioteea  della  Reale  Accademia  delle  Scienxe 
di  Tofino ,  e  eentrasseguato    DD.  XIL  14^,  cioe  „  Scansni  DD, 
palehetlo  IX,  nomero  )4  „progressivO  deVolonii  ora  collocatl  in 
qneHfo  palebetlo**;  «n  terso  trovasl  nelle  carte  4*~7*  d*an  volome 
priFo  di  segnatura,  ora  posseduto  dalla  Signora  Baronessa  Sofia 
Plana,  e  da  lei  conservato  nella  sua  abitasione  in  Toriiio  (Plasia 
Vittorio  EmmaQuele  n*.  12,  seconde  piano);  un  quarto  ö  pos- 
sedoto dal  Sig.  Cavaliere  Michele  Lag  ränge,  Colennello  in 
ritiro,  e  da  loi  conservato  nella  sua  abitasione  in  Torino  (Via 
Carlo  Alberto,  n^  14);  ed  nn  quloto  d  ora  da  me  posseduto. 
Ciö  cbe  si  legge  nelle  pagioe  3* — 8*,  numerate  3 — 8,  della  nie» 
desinia  edisione,  trovasi  interamente  ristampato,  salvo  varietä  orte* 
grafiche,  nel  vnlume  intitolato  ,,STORIA  II  LETTERARI A  ||  D'IT A- 
LIA  II  SOTTO  LA  PROTEZIONE  ||  DEL  SEREMSSI/ttOl] 
FRANCESCO  III.  ||  DUCA  DI  MODENA  ec.  ec.  ||  VOLUME 
X.  II  Dal  Lnslio  a  tntto  il  Dicembre  MDCCLIV.  ||  IN  MODENA. 
MDCCLVIi.  II  A  SPESE  REMONDINL  ||  COtf  LWENZA  DE- 
SOPEBiOHi,  e  PHiFiLEGiO."  (f^.  116*- 119*,  nnmerate 
108—111;  pag.  120*.  numerata  U%  lin.  2-31.  LIBRO  i,  CAPO 
IV,  paragrafo  III).   Ün  esemplare  di  questo  volame  ^  ora  posse- 
duto dalla  Biblioteea  Casanatense  di  Roma,  e  contrassegnato 
„V.  VIII.  39«.  cio^  „Seansia  V,  Palcbetto  VIII,  numero  39  pro- 
gressivo  de'  volumi  ora  collocatl  in  qnesto  patchetto'^      B.  B. 
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Wegen  dieser  uegeiBeln  groeeen  Seltenlieit  dieeee  ^nierkwfir* 
digeD  Actenettleke  m  Geschiebte  der  Matbematik  bat  sieb  dftber 
Herr  A.  Genocebi  durch  den  neuen  Abdruclt  deaselben  in  seiner 
oben  genannten  Schrift  ein  sehr  grosses,  nicht  genug  anzuerlcen- 
aeades  Verdienst  erwerben,  wobei  wir  zugleich  rfleic^cbtiieh  des 
Briefes  seliist  besonders  herrorsubeben  nicht  nnterlassen  wollen, 
dsM  dersell>e  sich  mit  ungemeiner,  den  betreffendeo  Gegenstand 
io  seinem  innersten  Wesen  und  seiner  grossen  allgemeinen  Be* 
deotung  darlegenden  Ehirbelt,  welche  also«  wie  spftter  in  allen 
Minen  Werken,  den  grossen  Lagrange  schon  in  seinem  acht- 
sehnten  Lebensjahre  ausaeichnete.  Ober  alles  hier  xur  Sache  Ge- 
hörende verbreitet,  und  auch  dadurch  das  grüsste  Interesse  fffr 
sich  lebball  in  Anspruch  nimmt*  Weil  man  sich  italienische 
Schriften  leider  Immer  noch  nicht  gans  leicht  und  in  kflrxerer 
Zeit  in  Dentscblfnd  so  versebaffen  im  Stande  Ist,  habe  leb  ge- 
glaubt ,  den  Lesern  des  Archivs  einen  Dienst  au  erweisen ,  wenn 
ieb  die  den  merkwOrdigen  Brief  enthaltende,  im  Jahre  1754  erscbie- 
oene,  bScbst  seltene  Schrift  aus  der  Schrift  des  Herrn  Genocebi 
aachstebend  abdrucken  lasse,  und  dadurch  aur  weiteren  und  all* 
gemeineren  Bekanntschaft  mit  derselben  in  Dentscbland  n.  s.  w* 
Einiges  beisntragen  suche;  in  den  sechsten  Thell  der  Ausgabe 
der  simmtlichen  "Werke  von  Lagrange  wird  derselbe  aufge- 
nommen werden: 

LETTEEA 

DI 

LÜIGI  DE  U  GRANGE  TOüMIEi: 

TOßlNESE 
AWiLLüSTRissim  sir.yoH  cosre 

GIULIO  CAKLO  DA  FAüNAiSO 

Ma'ichese  de'To»chi  c  di  S.  ünorto,  Nobilo  Homano, 
•  8en«^gagllfiM,  Mateoutico  celebrfttfMino. 

Coi|lsiieiile  wm  umva  «srts  per  i  differendttä,  §d  integraU  di 
^uahmoglia  grado  ewrrUlpimdenie  atta  NMwUndana  per 

ie  poiesiä,  e  le  rudiet 

IN  TORLNO.  MÜCCLIV. 


HELLA  8TA1IFESIA  REALE.   Con  ii€,  d^Sup, 


ILLUSTKISSIMO  SIGNOüE. 

Nella  Serie,  che  ho  comunlcata  a  V.  S.  Illustriss.,  mi  lusin- 
gava  ben  io^  d'avere  ampiameate  comprese  varie  operaaioni  del 
caleolo  sl  differenzlale«  che  integrale  di  qualunque  gi^do;  e  col 
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paragone  di  queila  colla  taoto  celebratissima  serie  NewtoDianaper 
le  pote^tä  mi  pareva  in  vero  d'aver  scoperta  una  corriapondeota 
non  di8pregevole  tra  '1  calcolo  delle  iofinite,  e  quello  delle  fioite 
grandezze;  ma  poicbe  in  somraa  oon  altro,  che  nuo?a  coraprcn- 
sione,  e  riporto  di  calcoli  notissainii  per  quello  qualunqae  ritrora- 
mento  m  palesava,  e  nulla  realmente  si  disvelava,  che  nuova 
scienza  chiamarsi  potessc^  anzi  che  offrirlo  al  pubbltco,  che  oramai 
tutto  naiMea,  e  schifa,  che  non  sia  di  tionmia  ioiportanza  p^  le 
umane  eognizioni,  pen^ava  trarne  aasai  atnpio  frutto,  riteneodolo 
per  me  a  niio  privato  uso ,  e  ad  agevolare  gli  studj  della  mia  af* 
£ätto  giovenile  Mk,  la  <{ualc  ,  anziehe  atta  a  sorominibtrare  albni, 
^  pur  del  tutto  bisognosa  di  ricevere  da  altri  lume  e  scienza;  Ma 
i  cenni  della  degneTollasima  Lettera  dl  V.  S.  lllustriss.  ml  soao 
in  luogo  di  autorevole  comatidainento;  e  poicbe  a  Lei  piace,  che 
tii  pubblicbi  la  isuddetta  Nerie,  non  dubito  di  recar  malgrado  a 
rono,  ohbedendo  a  Lei,  ed  a  Lei  anzi  offerendola,  che  molto  pin 
di  quello,  che  essa  abbia  in  bg,  puö  darle  di  dignit4  col  wo  rag* 
guardevoliaaimo  giudizio,  se  come  si  ^  compiaciata  di  coniMB* 
darla,  fincbö  era  nelle  mie  roani,  wotrk  riguardarla  con  egual  bcnig- 
nltk  otn,  che  ta  ripongo  nelle  sue.  Che  se  pur  Ella  tollmase, 
ehe  a  Lei  sola  queato  mio  plcciolo  ritrovato  io  preaeotassl»  aarefche 
di  gia  compita  interamente  l'offerta,  aensa  che  ora  di  ?antaggio 
eatendemil  doreasi  in  dichiararlo.  Che  aa  hene  tutto  U  nonda 
letterato,  come  e  le  aottili  «ue  opere,  ed  i  grandlaaimi  applaast 
daUe  piih  celebri  Accademie  riceviitl  ne  Io  attootinOf  olia  a  hm 
baata  II  proporai  a  anodare  qualaoqne  piü  riposto  arcaao  delle 
MaloMtidio.  per  eompfandomo  toato  id  aoo  o  Io  aeiogllamita,  e 
le  eona^neoao.  Ed  altnmde,  qoeato»  che  a  Lei  offro ,  mia  tUha* 
aloBi»  aono  por  di  tal  natm,  ebo  ancba  a  ingogni  OMoa 
baata  aceeniiarle,  pereb*  ad  aaal  apontaBoamaote  paaaaao 
fealarai.  Ma  pofa  giaocbi  Ella  vnola»  cba  io  aeriva  ad  ogninio, 
ebe  di  al  fatta  matoria  abbia  cooivnqaa  Tagbesaa»  peaao,  eha  aaa 
m'abaaerö  delUi  paaicaia  di  Lei,  ao  piik  ottra  lal  diluogherö,  coae 
tala  laira  rlebiede.  a  vaola.  Panque  primieraniante  propongo  le 
due  aeria»  la  Nawtoaiaaa  per  la  poteatlit  a  la  laia  per  I  dtfarea» 
aiall,  ad  lategrali,  aicebi  In  ona  aida  ocebiata  aa  aa  compraada 
ogni  poaaibila  rapporto,  a  eorrlapoodaiiya* 
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Dmqiie  L  SieeMM  Ui  prima  mrie  aerve  per  de?are  •  qm- 
liBqn«  potestlk  la  somma  di  doe,  e  conaegaentemmte  di  quan- 
tanqae  qoantitii  dato,  faceodo  reaponeote  m  egaale  al  nomero  del 
grado  deila  potestä  data;  coai  la  aeconda  aerve  per  diferensiare 
la  qnalaivoglia  ^do  an  qualuoqae  prodotto  di  due,  e  coDsegneo- 
tenente  di  qoantunqae  Tariabili,  faceodo  nella  ateaam  goisa  fcfl* 
poMBi«  m  egual*  äl  rnunero  del  difereesial  propoeto* 

n.  Siecome  la  prima  serie  vale  aimilmente  per  estrarre  qna- 
laaqae  radice  dalla  somma  di  dne,  o  quaotanque  quaottt^  facendo 
l'eapooeote  m  eguaie  al  uamero  rotto  del  grado  delia  radice  data; 
cosi  la  aecooda  serve  per  ridurre  ad  integrale  di  qaatunqiie  grado 
uo  qualanqae  prodotto  di  due,  o  quantonque  quantita  ßnite,  od 
infiDiteaime«  facendo  i'esponente  m  eguaie  al  numero  iiitero  (ma 
pre«o  negativaiaente)  del  grado  deil'iotegrale  dato. 

FinaliMiito«  üoeome  oelle  prinw  eerie  Teepoiieale,  ove  reeta 
eguaie  a  sero,  fit»  che  la  qaantlti,  cni  eeee  appartieoe  ■!  delilia 
tötender  elevata  alla  peteati  oalla,  e  conaegaentemeate  egaala 
ad  1;  coai  nella  aecooda  eaao  indica  in  tal  qnantiti^  non  avenri 
Idogo,  differenziazione«  a^  integraaieae«  e  pevdö  do?eiil  eaaa 
laaeiare  tal  qoale  ai  trem 

Onde,  come  diceva  nella  stessa  guisa  appunto,  che  dell'uua 
ci  serviamo  per  l'elevaziooi  a  potestä^  ed  estrazioDi  di  qualunque 
radice,  potremo  delTaltra  valersi  per  le  differeaziazioni »  ed  iote* 
grazionl  di  qualsivoglia  grado«  I 

'  Sia  dunque  da  diferenziarai  la  quaatHä  ia  qaealo  eaao 
paieh^  U  differenziat  cercato  ai  ^  II  primo,  m  sarä  =  1,  e  per^  la 
ieria  geaetale  pigüeri  qaeata  fofma  at^^^x^gK  cioö  ridotta  alla 
canaaa  aaaiefa  di  acrivere  (che  aeeoado  Tiiao  introdotto  U  aa- 
Mro  del  giado  della  dlfferenziazione  ai  applica  alla  leltoia  o 
|m  ai  aegaa  coa  allretlaati  paati)  liay-f 

Se  in  luogo  del  primo  si  voglia  il  secoodo,  n  il  terzo  diffe- 
reoziale  aara  m  =  2,  od  =3,  ed  i  ricercati  differenztali,  fatte  le 
«oatltuzlon!  in  luogo  di  m,  aaranno  i!  secondo  x^y^-^'ix^^-i'jfii^, 
ed  il  terzo  -f-3jr*y' +  i  quali  come  aopra  ridotti 
reDdono  Kuno  d'jry  +  Idxdy  +  ^f^y»  e  1  altro  d*xy  +  3fPxdy 
•i^  MxfPy  -i-xd*^,  veri  differeoziali  della  quantitü  propoata,  ae  ai 
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pEgli  ancbe  il  dx  per  IlaoBte»  e  k»  steMo  0*int«nifai  d«l  difmi. 
siali  di  quatonque  siaai  niteriore  grado. 

E  come  queate  operazioni  di  differenziare  per  qvMta  sarie 
nulla  piü  hanno  di  difficoltä,  che  quelle  di  ele^are  a  pofesfi  per 
la  Newtoniana,  cosi  nalla  piü  difficile  ai  e  l'integrare  cos  qoetb 
dt  qiiel,  che  lo  eia  i'eetrar  le  radiei  per  bmsii»  da  qeeete. 

Debbasi  per  esempio,  per  aver  la  quadratura  tndefinita  di 
qualaivoglia  curva,  ritrovar  Tiiitegralc  deirelemento  dellarea  tfdx. 
Si  suppunga  dcI  canone  generale  dx=:x,  sari  per  quel,  che  di 
sopra  s'e  detto  m=  —  1,  i  quali  valuri  in  easo  sostituiti,  avreiuo 
ia  Serie  particoiare  djs~^^ — cia;~'^*-|-t/ar~^^*— -ci2;~*y^-t-££a:~*^*— ec. 

Ora  da^i  dlnaU  rintegrale  di  dx,  dx-*  l'integtal  deHlnte- 
grata  di  dx  (€M  l^lntegrale  di  x),  ehe  io  ebiamo  iategral  aeeaada 

di  cü;,  e  aegno  ia  queata  guiaa  ^ dx,  dx-*  i'iategral  terzo  .di 
dx, '  cloh      dx  ec. 

Yiuj^dxrr^x,  ^Jdx  =  ^  =  ä:£t^»  ®  «ene- 

ralmeate,  "fdx  » »2,^4  .5. -^^-»^1  ^^^"^  * 

puö  accertare,  differcnziaudo  tali  quaiititä,  iina,  dee*  tre  volte  se- 
eondo  il  grado  dell'integrazione,  pigliando  perii  sempre  il  ^lx  per 
costante) ;  daoque  «ostituiti  qucsti  iralori  nclla  serie  ultiraaniente 
trovata,  e  posti  secondo  l'tisanza  d^,  d'jf,  d^y  ec.  io  luogo  di  f  \ 
y^,      ec.  easa  aara  in  fiue 

a^dy     x*d*y        x'^tPtj  x*d*y  ^Ca 

La  qual  serie  particoiare  d.illa  mia  nnivcrsal  derivata,  vede 
beoiüisinio,  V.  S.  Iliustriss. ,  ciie  non  e  altra,  che  quella  stes^a 
tanto  celebrata,  che  di  s^iä  scopri  ii  Chinrissiino  Sig.  Giovanni 
B  e  r  II  ü  11 1 1  i  0 »  6  pubblicu  poacia  oegli  atti  degli  ervditi  del  mcae 
di  Movembre  1694. 

Oel  reafo»  bod  aolo  a'dlflerenaiali  di  prima  grado  ai  aataada 
qnaata  nia  aeria,  ma  lienai  ad  iategrar  coa  «aa  aola  operaiieae 
csiaadio  qoelli  di  qaalonqne  ulterior  grado.  Ridierebial  rinlegnl 
aaeoado  di  dydx,  fatto  danqoa  ai= — 2..  e  aappoato  X'ss^dx,  cd 
3fsf2y  etlerreno  ia  aegaente  aerie 

dx'^dy''  -  Ux-*dy^  +  Mx-*dy^  —Adx-^dy*  +  ec. 
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la  qual  come  i  attra  ridotta  cla  

» 

eguale  ^ancora  ad  J^ydx^  e  per  conseguenza  all'altra  poco  fa  tro- 

vata»  la  qual  egualitä,  ««ehhene  apertamente  non  ai  roaniresti,  tut- 
tavla  si  puö  vedere,  differeoziaDdo  e  l'una,  e  Taltra  due  volte, 
poato  il  dx  coatante,  conclosiach^  distruggendoai  vicendevolroente 
tatti  graltri  temiiDi,  altro  oon  vi  reata  in  ameiidoe»  ciie  ii  i{yc{jr. 

Molte  altre  conaidaraaioDij  ehe  mi  occorrerebbono,  per  ora  le 
ometto,  e  eome  boi  del  tatto  neecMtle,  e  come  poco  dlcevoti 
alla  iDtenaioii  mia,  onde  anai  che  annojarla,  coli  dilangarmi  io 
COM  \A^  anperdiie»  bramo  imtcaaieRte  di  atteatarle  il  mio  osae- 
qQioaiaaimo  fiapetio* 

DoDqoe  ringraziaudola  del  gradimeuto,  che  V.  &  llluatriaa. 
8*^  conipiaeluta  sigaificanni  di  questa  inia  tenuissima  coctt 
meno  clie  del  prezioao  regalo,  che  mi  fa  della  dottissiina  sua 
lettera  ultimamente  impreaaa;  e  pregandola  iatanteinente  a  conti- 
naarmi  ie  aue  pregiatiaaimn  grazie,  iio  l'onore  di  proteatarnii  con 
tntta  Ja  roaggior  atima,  e  con  la  piü  nmUe  rirereoaa  ae. 


T>  ^  Rlleggendo  V*  8.  iHnatriaa.  qneata  mia  forniola,  non 
*  potranno  all'acuteaita  del  aoo  Ingegno  non  occorrere 
aopra  di  eaaa  qoaleme  importaati»  ed  ntiU  lifleeaioni;  Snpplieo 
per  taute  la  aomma  dl  lel  bonti»  e  cortoaia»  cbe  dl  gl&  ho  avttta 
la  Sorte  di  esperimentaie»  a  tole'ml  far  la  graiia  di  cenmranlear^ 
■ote^  e  dl  bei  nenovo  aone 

Torino  ii  33  Lnglio  17ö4. 
m  V.  S.  iUuHriti. 

netoiist.,  ed  obblfgatis$.  Seni/ore 
LDm  DE  LA  GRAN6E. 
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IM  )  s  c  e  1  1  e  n 


Zu  der  Lehre  von  «ieii  Transvernaleii  im  Dreieck  und  der 

dreUeitigen  Pyramide. 

Voa  Herrn  Du  R.  Most,  Lehrer  an  der  Ecalschule  L  ürd.  ia  Scetiin* 

In  ThI.  XLVIll.  Nr.  XXXII.  p.  41.7  heweist  Herr  Profes-sor 
Grunert  in  Verbindung  mit  anderen  6ä(iien  den  foigendeo  5at2; 

Zieht  mau  (iurch  einen  beliebigtMi  l^unkt  M  von  den  drei 
Spitzeii  eines  Ürcieckä  ABC  drei  Transversalen  BBn  CC^» 
so  ist: 

MA,     MB,  MC^ 

die  GrOsaen  MA^,  MBi  oder  MCx  und  oegativ  au  oeboien,  wenn 

ilf  In  Beittg  auf  oder  C|  eiae  entgegengeaelzte  Lage  in 
B  oder  C  liat. 

Beweis.  =             ^••'n  dio  (»roasen  MAi  uod  AAi 

verhalten  sich  v^ic  die  auf  BC  von  J>J  und  A  geföliteii  Höhen} 
liegt  uun  lU  in  dem  Dreieck,  so  ist: 

Mäl  ^  .  ^  _  BMC^CMA^AMB  _ 
AAi  +  IBB^      CA  aSC  ~ 


Fttr  andere  Lagen  von  M  ergeben  aich  die  eataprecbenden 
Gleicbongen. 


Googl 


r 
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Für  die  dreiseitige  Pyramide  ABCJJ  erhält  man  durch  die 
foUprecbende  tietrachtuog: 

AAi  +  Bßi  ^  CC'i  +  />/>,  - 


Ueber  die  Suminirung  gesetzniässig  ausgewählter 

'  Reihenglteder. 

Von  licrrn  Dr.  Ii.  Most,  Lehrer  an  der  Realschule  I.  Orü.  in  Stettin. 

Ans  einer  gegebenen  Reibe,  deren  Sonime  f{x)  bekannt  ist^ 
die  geraden  oder  ungeraden  Glieder  anssnwSlilen  ond  so  sam* 

miren,  ist  eine  Operation,  die  ofl  In  Anwendung  kummt  und  leicht 

durch  '       j  nnd*^       ^         geloat  wird.    Es  mag  ga-  , 

stattet  sein*  daranf  anfnerkaani  so  inaebeD,  daas  in  diesen  Formen 
eine  allgemeine  Methode  angedeutet  iat  Handelt  es  sieb  darum, 
aas  der  Reihe  der  Function  /{x)  das  pte,  das  2f>te,  3pte  u.  s.  w. 
Glied  aussawiblen  und  su  aummiren,  ao  kann  diese-  Aufgabe 
laicht  durch  die  Wunteln  der  Olelehnng  aP=l  gelSst  werden; 
beieicbnet  man  die  p  Wurseln  der  Gleichung  mit  o,,  a,,  o,  ..a^, 
10  Ist  bekanntlich: 

«i'-l- «/-^„Of^  ssp  oder  Null > 
je  nadbdan  r  ein  Vialfaebes  von  p  ist  oder  nicht;  Ist  also 

gegeben,  so  ist: 

Will  man  aber  etwa  mit  dem  f  ten  Glieds  beginnen  und  dann  in 
loleifullen  von  p  fortschreiten,  so  bat  man: 


\ 
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lies  BcIspIfliM  halber  mII«i  die 


1  X  jr» 

*  =  fl(f)  +  ^+5  ^  Ji(^r+2f)    •  • 


•ommlrt  werden»  ee  let,  ireeo 


Oft  =  CM  — -  +<elB-—  »  «•  • 


let,  nach  (1): 


III  1 


and  nach  (2) 


Druckfehler. 

Tbl.  4t.  &  4».  S.  18.     a.  iCall  „daaa**  i.  m.  ,«4aaa'*. 
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Die  Gesetze  der  Lichtbrechung. 

Von 

Dr.  /o«.  Kudtlkay 
KaiMrIich  KfiBigliehem  Lyccttl-Profeavor  su  Lins. 

(SehloM  von  Nr.  X.  S.  121.) 
(Figira  a.  Tmf.  IX.  X.  ^  Xlg.  59.  auf  Tftf.  EE.) 


{.        Uab«?  dl«  Sa nuroel linse. 

Älan  wird  vielleicht  fragen:  „Was  kann  man  denn  über  die 
Sammellinse  noch  Neues  erlahren?  Dicwe,  als  ein  Haaptbestaiid- 
theil  der  optischen  Instramente«  dürfte  doch  echoa  hinläugUcb 
erforscht  sein. 

Nsn,  idi  liabe  einen  Veisveh  mUsntlieUen«  der  so  einfach 
Ist  eeii  dabei  so  nnbedenfend  erscbeintt  dass  er  sieb  wahraebeia* 
Heb  deaabalb  bis  nna  der  Beachtnag  entzugen  beben  dOrile. 
Weaif  atena  ist  ml?  nicht  behaant,  dass  er  gemacht  oder  besprochen 
worden  wire.  Dieser  Versuch  erscheiot  mir  nnn  aber  fllr  die 
Theorie  der  LIaaea  too  gans  beaooderer  WicbHgkelf»  Bevor  Ich 
iha  jedoch  beschreibe,  finde  Ich  es  aweckdienlicb,  einige  einlel- 
teode  Bemerkeagen  voraussoscbickeo»  dnrcb  welche  gewisse  Be- 
griffe la  etwas  anderer  Art»  als  es  gew5hnlich  geschieht,  festge- 
stellt werden. 

1"  Es  sei  demnach  (Fit*.  43)  eine  Sammelliiide  iHiV  und 
man  denke  sich  einen  latigM  der  npti^^chen  Axe  vprKrhiebb:irc>ri 
leuchtenden  Punkt.  Seine  anfängliche  La<;e  sei  iimcrhali»  der 
Brennweite  der  Linse  in  n.  Rin  von  a  clusgehender  Strahl  nh, 
der  in  6  die  Linse  trifft,  wird  innerhalb  derselben  «Icd  \N  hd 
nehmen  und  hierauf  in  der  Richtung  dx  austreten.  Diese  let/tt^re 
Richtung  divergirt  nach  aufwärts  mit  der  optischen  Axe  und  es 
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werden  fiberhanpt  eile  fon  a  auf  die  Ltnee  fällenden  Sfralten 
nech  Ihrem  Aeetritte  mit  der  Aze  dlverglren. 

Verschiebt  man  den  leuchtenden  Pankt  von  a  nach  e,  so 
erleidet  dadurch  der  einfallende  strahl  eine  Drehung  um  deo 
Punkt  6;  er  kuromt  aus  der  Lage  ab  in  die  Lage  eb.  ßr>i  dieser 
neuen  Lage  wird  der  gebrocheno  Strahl  innerhalb  der  Linse  den 
Wei?  ffk  lind  nach  dem  Austritte  den  Weg  kff  eirjschiagen.  Ist 
e  der  Brennpunkt  der  Linne,  so  wird  der  austretende  Strahl 
parallel  zur  optischen  Axe  yctn  und  es  werden  überhaupt  alle 
von  e  herkommenden  Strahlen  peraUei  auntreteu,  freilich  tvie  dieM 
bekannt  ist,  aunäbernugeweiee. 

Koiiimt  endlich  der  leuchtende  Punkt  an  den  Ort  der  be- 
reits ausnerbalb  der  Brennweite  der  Ijtnse  liegt,  so  wird  der  voo 
ihm  z,u  dem  Elemente  b  der  Linse  gezogene  Strahl  hb  nach  tt' 
littenen  Brechungen  den  Weg  bgz  nehmen  und  indem  jetzt  der 
austretende  Strahl  gegen  die  Aze  koiivergirt,  schneidet  er  dit- 
selbe  in  t.  So  «rie  dieser,  werden  auch  alle  übrigen  austretenden 
Strahlen,  die  von  h  herkommen,  gegen  die  Axe  fconvergiren, 
aber  eie  werdeo  sie  nicht  In  einem  und  demeelhen  Pankte  s, 
•endem  bekannttleh  In  Terechledeoen  Pkinkten  echneiden ;  eo  da«« 
aleo  der  kleinete  QaerecholtC  des  auatretenden  LlehtkGrper«  bei 
t  nicht  ein  Punkt«  «ondern  ein  kleiner  Kreie  (Ahweichnngekreis) 
sein  wird* 

Das  Aage  wird  sich,  um  den  leuchtenden  Punkt  mittelst  des 
Elementes  b  zu  sehen,  natfirlicb  immer  in  der  Richtung  des  aas- 
tretenden Strahles,  also  etwa  In  9,  dann  in  und  xuletxt  in  1 
befinden  mfissen. 

Ruhet  das  Aug,e  gerade  in  z  und  ist  der  Abweicbungskreis 
nicht  grosser  als  die  Pupille,  so  wird  es  alle  Strahlen,  die  der 
leuchtende  Punkt  durch  die  Linse  blodurchseodet,  aufoehmcB 
kennen  und  es  wird  In  diesem  Falle  der  leuchtende  Punkt  ab 
efaie  belle  Scheibe  erscheinen. 

Jetzt  lassen  wir  den  leuchtenden  Punkt  und  das  Auge  ihre 
Plätze  vertauschen,  so  dass  der  Gang  des  Lichtes  umgekdirt 
wird  und  so,  wie  wir  zuvor  den  leuchtenden  Punkt  llngs  der 
Axe  verschoben  und  in  drei  wesentlich  verschiedenen  Lagen  be- 
trachtet haben,  eben  dasselbe  wollen  wir  jetst  mit  dem  Auge  des 
Beobachters  thuo. 

Befindet  sieb  demnach  das  Auge,  das  wir  uns  als  Puakt 
denken  wellen,  suerst  Innerhalb  der  Brennweite  in  a,  so  kann  ee 
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fon  dem  Elemente  b  der  Linse  nur  in  der  geraden  Richtung  ba 
einen  Eindrack  erhalten,  denn  e«  i^t  (besetz  der  Optik,  das»  die 
Wirkung  des  Lidites  in  einem  gleichfürraigen  Medium  nur  in 
geraden  Linien  vor  sich  gehet.  Wenn  also  ba  einen  austretenden, 
gebrochenen  Strahl  vorstellt,  »o  raus«  der  ihm  entsprechende 
einfallende  die  Richtung  xd  haben:  d.  h.  soll  ein  leuchtender 
Punkt  io  der  Richtung  ab  gesehen  »verden,  so  niuss  er  sich  an 
Irgend  einer  Stelle  in  der  (ieraden  dx  befindei>.  Ist  also  das 
Auge  innerhalb  der  Brennweite  der  Linse,  so  müssen  die  ein> 
fallenden  Strahlen^  wie  xd,  gegen  die  Linse  konvergiren,  wenn 
sie  nach  erlittener  Brechung  in's  Auge  gelangen  sollen.  Solche 
Strahlen  kommen  aber  noth^vendig  von  verschiedenen  Punkten 
eines  ausgedehnten  Gegenstandes,  den  wir  betrachten. 

Versetsen  wir  das  Auge  in  den  BreaDpnnkt  s  der  Linse,  so 
werden  wiederam  die  einseinen  Punkte  eines  ausgedehnten  Gegen* 
Standes  nur  mittelst  seleher  StrftlileD  gesehen,  welelie  Ten  Ümev, 
wie  yk,  parallel  cur  Aze  ausgesendet  werden. 

Ist  endlich  das  Auge  ausserhalb  der  Brennweite  in  A,  so 
kann  es  von  demselben  Elemeitte  b  der  Linse  nur  in  der  Geraden 
hh  einen  Eindruck  erhalten  und  es  muss  somit  der  leuchtende 
Punkt,  von  dem  dieser  Eindruck  herkommt^  an  irgend  einer  Stelle 
der  Gernden  ig  sich  befinden.  Es  müssen  also  bei  der  Lage  h 
des  Auges  die  Strahlen,  welche  von  den  einzelnen  Punkten  eines 
an^edebnten,  Gegenstandes  ausgesendet  werden,  sich  In  i  durch* 
krenaen,  wenn  sie  fiherbaupt  ins  Auge  gelangen  sollen. 

Unter  Gesichtsfeld  verstehet  man  bekanntlich  die  auf 
einmal  übersehenen  Gegenst&nde  oder  wenn  der  Gegenstand  zu 
gross  ist,  den  auf  einmal  fibersehenen  Theil  desselben.  Nimmt 
man  an,  dass  der  Rand  der  Linse  bis  auf  den  sentralen,  kreis 
nirmigen  Theil,  dessen  Durchmesser  s  bc  (Fig.  43)  mit  einem 
Diaphragma  bedeckt  ist,  und  dass  somit  bloss  dieser  zentrale 
Theil  das  Licht  durchlässt,  so  wird  von  einer  Fläche  PQ  der 
Theil  mn  gesehen  werden  können,  wenn  sich  das  Auge  innerhalb 
der  Brennweite  io  a  befindet :  Ich  sage  „können",  denn  ob  dieser 
Theil  mn  wirklich  gesehen  werde,  das  wird  von  dem  Grade  der 
Deutlichkeit  abhängen,  welchen  die  von  jedem  einseinen  Punkte 
desselben  ins  Auge  gelangenden  Eindrücke  besitseo.  Ist  das 
Auge  im  Brennpunkte  e,  so  wird  schon  ein  kleinerer  Theil  pq 
and  wenn  es  sich  ausserhalb  der  Brennweite  in  k  beindet,  der 
noch  kleinere  r«  gesehen  werden  können.  Das  Gesichtsfeld  bSagt 
also  seiner  Grösse  nach  von  der  Lage  des  Auges  gegen  die 
lAnse  ab. 
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Ceberdiess  wird  es  auch  durch  die  Entferniiyg  des  Gejtcn* 
«taiides  beeiofluMt  Die  einfallenden  Strahlen,  Morunfer  irir 
natOrlich  immer  iinr  jeoe  veretehen,  die  nach  erlittener  Brechung 
in  das  Auge  gelangen»  bilden  pemlich  in  ihrer  Geffamrothelt,  bei 
der  Lage  a  des  Auges  einen  gestutzten  Kegel«  dessen  kleinere 
Ba$(i8  die  LinsenflSche  ist,  die  andere  aber,  nemlich  mn,  da»  Ge- 
sichtfifeld  voretellt.  En  mnes  demnach  in  diesem  Falle  daK  (;e- 
Sichtsfeld  immer  grSeeer  werden,  je  ireiter  die  betrachtete  riäcke 
PQ  von  der  Linse  entfernt  wird,  und  es  wird  auch  ein  einfalt^D- 
der  Strahl,  wie  nd,  immer  anderen  Punkten  des  Gesicht^iteidw 
angehören,  die  desto  weiter  von  der  Mitte  desselben  abstehen 
werden,  je  weiter  es  selbst  von  der  Linse  abstehet 

Da  bei  der  Lage  e  des  Auges  die  einfallenden  Strahlen  einen 
Cylinder  bilden,  so  wird  das  Gesichtsfeld  immer  die  nentiiche 
Grösse  beibehalten,  es  mag  die  Entfernung  der  betrachteten 
Fläche  PQ  welche  immer  sein,  und  es  wird  ein  Strahl,  wie  qk, 
bei  jeder  Entfernung  des  Gesichtsfeldes  vou  dem  nemlichea 
Punkte  desselben  herkommen. 

Bei  der  Lage  h  des  Auges  bilden  die  einfallenden  Strahles 
Doppelkegel.  Würden  alle  dieee  Kegel  den  Punkt  x  zum  ge- 
meiuschaftlicheo  Scheitel  haben,  so  wurde  fürs  Erste  das  Ge- 
sichtsfeld TS  immer  kleiner,  je  mehr  sieh  die  Fliehe  PQ  diese« 
Punkte  %  nähert;  dann  aber  wflrde  es  so  einem  geometrischen 
Punkte  zusammenschrumpfen,  wenn  FQ  in  z  ankSme  und  von  der 
ganzen  Fläche  PQ  wfirde  alsdann  bloss  dieser  Punkt  %  sichtbar 
sein ;  über  s  hinaus  wird  aber  das  Gesichtsfeld  wieder  suoelimen. 

Da  nun  aber  die  Scheitel  der  Doppelkegel  an  verschiedene 
Steilen  der  Axe  fallen,  so  wird  der  kleinste  Querschnitt  des  ein- 
fallenden Strahlenkorpers  bei  z  nicht  ein  Punkt,  sondern  ein 
kleiner  Kreis  sein  (Abweichungskreis);  das  Gesichtsfeld  wird 
deomach  auch  nicht  kleiner  werden  kunnen,  als  dieser  Kreis. 

Je  nach  der  Entfernung  des  Gesichtsfeldes  von  der  Linse 
wird  wiederum  ein  einfallender  Strahl,  wie  sg,  von  verschiedenen 
Punkten  desselben  herkommen.  Würde  aber  das  Gesichtsfeld  na 
einem  geometrischen  Punkte  zusammenschrumpfen  kSnnen,  so 
würden  natfirlich  alle  einfallenden  Strahlen  diesem  einen  Punkte 
angeb&ren. 

Hier  wird  sich  auch  ereignen  können,  tJass  der  durch  die 
Linse  betrachtete  Kurper  verkehrt  erstheint.  Das  wird  immer 
der  Fall  sein,  wenn  er  sich,  wie  z.  B.  tu  jenseits  der  Kreozones- 
stelle  z  der  einiallenden  Strahlen  befindet,  denn  alsdann  %vird  der 
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links  Iieeerul«  Punkt  t  dieses  Objekte«  tu  in  der  \  erlängerung 
von  hb ,  also  rechts  —  und  der  rechts  liegende  funkt  m  in  der 
\  erlrui^orung  von  kc ,  Somit  links  gesehen.  Befindet  «ich  aber 
ein  (»egeustand,  wie  rs,  innerbalh  der  DllrchkrelI/Jlnl:^\^  eite,  so 
inu(is  er  natürlich  aufrecht  erscheinen,  denn  alsdann  \\iid  ja  der 
rechlslieeende  Punkt  $  (iesselben  mitteilt  des  gebrochenen  Nfrahle« 
Lk  aiK  b  rechte  und  der  links  liegende  Punkt  r  mittelst  des 
Strahlen  eh  auch  links  gesehen.  Oaniit  aLso  die  relative  Lage 
zweier  Punkte  durch  die  Linse  umgekehrt  uerdt',  dazu  ist  uoth» 
tveuHig,  dat>to  die  ^uu  diesen  i'unkten  herkornmendeti,  einiallenden 
Strahlen  «ich  durchkreuzen,  (was  v^iederum  der  Fall  sein  wird, 
wenn  »ich  das  Auge  ausserhalb  der  Brennweite  befindet);  al»er 
dat»  reicht  noch  nicht  hin,  sundern  es  muss  auch  dieser  Durcb- 
kreM7.ungspunUt  s  zwischen  das  betrachtete  Objekt  tu  und  die 
Linse  fallen,  oder  der  Lin>e  näher  liegen,  alci  daü  Objekt.  Muss 
mnii  die  einfallenden  Strahlen,  wie  Sfj  und  ri,  die  von  dem  Ob- 
jekte TS  herkommen,  erst  hinter  dieses  verlängern,  damit  der  Durch 
schnitt  erfolge,  ist  also  der  Durchschnittspunkt  der  eiutallenden 
Strahlen  ueltir  von  der  Linse  entfernt  als  das  Objekt,  so  findet 
keine  Umkehruug  der  relativen  Lage  der  Punkte«  hier  r  und  s, 
Statt. 

Es  rooss  hter  hauptsScbllch  beherzigt  werden»  daes  durch 
die  Lagre,  die  man  dem  Auge  gegen  die  Linse  gibt,  die  Rich- 
tungen für  die  gebrochenen  Strahlen,  durch  welebe  die  Elemente 
der  Linse  ihre  Eindrücke  dem  Auge  übermitteln,  unmittelbar  fest- 
gestellt oder  fixirt  werden;  dadurch  werden  mittelbar  auch  die 
Richtungen  üBr  dio  entsprechenden  einfallenden  Strahlen  fixirt 
Diese  letzteren  Richtungen  bilden,  wie  bereit«  gesagt  wurde» 
geometrische  Körper  und  es  wird  daher  sunMchst  die  Gestalt  die« 
ser  Körper  durch  die  Lage  des  Auges  bestimmt.  Das  Gesichts« 
feld  resultirt  erst,  wenn  ein  solcher  Korper  durch  irgend  einen 
ÜcbCaBaatrahlendea  Gegenstand  geschnitten  wird.  Ee  entsteht 
also  gans  so»  wie  ein  Schlagschatten. 

3**.  Die  Grösse  der  Gegenstände  ,  wie  sie  mit  dem  blossen 
An?e  beurtheilt  wird,  heisst  bekanntlich  die  scheinbare  (iri  .s>t' 
und  wird  durch  den  Gesichts^vinko!  bestimmt.  Nicht  anders,  nlü 
so,  wird  auch  die  Grosse  des  Gesichtsleides  bestimmt  werden 
müssen,  wenn  wir  uns  einer  Linse  bedienen.  Der  optische  \N  inkcl 
eehurt  zu  den  schärfsten  Begriffen  der  Optik  und  es  ist  kein 
Grund  vorhanden  hier  davon  abzugeben. 

Nehmen  wir  nun  an»  das  Ange  befinde  aleh  ansaerhalb  der 
BceuweKe  in  h  (Fig.  43)  nnd  das  Gesichtsfeld  sei  t«.  Alsdann 
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wurde  TS  mit  unbewaffneten)  Auge  unter  <iem  \Vinkel  rhs  —  oo 
gCHPliei),  wolchen  inaii  erhält,  v?enn  man  in  (iedankt-n  »üc  Punkre 
r  und  s  uni  h  verbiniiei;  mittelst  der  Linne  «iebt  man  e»  unter 

dem  Winkel  6ke  =  9.  Der  Qnotient  ^  =  m  drflekt  du  Verhilt- 

nUs  der  »iciielnbaren  Grossen  in  diesen  beiden  Fällen  au«.  Bei 
den  optischen  Instrumenten,  namentlich  den  Fernrohren,  bedeutet 
dieser  Quotient  die  Vergrüaiserung,  welche  das  Instrument  bewirkt 
Hier  aber  dürfte  es  pausender  sein,  ihn  die  Grossen  Veränderung** 
zu  nennen,  weil  die  Sammellinse  niclit  hloss  ver^Tüssert«  sondern 
unter  gttw  issen  Umständen  auch  verkleiuert.  Su  lan^e  9>  >  oi 
ist,  wird  die  Linse  vergrossern ;  ist  q>  =.  so,  so  erscheint  der 
Gegenstand  mittelst  der  Linse  ebenso  gross  wie  bei  der  Be- 
tracht i]tii^'  mit  blossem,  unbewaffneten  Auge ;  ist  endlich  ^<^(a,  so 
wird  die  Litiäo  verkleinern. 

Dia  bloMe  Betrachtung  der  Figur  43  wird  uns  belebrea»  dass 
soUnge  dae  Ange  innerlialb  der  BreoDweite  oder  Im  Brennpunkte 
liegt,  die  Lieee  stets  vergrQeeem  mOMe,  irell  eowohl  der  Winkel 
nmnK^nc,  ete  auch  peg^bec  ist;  dase  aber  alle  drei  Fälle  ebi« 
treten  kunneo,  sobald  sich  das  Auge  ausserhalb  der  Brennweite 
befindet;  denn  man  vergleiche  nur  den  Winkel  izu,  den  die  sich 
kreuzenden,  einfallenden  Strahlen  bilden,  mit  dem  Winkel  bhc. 
Der  letatere  Winkel  wird  offenbar  desto  kleiner,  je  mebr  sieb 
das  Auge  von  der  Linse  entfernt ;  aber  anter  dieser  Voraussetanaf 
rückt  der  Durchschnittspunkt  z  immer  niber  an  die  Llose  und 
somit  wird  der  Winkel  ts»  immer  grosser.  Die  gedacbten  Winkel 
erleiden  also  entgegengesetzte  Aenderungen«  wenn  das  Ange 
läogs  der  optischen  Aze  verschoben  wird. 

Denkt  man  sich  das  Auge  zuerst  wohl  ausserhalb  der  Brenn- 
weite der  Linse  aber  doch  so  nahe  an  derselben,  dass  bhc'^tnit 
80  werden  die  gleichliegenden  Schenkel  beider  Winkel,  nemlidk 
hc  und  ^2,  dann  A6  und  zu,  nach  aufwärts  divergiren;  bei  einer 
gewissen  grosseren  Distans  des  Auges  wird  6^  =•  Hu  sein  und 
gedachte  Schenkel  werden  parallel  laufen.  Entfernt  man  du 
Auge  fiber  diese  Grense  hinaus,  so  wird  bhc  <  txm  und  es  werdee 
die  gleleh liegenden  Schenkel  dieser  Winkel  jetst  nadi  aafwirt» 
konvergiren  und  gehSrig  verlängert  sich  dnrcfasehaelden« 

Gehet  nun  das  Gesichtefeld  gerade  durch  diese  Durcfanitti- 
punkte,  so  ist  9  :=s  «9  und  die  Linse  wird  weder  vergrGssern  eocb 
verkleinern ;  liegt  es  aber  jenseits  dieser  Durchsehnittspankte,  so 
wird  sie  schon  verkleinern;  liegt  es  diesseits  derselben^  so  wird 
sie  natdriieh  vergrdssem.  Bei  einer  der  folgenden  Flgnm  weid» 
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ich  (lelegenheit  haben  auf  die«eii  Fall  zuriickzukomiuen  und  ihu 
an«chauiicber  zu  machen. 

» 

4^.  Betrachtet  man  einen  aani^edehaten  Ge^enstanil  mit  freiem 
Auge,  so  dringt  von  jedem  einzelnen  Punkte  desnelben  ein 
Stimblenkei^el  in  dasselbe  ein,  «Irr  die  Pupille  zur  Basis  bat 
end  an  dessen  Scheitel  der  betrachtete  Punkt  liegt  Von  einem 
and  demselben  Paokte  gelangen  also  die  Strahlen  divergirend 
ioe  Auge.  Von  verscbiedeoen  Punkten  kommen  sie  aber  konver« 
girend,  denn  alsdann  bildet  da^  Auge  den  Scheitel  und  die  be* 
trachtete  Fliehe  die  Basis  dee  StrahieiiliOrpere. 

Diesen  Hergang  nn'issen  ivir  uns  gegenwärtig  haften  ,  denn 
er  scheint  die  Bedingung,  woran  der -i'rozess  des  Seljen>»  ge- 
knflpfl,  ist  zu  enthalten.  Dem  gemSss  müsste  jeder  J^unkt  eines 
Gegenstandes,  bu\[  er  deutlich  gesehen  u erden,  divergirende 
Strahlen  In  das  Auge  senden.  Wenigstens  ist  es  klar,  dass  wenn 
durch  irgend  ein  Mittel  bewirkt  würde,  dass  die  von  den  einzel- 
nen Punkten  eines  Gecjenstaodes  ausgehendon  Strahlori  konver- 
girend  ins  Auge  eintreten,  kein  deutliches  Sehen  mehr  möglich 
wäre;  denn  dann  erscheint  der  betrachtete  Punkt  von  der  Grötise 
der  Hasis  des  LichtkegeU,  also  als  Kreis  und  es  wird  die  Un- 
deutlichkeit  desto  grosser,  je  gru&ser  dieser  Kreis  ist.  Bei  Be- 
trachtung; von  Schriflzügen  wird  sich  dieser  Umstand  ganz  be- 
6onder8  geltend  machen«  denn  indem  die  Punkte  des  Papiere  aU 
weisse,  die  der  Buchstaben  als  schwarze  Kreise  erscheinen  und 
sich  gegenseitig  fiberdecken,  erhält  das  Gesichtsfeld  einen  ganz 
unbestiramten,  gleichförmigen  Anstrich;  die  Schrillt  erscheint  ganz 
verschwomroen  und  verworren ;  sie  ist  absolut  unlesbar,  ich  habe 
oben  sub  2  gesagt >  dass  jeder  Lage  des  Auges  ein  bestimmtes 
Gesichtsfeld  von  einer  gewissen  Grosse  entspreche,  aber  daraus 
folgt  nocb  nicht,  daaa  jedes  einzelne  Gesichtsfeld  auch  schon 
geeignet  sei,  die  es  ausfüllenden  Objekte  zur  klaren,  deutlichen 
Anschauung  zu  bringen.  Daa  wird  el>en  von  der  Beschaffenheit 
seiner  Eindrticke  abhängen. 

Die  Deutlichkeit  i-f  jedoch  hier,  v\ic  «eihstverständhch,  nicht 
in  jenem  Grade  zu  verstehen,  der  ihr  erst  durch  die  Beseitigunt; 
der  chromatischen  Ah^cirhtJnL;  vm  Theil  wird.  Wir  wollen  nun 
die  Umstände  et^^as  naher  helenrhten  ,  unter  welchen  eine  Sam- 
mellinse von  einem  Gegenstände  beim  Hindurchseben  ein  deut- 
liches Bild  zu  geben  vermag. 

Denken  wir  ona  demnadi  jetat  wieder  daa  Ange  anerat  ioner- 
halb  der  Brennweite  einer  aoleben  Linse  (Fig.  44>  In  n.  Unter 
dimv  Toraoaaetsnng  wird  das  Element  b  der  Linne»  wie  diene 
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UTor  schon  gOMigt  worde,  Mine  Eindrficke  in  der  Gmden  ba 
dem  Aage  fibermittein.  Hat  aber  der  gebrochene  Strahl  die 
Richtung  ba,  «o  maao  der  einfaliende  die  Riebtnng  sd  haben. 

Je  nach  der  Lage,  die  «ler  leuchtende  Punkt  in  der  d^r  hat, 
d.  i.  je  nach  der  Entlerming,  die  er  voo  der  Linse  hat,  werden 
die  von  ihm  herrührenden,  austretenden  Strahlen  bald  divergireod, 
hald  parallel,  bald  koitvprrrirend  die  Linse  verlassen.  Man  rer- 
ftety.Q  daher  den  leuchtenden  Punkt  zuerst  an  den  Ort  f  in  ^ne 
solche  Entfernung  fd,  dass  die  von  ihm  auggehenden  Strahlen, 
die  den  Kegel  gfp  bilden,  nach  ihrem  Austritte,  die  zu  ah  pa- 
rallelen Richtungen  hi,  kl  etc.  annehmen.  Es  wird  in  diesem 
Falle  von  dem  leuchtenden  Punkte  ein  dCnner  Lichtzylinder, 
de^aen  Querschnitt  der  Pupille  gleich  ist,  in  das  bei  a  ruhende 
Auge  eintreten  und  wenn  man  einen  ausgedehnten  Gegenstand 
betrachtet,  so  wird  jeder  einzelne  Punkt  desselben  einen  solchen 
dunncu  Lichtzylinder  ins  Auge  senden. 

Unter  diesen  DmatSnden  ist  f  ofenlkar  ein  Brennpnnkt  vnd 
man  kann  daher  eagen,  dase  sich  der  lenchtende  Pankt  in  neinia 
Brennpunkte  befinde.  Unter  den  von  f  anngehenden  Strahles 
wird  einer  wie  fp  mit  dem  Krammnngshalbmesser  cp  der  ol»eMn 
Linsenfläche  zusammenfallen.  Dieser  Strahl  fp  wird  daher  ii 
seinem  Einfallspunkte  p  keine  Brechnng  erleiden;  er  wird  eist 
an  der  unteren  Fl&che  in  k  gebrocbent  wo  er  dann  die  Richtnei 
kl  einschlägt.  Diese  normal  zu  der  oberen  LinsenflSche  von  / 
gesogene  Linie  fp  mnss  als  Abstand  des  der  Richtnng  dat  eat- 
sprechenden  Brennpunktes «  den  man  den  elementaren  nennen 
kann,  angesehen  werden. 

Rficken  wir  den  leuchtenden  Punkt  von  dem  Orte  /  näher 
an  die  Linse,  so  befindet  er  sich  schon  innerhalb  seiner  elementaren 
Brennweite  und  die  ituii  angehürigen  austretenden  Strahlen  wer- 
den nicht  mehr  parallel  zu  ab  Kein,  sondern  sie  werden  damit 
nach  abw.irts  /.u  divergirea  und  es  wird  in  diesem  Falle  voo 
jedem  Punkte  eines  ausgedehnten  Gegenstandes  ein  Strahlen- 
kegel in  das  bei  a  ruhende  Auge  eindringen,  dessen  Basis  die 
Pupille  ii>t. 

Verschiebt  man  aber  den  lenchtenden  Punkt  in  der  dx  Aber 
/  hinans,  so  befindet  er  sich  schon  ansserhalh  seiner  Brennweil» 
und  es  werden  die  ihm  angehSrlgen  Strahlen,  nach  ihrem  Aas* 
tritte»  jetet  gegen  die  tA  konvergiren  und  sie  schneiden. 

Dieser  [)urchschiiitt.spunkt  der  konvergent  austretenden  IStfableo 
wird  irgendwo  in  der  Verlängerung  von  ab  z.  B.  nach  y  falieoi 
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das  hangt  riatflrlith  von  der  Lage  des  leuchtenden  Punktes  in 
der  dx  ab.  Da  ab<^yb  so  befindet  sich  in  diesem  I  alle  das 
Auge  in  dem  Hereiche  konvergenter  Strahlen;  wäre  aber  das 
Aii^e  in  n\  8o  da8t>a^6>^6*  so  würde  «cbon  von  divergenten 
ätrabieo  getroffen. 

DiMe  Belrachhingt  der  wir  une  eben  Jetit  hingegeben  beben, 
gilt,  wie  diees  Ja  Ton  nelbet  dnlenehtot,  nicbt  blomi  Dir  den  Ort 
ü  den  Attgee,  den  wir  ein  innerbnlb  der  Brennweite  der  Linse 
li^end  eapponirt  heben»  eendern  auch  bei  jeder  anderen  Lage 
desselben;  also  auch,  wenn  ee  eich  im  Brennpunkte,  ederanseer- 
batb  der  Brennweite  befindet. 

l)a  nun  jedem  Elemente  der/Jnse  ein  besonderer  ßrennpunict 
zukommt,  so  wird  man  zu  unterscheiden  hLiber»  zwischen  den 
Elementar- Brennpunkten  und  dem  Linien  -  BreuopunLce,  welcher 
letztere  gleichsam  aus  den  ersteren  resuitirt.  Be8clireil»t  man 
mit  cf  als  Halbmesser  um  den  .Mittelpunkt  c  ein  Stück  einer 
Kugelfläche,  so  liefen  auf  dieser  alle  elementaren  Brennpunkte. 
Wird  das  (iesichtsfeld  vctn  eljK  r  ebenen,  gegen  die  optische  Axe 
senkrecht  gehaltenen  I  hiebe  gebildet,  so  ist  es  klar,  dass  nicht 
alle  Punkte  desf>elben  in  \ii\\\7.  gleichen  Verhäitniösen  stehen 
kdnnen.  Ist  /.  B.  der  mittlere  in  der  optischen  Axe  Hegende 
Punkt  der  Flache  in  seinem  elementaren  Brennpunkte,  so  können 
es  die  anderen  Funkte  nicht  n)ebr  sein;  es  wird  vielmehr  jeder 
derselben  schon  ausserhalb  seiner  elementaren  Brennweite  liegeii 
und  zwar  desto  mehr«  je  weiter  er  ?on  der  optischen  Axe  ent- 
fernt ist. 

5^*  Dem  Gesagten  au  Folge  ist  ea  nun  klar,  dann  eine  inner- 
halb der  Brennweite  einer  Linse  befindliche  Schrill  dentlieh  er^ 
icheiaen  und  lesbar  nein  werde»  das  Auge  mag  sieh  In  beliebigen 
Entferanngen  d.  b.  Innerhalb  oder  aneaerhalh  der  Brennweite  oder 
In  BrenopiMikte  aetbat  befinden;  well  ja  nnfer  Aeaer  Voraaa* 
aetiung  die  einem  nerallchen  Punkte  des  Objekten  angebCrlgen 
Strahlen,  stets  divergent  In  das  Auge  gelangen  werden,  dieses 
letstere  mag  was  Immer  ffir  eine  Entferanng  von  der  Linne  haben, 
and  daher  das  Sehen  In  diesem  Fnlle,  wenigstens  annihernngs« 
weise,  noch  nnter  den  nemlicben  Bedingungen  an  Stande  kommt^ 
nie  mit  anbewaffaetem  Auge.  Wird  aber  die  Sebrift  ansserhalb 
der  Brennweite  der  Linse  gehalten,  so  ereebelnt  sie  gaoa  rer» 
werren  ond  absolut  nnlesbar,  namentlleh  aleta  wenn  sich  den 
Ange  innerhalb  der  Brennweite  befindet,  denn  da  empfangt  ea 
«chon,  wie  vorhin  ssezeijKt  wurde,  von  jedem  Punkte  des  Objektes 
konvergente  Strahlen.   Ut  aber  das  Auge  ausserhalb  der  Brean« 
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wette,  so  liesst'  sich  eine  Entfernung  desffellten  vermuthen,  b«i 
welcher  es  die  SchriCt  wieder  iJeiitlirh  Kehen  müsste.  IVie  gc- 
brnchenen  Strahlen  treton   nemürh  konvergent  aus,  aber 

eben  de88halb  werden  sie  von  der  «Stelle  an,  wo  sie  »ich  schneiden, 
wieder  divergirende  Richtungen  annehmen  müssen.  Von  da  aitge« 
fangen  raüsste  aldo  die  iScIirift  «iedpram  Ifshar  \verden.  Aber 
hier  ist  nun  der  Ort,  meinen  \  ersuch  zu  hesclireihen ,  wenn  icf» 
nicht  Gefahr  laufen  will,  dass  er  i^icfi  alluiählig  ganz  in  theoreti- 
sche Betrachtungen  auflöse,  da  er  schon  groäseutheiU  durch  da« 
Vorangehende  antizipirt  «ein  dürfte. 

Man  bohre  mit  einer  nicht  zu  dünnen  Stecknadel  eine  kleirje. 
runde  Oeffnuog  in  ein  Blatt  Papier  und  halte  dieses  so,  da^.H 
die  Oeffnung  in  den  Brennpunlct  F  (Fig.  45)  der  Linse  il/iV  tti 
liegen  komme;  hinter  dieser  Oeffnung  befinde  sich  in  beliebiger 
Entfernung  ein  Gegenstand  ik  z,  B.  eine  Schrift,  wenn  man  beim 
Tageslichte  beobachtet,  oder  eine  brennende  Lampe,  wenn  der 
Versuch  Abends  gemacht  wird.  Man  halte  nun  das  Auge,  inHem 
man  die  Oeffnung  des  Papierscbirmes  fixirt,  Anfangs  ziemlich 
nahe  an  der  Linse;  entfernt  man  es  hierauf  »uccessive  immei 
mehr  und  mehr  von  derselben,  so  erscheint  die  fixirte  Oeffoang 
immer  grosser  und  grösser  und  zuletzt,  wenn  die  Distanz  des 
Auges  von  der  Linse  eine  bestimmte  Grösse  erreicht  hat,  wenn 
sich  also  das  Auge  etwa  an  der  Stelle  O  in  ,der  optischen  Axe 
befindet,  erscheint  die  Oeffnung  des  Papierschirroes  so  gro88, 
wie  die  Linse  selbst  und  man  sieht  dann  durch  dieselbe  die 
hinter  ihr  befindliche  Schrift  oder  Lampe  ganz  cbem^o  gut  und 
deatlich,  wie  mit  voller  Linse,  ohne  AnwendnnL^  die?*eK  Diaphragma 
Man  wendet  zu  iliesom  Versuche  ani  besten  eine  Linse  an,  deren 
Brennweite  nicht  gross  ist,  etwa  bloss  2j  Zoll  betrSgt,  weil  sich 
eine  solche  bequem  handhaben  lässt.  Half  man  hei  diesem  Ver- 
suche das  Diaphragma  und  die  Linse  mit  den  Händen,  wie  hier 
vorausgesetzt  wnrde,  so  ist  es  wegen  der  zitt«-rnden  Bewegung 
der  letzteren  sehr  schwer  und  anstrengend,  die  OeflTnuri'j  ile>« 
Diaphragma  und  den  optischen  Mittelpunkt  der  Linse  nnvemlckt 
in  »der  Vlsirlinie  zu  erhalten.  Um  also  den  Versuch  mit  nielir 
Bequemlichkeit  auszuführen,  wird  es  angezeigt  sein,  die  Linse 
MiS  in  ein  Rohr  zu  fassen,  dessrn  Lani^e  —  OF  ist,  und  das 
man  an  beiden  Enden  mit  Deckeln  (etwa  papierenen)  versieht,  in 
deren  jedem  sieh  eine  in  der  optischen  Axe  der  Linse  liegende 
Oeffnung  befindet,  durch  deren  eine  das  Licht  von  den  Objekten 
eindringt,  während  durch  die  andere  das  Auge  bindurcbsebaut 

Es  wird  uns  gewiss  interessireo  durch  diese  zwei  so  kleinen 
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Oeffnungen  die  hetracliteten  Objekte  ebenso  gut  wahrzunehmen, 
wie  beim  direkten  Hindarchseben  durch  die  Linse.  Das  Rohr 
kr»nnte  auch  aus  verschiebbaren  Tbeilen  bestehen,  wodurch  e« 
iihii^lich  würde,  die  tür  d;is  Auge  bestimmte  Oeffnung;  der  Linse 
auch  zu  näbern  und  so  auch  den  Effekt  dieser  Aou&liening  ao 
verloigeo. 

Dieeer  Verench  liefert  miinreideiitiK  deo  Beirei«,  daee  die  in 
da«  Auge  eiodrioReadeii  8trablett  eicli  vor  ihrer  Brechung  durch* 
hremen  und  iirar  im  BrenopuulKte  F. 

Die  KntfernuDir  Ol  des  Ati2;es  von  der  Linse,  ^enn  es  den 
durch  den  Versuch  aws^cruiltelten  Platz  in  O  einp^onommeu  bat, 
ist  «eit  grosser  ais  die  Brennweite  der  Linse.  Auch  dürfte  diese 
Distanz  Ol  unter  Obrigens  gleichen  UmstäadeD  von  der  Be- 
•cbaffeuheit  des  Augee  abbängeo. 

Der  Ort  O  i«it  es  ateo,  «ve  fttr  dae  Aege  aueaerhalb  der 
Brennweite  nieder  ein  deetlichee  Sehen  beginnt;  Ich  eage  ,,be» 
ginnt"  weil  die  Deutlickheit  nicht  ietdet,  aeibet  wenn  man  dem 
Auge  eine  noch  gnlesere  Entfernang  gibt,  als  Ol. 

Betr.ichtet  man  von  O  aus,  nach  HeseUi^ung  des  Diaphragma 
irgend  einen  Gegenstand  in  heliehi^en  Entfernungen  von  der 
Linse,  iriTiprhnlh  oder  ausserhalb  ihrer  Brennweite,  so  wird  man 
Ihn  bald  autrecht,  bald  verkehrt;  bald  vergruaeert»  bald  verklei- 
nert, aber  stets  deuttick  sehen. 

Den  eben  beschriebenen  Versuch  kann  man  auch  in  folgea- 
der,  abgeänderter  Form  anstellen.  Man  trage  auf  einem  Blatte 
Papier  einen  schwarzen  Punkt  mit  Dlnte  auf,  also  eigentlich  ein 
»ehr  kleines,  rundes  8cheibchen,  stehe  um  dasselbe  ein  paar 
kleine,  kensentriacbe  Kreise  und  betrachte  dieses  Objekt  von  O 
ans»  indem  man  ea  anerst  ianerhalb  der  Brennweite  nahe  an  der 
Linse  bilt,  dann  aber  allmShIig  von  derselben  entfernt.  Man 
wird  linden,  daas  btf  sncceesiver  Anniherung  dieses  Objektes 
an  den  Brennpunkt  Fdte  Kreise,  Indem  sie  immer  grOeser  wer. 
den,  nach  einander  aus  dem  (jesichtufelde  verachwinden,  snerat 
der  grossere,  dann  der  kleinere  and  daas,  wenn  der  achwarae 
Pnnkt  im  Brennpunkte  aogekomroen  ist,  man  nur  rosbr  noch  dienen 
sieht  Die  ganze  Linse  bi«  an  ihren  Rand  erscheint  gleichsam 
?ett  Ten  diesem  schwarzen  Punkte,  vorausgesetst,  dass  nmn  ihn 
nicht  sn  klein  aufgetragen  hat.  Das  Gesichtsfeld  Ist  alae  offen- 
bar an  einem  blossen  Punkte  (aber  freilich  nicht  su  einem  geo- 
metrischen)  susammengeschrumpft.  Entfernt  man  dna  Objekt 
•her  F  hinaus,  so  hemmen  die  Krelae  wiederum  sum  Vorschein» 
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aber  verkehrt,  was  man  leicbl  erkennt,  ^enn  nian  eine  ihrer 
Seiten  vorher  mit  einem  Zeichen  versehen  hat.  Das  schwarze 
Scbeibchen \ erscheint  also,  tvenn  es  im  Brennpunkte  der  Linse 
liegt,  unter  dem  Winkel  MON  (Fi??.  45),  also  so  gross,  wie  die 
Linse  selbst,  —  das  ist  Thatsa(  he  nnd  somit  ^schneiden  sich  die 
vom  Breoopuukte  ausgebeudeu  i>trahlen  io  dem  Punkte  0  der 
Axe. 

Aber  wie  ist  diess  möglich?  Das  widerspricht  ja  einem  be- 
kannten» allgemein  als  richtig  aoerkaonten  Satze  der  Optik,  den 
au  Folge  die  vom  Brennpunkte  herkommenden  Strahlen  parallel 
zur  Axe  auszutreten  haben.  Dieser  Einwurf  Ist  gefricbtig^  alleia  er 
durfte  sich  hebsn,  trenn  man  den  Parallelismus  der  nnstfetendeD 
Strahlen  bloss  für  die  elementaren  Breunpunkte,  deren  Existena 
nicht  an  besweifeln  sein  ddrHe»  vindlairt  and  xngleich  crwigt, 
dass  der  Linsenbreunpunkt,  da  er  aus  den  elementaren  resnltirt. 
einen  ettras  grUeseren  Ahefand  ren  der  Linse  haben  dfirfle,  aif 
diese  letzteren.  Ich  muss  jedech  hinan  lügen,  dass  ich  irelt  ent- 
fernt bin,  diese  knrae  Bemerkong  aehon  Dir  eine  genugende  Ant- 
wert  auf  die  hier  vorliegende  Frage  an  halten.  Dasn  wäre  erfi»^ 
derlicb  den  faineren  Zusammenbang  s%viseben  dem  Linaenbreni- 
punkte  und  den  elementaren  aystematlach  naehsuweisen« 

Dieser  Versueb  bietet  jedoeh  eine  EigenthilmUehkelt  dar, 
die  denjenigen,  die  ihn  wiederholen »  allaoglelch  aulTallea  dürfte 
und  die  leh  nicht  nnhertihrt  lassen  kann.  Der  schwane  Fled^ 
den  wir  Jetst  ohne  die  Torber  erwihnten,  konzentrischen  IMae^ 
auftragen  wellen«  wird  nemlich  nieht  unter  allen  UmatSoden  die 
ganse  Linne  auaftülen»  sondern  In  vielen  Fftllen  wird  er  als  aebwane 
Scheibe,  die  von  einem  konaentrlachen,  aehwarsen  Ringe  amgebea 
ist,  erscheinen*  Die  BrkUrung  dieser  Erscheinung  ergibt  eich  gm 
nngeswungen.  Der  kleinste  Querschnitt  des  einfallenden  Lichl- 
kOrpers  hei  F  (Flg.  45)  Ist«  wie  bekannt  ein  kleiner  Kreis,  desa 
die  einfallenden  Lichtstrahlen  durchschneiden  die  Axe  nicht  ia 
einem  und  demselben  Punkte.  Verfolgt  man  diese  Strahlen  Ia 
der  Richtung  vom  Rande  der  Linse  gegen  ihre  Mitte  (Fig.  46}, 
so  schneiden  eich  je  swel  aufeinanderfolgende  In  den  Punkten 
«,  /,  d  etc.  Liegt  nun  ein  Gegenstand  P  der  Linse  so  oabe^ 
dass  alle  diese  Dnrchschnlttspunkte  hinter  denselben  fallen ,  se 
werden  alle  Punkte  dieses  Gegenstandes  wie  s.  B.  e,  6,  e,  il  efc 
mittelst  der  Linse  In  derselben  relativen  Lage  erscheine»,  b 
welcher  sie  sich  wirklich  befinden.  Bringt  man  aber  dies« 
Gegenstand  In  grilssere  Entfernung  von  der  Linse»  etwa  nach 
so  werden  bereits  ^nige  dieser  Durehsehnittapunkte»  wie     |l  ele. 
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Tor  demselben  liegen;  es  werden  das  die  Dorchschnittspiinkta 

sein,  die  den  Raiid^^trabien  entn^trechen.  Diese  Randstrablen 
werden  somit  schon  die  relative  Lage  derjenigen  Pankte  des 
Gegenstandes,  von  welchen  sie  herkommen,  umkehren,  wShrend 
die  Zentrrilsfrahlen ,  deren  Durchscbhittspunkte,  wie  y,  ^  etc. 
noch  hinter  dem  Gegenstände  liegen,  die  mittlere  Parthie  des- 
selben, von  welcher  sie  herkommen,  noch  aufrecht  erscheinen 
lassen.  Erst  wenn  der  Gegenütand  nach  /?  gen'fckt  wird,  so  weit, 
das8  alle  erwähnten  Durchschnittspunkte  vor  denselben  fallen, 
n-)df  t  eine  voIUtändige  Umkehrung  Statt.  Befindet  «ich  also  das 
Blatt  Papier  mit  dem  schwarzen  Fleck  gerade  in  der  Lage  Q, 
and  liegt  der  schwarze  Fleck  io  der  optischen  Axe,  so  wird  man 
ihn  mittelst  der  Zentralstrahlen  aufrecht  als  schwarze  Scheibe 
sehen  und  da  er  nicht  sn  gross  i^t,  .so  wird  auch  noch  ringsum 
ein  Theil  der  weissen  PapierflSrhe  t;esehen;  zugleich  wird  man 
aoch  mittelst  der  Randstrahlen  von  gewissen  Theüen  de«  Fleckes 
aoeh  bereits  ein  umgekehrtes  l>ilii  erhalten.  Der  erwähnte  kon- 
lentriscbe  Ring  verdankt  also  dieser  partiellen  Umkehrung  seine 
Entstehung.  Bei  eitier  gewissen  Distanz  des  Fleckes  von  der 
Linse  uird  das  zwischen  der  Scheibe  Tind  dem  konzentrischen 
Ringe  enthaltene  u  eisse  Mittelfeld  verschwinden  und  daoD  werdet! 
beide  ein  zusammenhängendes  Ganze  bilden. 

Da  bei  der  Lage  O  des  Auges  (Fig.  45)  die  eioCMlenden 
Strmhieo  sich  im  Brennpaakle  dnrchkreueBt  so.  wird  mao  wenige 
stens  annäberaogeweise  annehmen  kOnneo,  daae  es  ?on  jedem 
Pankte  eines  ausgedehnten  Gegenstandes  nur  elneo  einzelnen 
Strahl  empfange.  Stellt  man  sich  z.  B.  das  Geaiebtefeld  gh  vor, 
80  werden  von  dem  Punkte  t  desselben  zwar  unzählige»  in  ihrer 
Geaammtheit  einen  Regel  bildende  Strahlen  aaf  die  Linse  fallen; 
aber  von  allen  Strahlen  dieses  Kegels  wird  nur  derjenige»  daf 
durch  den  Brennpunkt  gebet,  nemlich  ip  in  das  Auge  gelangen» 
indem  er  nach  seinem  Anstrttte  aus  der  Linse  die  Richtung  kO 
einacbllgt 

Unter  diesen  Umstloden  wird  also  jeder  Gegenstand,  er  mag 
sieh  Innerhalb  oder  ausserhalb  der  Brennweite  befinden^  nsr  alt» 
ttbt  solelier  Strahleo  gesehen  t  die  dem  Brennpunkle  angehSfas. 

Bekanntlich  erzeugt  ein  ansserhatb  der  Brennwelte  einer 
Sammellinse  liegender  Gegenstand  ed  hinter  dersell^n  ein  vtir» 
kehrten  Bild  m»  daa  man  auf  einem  Schirme  alchtbar  machen 
kann.  Dieses  Bild  kOnnte  man  fÜgllch  das  ebjektl?e  nennen; 
jenes  andere  aber,  das  beim  unmittelbaren  Hindnrchsehen  durch 
die  Linse  wahrgenommen  wird»  das  s  u  b j  e  k  1 1  ▼  e.  Das  ebjekflTe 
Bild  TU  kommt  bekanntlich  durch  die  Lichtkegel  an  Stande, 
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welche  von  ilen  einzelnen  Punkten  des  Objektes  ausgehen  und 
deren  jeder  die  Linsenfläche  zur  Basis  hat.  So  z.  B.  hilden  die 
von»  Punkte  c  auf  die  Linse  fallenden  Strahlen  den  Kegel  cM^\ 
nach  der  Brechung  werden  diese  Strahlen,  da  tsie  nicb  in  m 
schneiden,  innerhalb  des  Kegels  it/iVu  liegen  und  von  u  ange- 
fangen nach  abw&rts  divergiren. 

Es  hemeht  nati  di«  Amlcht,  daM  dieses  Bild  m  die  Rolle 
des  Objeictee  spiele»  welches  dem  in  O  ruheoden  Ange  aar  Be- 
trachtang Torllegt«  Allein/  wenn  man  in  F  das  lliaphragnia  mit 
der  kleinen  Oeffnnng  anbringt,  sind  da  noch  solche  Lichtkegel» 
welche  die  Linsenfliche  snr  Basis-  haben,  niOglich  ?  kann  de  flber^ 
hanpt  'das  Bild  ni  noch  entstehen  f  Es  scheint  nkht,  und  doch 
entstehet  und  bestehet  das  subjektive  Bild.  £s  kann  also  das 
erstem  keine  Bedingung  sine  qua  non  für  das  letsteie  sein. 

Wir  wollen  uns,  am  in  dieser  üeztehung  ^uhere  AnbaiUi- 
punkte  so  gewinnen,  der  folgenden  Betrachtung  hingeben. 

Die  Figur  47  stellt  eine  Sammellinse  und  swar  der  EInGick* 
holt  wegen  eine  plankonvexe  Yor.  Es  sei  OA  ein  beliebiger, 
einfallender  Strahl,  der  von  einem,  in  der  optischen  Aze  liegen» 
den  Punkte  O  herkommt;  AB  sei  der  entsprechende  gebrochene- 
Verlingert  man  diesen  letiteren,  bis  er  die  Austrlttufllehe  In  £ 
triflk  und  sieht  von  £  die  £D||  OA,  so  stellt  ED  die  GrOaie 
des  nnstretendea  Strahles  vor.  Legt  man  dann  so  dem  Punkte 
E  der  krummen  Fliehe  die  Tangente  «s,  sieht  BKXux  und  be> 
schreibt  mit  ED  um  £  einen  Bi^en,  der  jenes  Perpendikel  in  J 
durchschneidet,  so  gibt  die  von  J  durch  £  gesogene  Gerad« 
JH  die  Richtung  des  austretenden  Strahles.  Der  leuchtende 
Punkt  O  hat  hier  eine  solche  Entfernung  von  der  Linse,  da« 
das  entepreehende  Bintrittsbild  B  noch  nSher  der  Linse  liegt, 
nie  der  Krumniungamittelpnnkt  C  In  diesem  Falle  wird  der  m- 
tretende  Strahl  EH,  der  den  leuchtenden  Punkt  an  der  Stelle  J 
(und  nicht  etwa  in  S,  wo  er  die  Axe  sehneidet)  erscheinen  lissl» 
UDttr  allen  Umatttnden  nach  abwSrts  mit  der  Aze  divergires; 
es  werden  überhaupt  alle,  von  O  ausgehenden  Strahlen,  diver» 
gent  austreten,  wenn  Ihre  respoktlven  Eintrittsbilder  xvrischen 
den  Krilmmongemlttelpunkt  und  die  Linse  fallen.  Entfernt  sich 
O  immer  mehr  von  der  Linse,  so  wird  sich  auch  B  entfeisea 
und  zuletst  in  den  KrOmmungsmIttelpuokt  C  zu  liegen  kommet. 
Auch  in  diesem  Falle  wird  der  austretende  Strahl  mit  der  Aze 
divergiren;  es  wird  aber  seine  Richtung,  da  EH  hei  der  suppo* 
nirten  Bewegung  des  leuchtenden  Punktes  sich  schraubenrecbts 
drehet,  bereits  mit  dem  Krfimmungshatbmesser  susammeniallen. 
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üeheri»chreitet  B  den  Krömmunt,'8mitf elpunkt,  so  wird  EH  auf 
die  linke  Se'tie  i\eH  h^iurallNlothe»  Ez  abergebeo;  aod  zoletzt 
iwraliel  mit  der  Axe  werdeu. 

Wir  wollen  nun  aber  ▼oraoMetaen,  das«  alle  Ton  O  auage- 
beaden  .Strahlen  nach  ihrem  Aoatritte  an»  der  Linse  diverglrent 
im  «ich  alao  O  innerhalb  ihrer  Brennvrelte  befinde. 

Diese  auslrctenddi  ^Strahlen  bilden  keinen  vollkommenen 
Kegel,  da  sie  sich  nicht  in  einem  einzii^en  Punkte  der  Aze 
schneiden,  uolrhen  man  al»  tScheite!  hetrachten  könnte.  Da 
jeder  dieser  Strahlen  tlen  feuchtenden  Punkt  an  einem  anderen 
Orte  (in  der  ihm  zugeliiiri^en  Senkrechten)  erscheinen  lässt,  so 
steht  man  ihn  vielfach,  üomit  ale  eine  runde  (jedenfalb  krumme) 
Fläche. 

Da  die  Pupille  wegen  ihrer  Kleinheit  nnr  wenige  der  ana* 
tretenden  Strahlen  aufnimnit»  ao  bann  man,  «renigatena  annihe- 
rangsweise,  den  in  ale  eintretenden  LtchthOrper  ala  Tollhommen 
bei^Alrmig  betrachten;  ea  wird  Jedoch  daa  Bild  dea  leuchtenden 
Pnnhtea  nicht  Im  Scheitel  dieaea  Kegele  Hegen,  aondem  In  einer 
Ueineo  Entfemnog  davon  und  awar  heaüglich  dea  beobachtenden 
Angea  vor  dem  Scheitel;  ea  wird  alao  ein  in  der  NIhe  dea 
Scheitela  Hegender  Querachnitt  dea  Kegele  daa  Bild  voratetlen 
uad  da  dieaer  Querachnitt  bei  Welten  UeiBer  lat»  aia  ^le  Baaia 
dea  Kegela  d.  i.  ala  die  Papille,  an  wird  in  dieaen  Falle  die 
Deutlichheit  aehr  wenig  beeIntrSchtigt  werden.  Dai^  ist  der  Grund, 
wanun  Objekte,  die  ilcb  Innerhalb  der  Brennwelte  der  Linne  be- 
finden, noch  ao  dentHch  geaehen  werden,  wiewohl  die  Bedin- 
gungen nicht  gani  dieaelhen  alad«  wie  bei  der  Betrachtung  mit 
uebewafnetem  Auge,  denn  In  dieaem  letitaren  Falle  aeigt  Jeder 
der  divergent  in  daaaelbe  eintretenden  Strahlen  den  lenditenden 
Punkt  wirhllch  Im  Scheitel  dea  Kegele. 

Wenn  femer  die  einem  leuchtenden  Pnnlrte  angehurigen 
Strahlen  parallel  zu  einander  aus  der  Linse  austreten,  so  dringt 
in  da»  Auge  ein  Liehtzylinder  ein,  dessen  Basis  die  Pupille 
ist  Eid  Querschnitt  dieses  Zylinders,  dessen  Lage  durch  das 
Gesetz  des  Snellius  genau  bestimmt  i^t,  wird  das  Bild  des  leuch- 
tenden Punktes  vorstellen.  Es  erscheint  somit  ebenfalls  als 
Scheibe,  deren  Durchmesser  schon  jenem  der  Pupille  gleichkommt. 
Dieser  Umstand  wird  wohl  (^clion  etwas  mehr  der  Deutlicbiceit 
Alibrucb  thun,  alt«  es  zuvor  der  t  all  war,  allein  wegen  der  Klein* 
heit  der  Papille  doch  nicht  in  zu  hohem  Grade. 

Ich  flhergelie  nun  au  dem  dritten  Falle,  wo  die  einem  uad 


256 


äuäeika:  Die  Ctutie  der  UcJUärecAuHg, 


deniAelben  leuchtenden  Punkte  aogebSrigen  Strahlen  %w  der 
Liose  konvergent  austreten. 

Denkt  man  sieh  demnach  das  Auge  zuemt  an  Irgend  einer 
Stelle  innerhalb  des  Kegele  MuJS  (Fig.  45)  so  iet  ea  der  Punkt 
e,  der  als  Scheibe  erechelnt,  da  die  den  gedachten  Kegel  bilden» 
den  Strahlen  alle  von  e  herkomroen.  Der  Durchmesser  dieser 
Scheibe  wird  hier  eteti  grOeser  sein,  als  jener  der  Pupille  und 
mwar  desto  grÜHser  je  mehr  sich  das  Auge  dem  Durschnittspunkt 
M  nähert,  weil  dann  immer  mehr  Strehlen  in  dasselbe  eindringen; 
ja  es  kann  die  Scheibe  zuletzt  so  gross  erscheinen,  wie  die 
Linse  selbst,  vrenn  nemlich  das  Auge  in  den  Scheitel  m  des 
Kegels  eintritt.  Ueberschreitet  es  diesen  Punkt»  so  dese  ee  den 
diverglrenden  Strahlen  des  Kegels  Ouz  sich  aussetzt,  ee  noM 
anch  Jetst,  wie  vorhin,  der  Punkt  c  als  Scheibe  erscheinen  und 
zwar  an  demselben  Ort%  wie  frfiher.  UnmogUeh  kann  das  Ange 
die  verrodge  der  divergenten  Strahlen  erhaltene  Eindrücke  la 
den  Kreuzungspunkt  tf  dIeRer  Strahlen  versetzen,  denn  das  wider« 
apricht  dem  Gesetze  des  Snellius.  Je  weiter  sich  aber  dne  Ange 
ven  u  innerhalb  dieses  zweiten  Kegels  entfernt,  desto  wenigere 
Strahlen  werden  In  dasselbe  eintreten  und  desto  kleiner  wird  der 
Onrcbmesser  der  Scheibe  eein«  Die  austretenden  Strahlen  wirken 
also,  nach  Ihrer  Durchkreuzung,  wo  nie  divergiren,  eheneo  ungün- 
stig« wie  vor  der  Durchkreuzung,  wo  sie  konvergiren.  Vi  tun 
daher  in  dem  Falle  der  Figur  45  bei  der  Lage  O  des  Auges  ein 
ee  deutliches  Sehen  Statt  findet,  so  ist  dieses  nur  dem  Umstände 
ivsnsch reiben,  dass  von  jedem  Punkte  des  Objektes  annäherungs- 
weise nur  ein  einzelner  Strahl  in  das  Auge  gelangt.  Das  wird 
nicht  mehr  der  Fall  sein,  wenn  man  das  Auge  von  dem  Platze  0 
nSher  an  die  Linse  riickt  und  daher  wird  auch  die  Undeutiicbkeit 
mit  dieser  Ann&berong  den  Augee  immer  gröeeer  und  gröeaer. 

.  Der  eben  gegnhenee  AnsetnanderedtBang  gemlee  wird  dem- 
nacb  nnr  Devtlicbkeit  innidiet  erferdert«  deee  der  Durcbmeesar 
der  BUdacbelbe,  nie  welche  Jeder  leuchtende  Pnnkt  erecheint 
wenigetene  nicht  grOeeer  eel,  nie  jener  der  Pupille.  Diene  Be- 
dingung erltilen  nber  die  divergenten  Strehlen  und  swnr  in  all« 
Abatnfnngen  der  DIvergeni  bin  sum  Pnrallellemne.  Ee  mflesea 
Jedoch  die  Strahlen  gleich  am  Anfange  Ihren  Wegen  gegen  das 
Auge  divergiren.  Strahlen,  die  erat  nnf  dem  Wege  aelbet  in  den 
Zuetnnd  der  Divergena  geratheuj  Indem  ele  nreprflngllcb  keev«^ 
giren  und  eich  hieraof  durchkrenaen,  vermfigen  die  gedeckte  Be- 
dingung nicht  au  erRUIen.  Dan  Gesagte  Ist,  wie  ee  eicb  ve* 
eelbat  veratehet,  nur  auf  das  subjektive  Bild  au  beziehen.  Zur 
Entstehung  den  objektiven  Blldee  werden  wiederum  eolckeStrahlea 
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trfordert,  die  sich  nach  ihrem  Austritte  aus  der  Linse  dnrcbicreit''' 
tea>  denn  ftngt  man  die  aostretenden  Strahlen  mit  einem  Schirme 
asf»  so  wird  Jene  Stelle  desselhen,  welche  tso  dem  Scheitel  tc 
(F%.  4&)  gelrofen  wird,  sehr  hell  erscheinen  mflssen,  da  sie  ▼on 
so  fielen,  nemlich  fon  allen  Strahlen  des  K^ls  iieleuchtet  wird. 
Der  ficgrill  des  objektiTeB  Bildes  ist  demnach  Mar  and  dentlich; 
wtldies  siod  niin  eher  die  Charahteristlschen  Merkmale  des  soh- 
JehUvenf 

Der  Ort  t<,  d.  i.  der  Scheitelpunkt  des  aus  der  Linse  aos- 
tfetenden  Lichtkegels  ist  wohl  für  das  objektive  Bild  der  gün- 
stigste, bezQglicb  des  subjektiven  aber  der  ungünstigste,  denn 
brin^  man  das  Auge  an  diesen  Ort,  so  ist  der  Durcbmesser  des 
echeihenförmii^en  Bildes  des»  Punktes  c  am  grossten,  da  er  unter 
dem  (lesichtswinkel  ßJnN  erscheint.  Da  ferner  vou  jedem  Punkte 
dieser  Bildscheihe  nur  ein  einzelner  Strahl  in  das  Auge  gesendet 
wird,  80  besitzt  sie  nicht  einmal  die  Heiligkeit,  welche  dem  leuch- 
tenden Punkt  als  solchem  zukommt,  wenn  er  mit  unbewaffnetem 
Aoge  betrachtet  wird;  denn  in  diesem  letzteren  Falle  werden  die 
Eindrücke,  welche  die  in  das  Aui^e  eindringenden  Strahlen  er- 
aeugen,  alle  in  denselben  Punkt,  nemlich  den  Scheitel  des  Kegels, 
woher  sie  kommen,  wieder  zurückversetzt,  sie  verstärken  sich 
also  wechselseitig  and  daher  muss  wohl  die  Helligkeit  dieses 
Ponktes  mit  der  Anzahl  der  Strahlen  zunehmen. 

Für  die  EintrittsflScbe  der  Linse  (Fig.  47)  ist  der  leuchtende 
Punkt  O  ohne  Zweifel  als  Objekt  zu  befrnchten.  Dieses  Objekt 
wird  nun  durch  die  Brechung  an  dieser  Eintrittsfläche  roodifizirt, 
—  es  wird  in  ein  anderes  verwandelt.  Diese  Umwandlung  be- 
trifft natürlich  nur  seine  optischen  Eii;enschaflen.  lat  die  £in- 
trittsliäcbe  der  Linse,  wie  in  Figur  47  angenommen  wurde,  eine 
Ebene,  so  Torwandelt  sich  der  leuchtende  Punkt  O  in  eine  leuch* 
tende  Linie,  welche  in  die  optische  Aze  an  liegen  kommt.  Diese 
Linie  unterscheidet  sich  aber  schon  wesentlich  von  leuchtenden 
fisischen  Linien;  denn  ein  beliebiger  Punkt  derselben  sendet 
nicht  mehr  Lichtstrahlen  nach  allen  niugüchen  Richtungen  ans, 
sondern  alle  Strahlen,  die  er  wirklich  aussendet,  bilden  den 
Mantel  eines  hohlen  Kegels ,  dessen  Axe  mit  der  optischen  Axe 
dsf  Linse  zusammenfallt.  Jedem  Punkte  der  Linie  entspricht 
also  so  ein  konischer  Strahlenmantel  und  diese  Mäntel  stecken 
wie  Dfltten  in  einander.  Djese  eigenthumliche  Linie  ist  nun  wieder 
das  Objekt  für  die  Austrittsflacbe  der  Linse  und  da  letztere 
sphfiriscb  gekrümmt  ist,  so  wird  dieses  Objekt  wiederum  in  der 
Art  modifizirt,  dass  es  die  Figur  einer  krummen  Fläche  erhält. 
Jeder  Pnaht  der  gedachten  Linie  wird  nemlich  io  einen  King 
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Terwandelt.  dasMV  Mittelpunkt  in  die  optische  Axe  m\i.  Je 
wtfter  der  den  Ring  erzeugende  Pankt  von  der  Linse  abstekt^ 
desto  grosser  wfard  der  Ring  sein ,  und  da  diese  Ringe  in  fif^ 
sehiedeeen  sn  einander  parallelen  Ebenen  liegen,  so  werden  sie 
webl  in  ihrer  Gesammtbeit  eine  krumme  FlSche  darstellen  mOsseii, 
nur  analbemngsireise  eine  ebene  Scheibe.  Diese  leitcfa- 
teade  Scbeibe  Ist  es  non  wieder,  die  bexaglicb  des  Auges  als 
Objekt  sn  betrachten  ist  und  die  sich  wiederum  von  einer  leocb- 
tenden  fisiscben  Scheibe  dadurch  unterscheidet,  dass  von  jedem 
Pnakte  derselben  nicht  ein  Lichtkegel,  dessen  Basis  die  Pupille 
ist,  in  das  Auge  dringt,  sondern  Immer  nur  ein  elnaeloer  Strahl. 

Die  aufeinanderfolgenden  Brechungen  ändern  somit  nur  da« 
ursprünglich  gegebene  Objekt  und  zwar  in  der  Art,  dass  seine 
optische  Erscheinung  eine  andere  wird.  Das,  was  wir  subjektive« 
Bild  nennen,  ist  also  nichts  anderes,  als  eine  optische  Modifikation 
des  Objektes  selbst.  Das  subjektive  Bild  bat  also  im  Räume 
seinen  bestimmten  Ort  und  wird  ganz  so  wahrgenommen,  «le 
irgend  ein  fisiscbes  Objekt  ohne  Verniittelang  der  Linse. 

Aber  wenn  dem  wirkllcb  so  ist,  so  vermag  ja  die  Linse  dw 
Helligkeit  eines  einselnen  lencbtendeo  Penktes  niebt  so  erbSbo, 
anch^wenn  sie  noch  so  viele  Strahlen  von  demeelben  In  das  As^t 
bringt.  In  der  That,  sie  vermag  ee  nlcbt,  denn  die  Vemebrmg 
der  Strahlen  wird  nnr  die  Scbeibe  vergrösscm,  aber  ihre  Heilig* 
keit  verbleibt  die  oemllcbe,  wie  lovor.  Anders  verbllt  ee  sicfc, 
wenn  das  betrachtete  Objekt,  wie  s.  B.  eine  Flamme,  ans  safcr 
vielen  leuchtenden  Punkten  bestehet ,  denn  Indem  die  »sheikci- 
förmigen  Bilder  dieser  Punkte  in  sehr  grosser  Ansahl  fibereioao 
derfallen,  muse  daraus  wohl  ein  verstirkter  Licbt*Effekt  lesrf" 
tiren. 

Mit  Bezugnahme  aof  die  Figur  46  kann  ich  nicht  umhin,  hier 
noch  ein©  Bemerkung  lu  machen,  welche  die  Brennweite  betri^^. 
Es  sei  demnach  AF  die  Brennweite  der  äussersten  RÄndstrahlen 
d.  h.  wenn  sich  in  F  ein  leuchtender  Punkt  befindet,  so  werden 
nur  die  äussersten  Randstrahlen  nach  ihrem  Austritte  aus  der  Liose 
Id  einer  Zyllnderflfiche  liei^en.  Ist  nun  ebenso  AG  die  Brenn- 
weite far  die  innersten  Zentralstrahlen,  so  kann  man  den  Unter- 
ecbied  FG  dieser  beiden  Grenz werthe  das  Brenn  Intervall  nennei. 
So  lange  die  Entfernung  eines  leuchtenden  Punktes  von  der  Lintf 
noch  <-4F  ist,  divergiren  alle  austretenden  Strahlen  mit  der  Axe, 
sobald  sie  aber  >AG  wird,  konvergiren  alle  gegen  die  Axe.  Das 
Bfenn- Intervall  ist  also  jene  Strecke,  auf  welcher  die  Umwand- 
Inng  der  divergenten  Strahlen  in  parallele  und  hierauf  in  koofw 
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geoto  oder  iimgekalirC  iMwerkitolligt  wird,  jenacbdem  «Ich  der 
Itvebtende  Punkt  ?on  F  geg«D  G  oder  aingekehrt  bewegt  Von 
diefen  CmwendkingRprozeefie  werdeo,  wenn  der  leuchtende  Ponkt 
sich  von  F  gegen  G  bewegt»  teeret  die  Randetrablen  ergriffen 
eid  bierauf  succesive  die  endereo»  wi^  ele  gegen  die  Mitte  der 
Linse  aul  einaederfolgen. 

Befindet  »ich  innerhalb  des  Brenn*  Intervall  es  ein  Auge,  wel- 
ches ein  ausserhalb  der  Brennweite  der  Litme  liegendes  Objekt» 
z.  B.  eine  Flamme  betrachtet,  so  wird  es  mittelst  der  Zentral» 
Strahlen  ilie  Mitte  des  ()l>jekte8  aufrecht  sehen,  während  gleich- 
zeitig die  Raodstrahleii  andere  Theile  des  Objektes  umgekehrt 
erscheinen  lassen.  Diese»  umgekehrte  Bild  umsiht  ringförmig 
das  aufrechte.  Dieser  Versuch  ist  nicht  zu  verHech8L'ln  mit  dem 
frflher  besprochenen,  bei  welchem  sich  das  Objekt  innerhalb  des 
Brenn-Intervalls  befand.  IVlan  niuss  zu  diesem  Versuche,  da  bei 
der  vorausgesetzten  Lage  des  Auges  die  Undentitchkeit  sehr  gross 
ht,  natürlich  ein  Objekt  ohne  Kontraste  wfihlen,  das  an  sich  bin* 
reichend  hell  und,  falls  man  den  Ring  sehen  will,  auch  nicht  zu 
gross  ist.  Eine  kleine  Klamme  oder  eine  runde  Oeffoung  in  dem 
Fensterladen  eines  verfinsterten  Zimmers  wird  sich  dazu  am  besten 
eignen. 

Hier  ist  auch  der  Ort,  mein  snb  3  gegebenes  Versprechen 
ZQ  erftilien.  Unter  den  Bedingungen,  die  dem  Entwürfe  der  Figur  45 
zu  Grunde  liegen,  mOssen  die  Kegel  gFh  und  MON,  von  denen 
der  erstere  die  einfallenden,  der  letztere  die  gebrochenen  aoe* 
tretenden  Strahlen  umfasst,  sich  in  der  Art  durchschneiden,  dass 
sie  den  gemeinschaftlichen  Querschnitt  cd  geben.  Beftnde  sich 
das  Auge  in  F,  so  wOrde  das  Gesichtsfeld,  welches  auch  seine 
Entfernung  sein  mag,  stets  unter  dem  nemlichen  Winkel  gFh  er^ 
scheinen.  Da  sich  nan  aber  das  Auge  nicht  in  F,  sondern  in  O 
beindet,  so  wird  das  Gesichtsfeld  cd  unter  dem  Winkel  eOd, 
dae  entferntere  $h  unter  dem  gröaeeren  gOh  geeeben. 

fie  wird  also  du  Geelehlifeld  dem  vobewaffneten  Auge  anter 
einem  desto  grOsder^  Winkel  ei'seikelnen»  je  entfernter  ee  ist» 
wibrend  andererseits  dae  Bild  immer  tinter  dem  gleleken  Winkel 
MON  geeeben  wird.  Liegt  alee  da«  G^lebtsfeld  an  dem  Orte  dee 
gemeinsemen  Quereebnitti  ed,  ee  wird  üe  dem  anbewnffnelen  Auge 
anter  demselben  Winkel  eOd  erecheioen,  wie  das  Bild»  denn  ei» 
ist  eM  =i  Jf vnd  da  wird,  wie  eebon  eben  gesagt  wnrdei 
der  Gegenetand  mittelet  der  Linne  ebeneo  greee  geeeben»  wie 
ebne  dieselbe. 

Ueber  diese  Grenae  hioans  wird  die  Linse  verkleinern,  denn 
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liegt  gh  ausserhalb  dieser  Grenze,  so  wird  es  mit  anbewaffneten 
Autre  unter  dem  Winkel  gOh  gesehen,  während  es  die  Linse 
unter  dem  kleineren  MON  erscheinen  läuaL  Das  bestt&tigt  sick 
•  alles  ganz  genau  durcli  deo  Versuch. 

6^«  Durch  HiDionabme  einer  iweiteo  Sammellinse  kaon  ein 
dentliches  Seheo  selbst  in  jenen  Fällen  enielt  werden ,  wo  sieh 
da«  Auge  nicht  In  O  (Fig-  45) ,  sondern  niheir  an  der  Linse  be- 
findet, ja  setlmt«  wenn  es  Innerbalb  der  Brennweite  derselbea 
liegt,  und  wir  weilen  nun  eine  eolche  Kombination  iweier  Linsen 
lietnehten. 

Es  sei  demnach  eine  Sammellinse  (Fig.  48)  und  inner- 
halb ihrer  Brennweite  =  p  ein  leuchtender  Punkt  in  O.  Unter 
diesen  Umständen  weiNlen  die  von  ihm  ausgebenden  Strahlen  Oc 
und  Od  in  den  Richtungen  by  und  austreten,  welche  Kich- 
tttogen  mit  der  optischen  Axe  nach  aufwärts  divergiren ;  verlfin^ert 
man  diese  Hichtungen  nach  abwärts  so  schneiden  s'il«  die  Axe 
in  Ä.  Die  aus  der  Linse  jVN  austretenden  Strafilen  scficinen 
a!so  von  dem  Punkte  h  herzukommen.  Läge  dieser  Punkt  h 
innerhalb  der  Brennweite  —  p'  der  zweiten  Linse  PQ,  so  wurden 
beide  Linsen  zusammen  noch  gerade  so  wirken,  wie  eine  einzelne, 
es  würden  dann  die  Str.ihlen  aus  der  zweiten  Linse  ebeiifall> 
noch  mit  der  Axg  nach  aufwärts  divergiren  Wir  wollen  aber 
annehmen,  dass  h  ausserhalb  p'  liege,  alsdann  werden  die  ao.« 
der  zweiten  Linse  PQ  austretenden  Strahlen  nach  aufwärts  koa- 
vergireo  und  die  Axe  in  /  schaeiden. 

Denken  wir  uns  nun  umgekehrt,  f  sei  ein  leuchtender  Punkt 
und  das  Auge  in  O,  so  werden  die  von  f  ausgehenden  Strahles 
fe  und  fg  nach  ihrem  Durchgange  durch  beide  Linsen  geotB 
gegen  das  Auge  konvergiren  und  sich  daselbst  schneiden.  Ab« 
el»en  weil  sie  konyergirend  in  das  Auge  eintreten,  wird  ein  deet* 
licliee  Sehen  unmöglich  sein.  Es  wfirde  auch  keine  DeutliclMt 
in  Stande  kommen,  wenn  der  leuchtende  Punkt  von  dem  Orte  / 
nähiv  an  die  Linse  PQ  gerückt  wdrde,  etwa  nach  tc»  denn  als* 
dann  wfirde  eicli  der  Yereioigungspunkt  der  aus  der  Linne  MN 
auetretenden  Stiafalen  von  dieaer  Linne  weiter  entfernen,  etwa 
nacb  r;  daa  Auge  aber,  das  innerhalb  den  Kegels  erd  liegt,  be- 
finde eich  alsdann  jedenfalls  in  dem  Bereiche  konirergenterStraUeo, 
deren  ee  w^en  der  Anadehnnng  der  Pupille  nicht  wenige  aaf* 
«mehroen  vermag.  Die  Undeutlicbkeit  iat  ao  groaa»  daea  man 
eine  Schrift»  die  eich  awlacben  f  and  PQ  befindet,  eo  so  aagear 
gar  nicht  wahrnimmt.  Andern  verhUt  sich  die  Sache,  wenn  mas 
den  leochtenden  Pnnkt  fiber  /  binaua  in  eine  grfieaere  Bnifetaung 
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TOD  der  Objektivlinse  PQ  versetzt,  etwa  nach  g ;  denn  da  werden 
die  von  g  ausgehenden  Strahlen  nach  erlittener  Brechung  in  der 
Objektivlinse  sieb  schon  in  fc  vereinigen,  welcher  Punkt  zwischen 
den  beiden  Linsen  liegt  Von  diesem  Punkte  k  gelangen  dann 
die  Strahlen«,  indem  sie  weiter  ihre  We^e  fortsetzen,  in  divergi- 
renden  Richtungen  zur  Okularlinse  ßiJS.  FSllt  nun  k  bezQglich 
des  Okulars  in  einen  elementaren  Brennpunkt,  so  werden  die 
Strahlen,  aus  dem  Okular  parallel  austreten;  liegt  aber  k  ausser- 
halb oder  innerhalb  der  elementaren  Brennweite,  so  werden  die 
Strahlen  aus  dem  Okular  konvergiren  oder  divergiren.  In  den 
fipiden  letzteren  Fällen  wird  der  leuchtende  Punkt  g  als  Scheibe 
erscheinen,  die  grösser  ist  als  die  Pupille.  Der  gfinstigste  Fall 
wird  also  der  erstet  sein,  denn  fla  erscheint  das  Bild  des  leuch* 
teoden  Punktes  so  gross«  wie  die  Pupille ,  und  nicht  ^itoser. 

SeboB  am  dem  früber  Gesagten  erhellet»  daes  k  In  Bezug 
mf  dae  Okniar  nicbt  die  Reite  eines  Obf  ektea  aplelen  kann»  waa 
sieb  ttbri^ena  schon  daraus  ergibt,  dass  ehi  innerhalb  der  Brenn* 
weite  einer  Sammellinse  liegender  Gegenstand  desto  dentllcber 
gesehen  wird,  je  nSber  er  an  die  Linse  gertfekt  wird,  während 
bettigiicb  des  Vereinignngspnnkfes  k  das  gerade  Gegentbell  Statt 
fiadet, mit  seiner  Annäherung  an  das  Okniar  nimmt  die  Un« 
deatiieBkeit  su.  Seil  also  bei  einer  solchen  Kemblnatien  aweler 
Lhisep  noch  ela  dentüdbes  Sehen  Statt  finden,  so  mnss  k  in 
eiaen  elementaren  Brennpunkt  fallen,  welcher  efn  wenig  ianerbalb 
der  Brannwelte  des  Okulars  Iisgen  dürft«.  So  wie  mfiasea 
ascb  die  objektiven  Bilder  der  Ohrigen  Punkte  des  ansgedebnIeB 
Gegenstandes  tt  (Fig.  48)  io  Ihre  respectiTen  elementaren  Brenn- 
paskte  su  liegen  kommen. 

Da  nun  aber  der  Ort  k  des  objektiven  Bildes  sich  mit  der 
Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  q  ändert,  so  ist  klar,  dass 
sich  auch  die  Distanz  der  beiiien  Linsen  nach  der  jeweiligen  Ent- 
fernung des  Objektes  werde  richten  müssen. 

Streng  genommen  ist  die  Ohjektivllnsa  salbst  sehen  als  Ob* 
Jekt  fär  <|ss  Okniar  an  betrachten,  aber  als  ein  solches,  welches 
die  dahinter  befindlichen  Gegenstände  wahrzunehmen  gestatte^ 
und  flberdiess  auch  die  Richtungen  der  von  diesen  Gegenständen 
herkommenden  Strahlen  absnändem  vermag. 

Die  Wirkung  einer  solchen  Kombination  zweier  Linsen  ist 
fibrigens  eine  sehr  komplixirte.  Sie  hängt  ab  von  der  Lage  des 
Aui^es  ^es^en  das  Okular,  von  der  Entfernung  des  Gegenstandes 
nnd  unter  übrigens  gleich^u  (Jjaständep  von  der  Distanz  der  bei« 
den  Bestandtheile. 
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Hat  das  Aug»  ein«  baatfinaito  Lage  lo  O  (Fig.  48)  eioge* 

nommen ,  so  ist  das  System  der  austretenden  Strahlen ,  die  dea 
Kegel  cOd  bilden  und  durch  welche  das  Okular  seioe  fiiadrteka 
dem  Au<7e  flbennitteltt  ein  für  allemal  fixirt.  Welehea  anck  inner 
die  Entfernung  dea  Gegeoatandea  vod  weleiiea  aeeli  iminar  die 
Di 6t ans  der  beiden  Linsen  sei»  daa  Aoge  vermag  eor  iSngs  der 
RiehtuDgen,  die  Innerhalb  des  Kegels  cOd  liegen,  seine  Wahr- 
nehmungen sa  erhalten.  Ist  aber  das  System  der  austreteadea 
Strahlen  lisirl;  so  bt  es  auch  das  der  einfallenden.  Bei  der  Lage 
O  des  Auges  (Fig.  48)  bilden  also  die  auf  das  Okular  fallenden 
Strahlen  den  Kegelstntaeo  jf6aj;,  der  unten  die  Fläche  des  Okulars 
zur  Basis  hat  und  dessen  obere  Basis  ganz  oder  zum  Theile  voo 
der  Objektivlinse  PQ  gebildet  nird.  Die  von  irgend  einen  Ob* 
jekte  auf  die  Objektivlinse  fallenden  Strahlen  werden  demnach 
auch  ein  ganz  bestimmtes  System  darstellen  müssen,  nemlich  ein 
solches,  das  nach  seiner  Brechung  in  dieser  Linse  den  gestutzten 
Kegel  ybax  zu  geben  vernag.  Dieses  System  tvird  unter  deo 
obwaltenden  Umständen  immer  eine  Kreuzungstelle  f  haben,  welche 
bekanntlich  sin  Kreis  wt»  durch  den  also  alle  anfCallenden  iStrahleM 
dnrchgehen* 

Bringt  man  das  Auge  successive  in  immer  grossere  Entfer- 
nungen vom  Okular,  so  wird  der  Lichtkürper,  den  die  auf  diese 
Linse  fallenden  Strahlen  bilden,  immer  andere  Gestalten  annehmen, 
uie  Kit;ur  43  zeigt.  Hatte  er  Anfangs  bei  der  Lage  a  des  Auges 
die  Gestalt  eineH  Stutzens,  so  i^t  er  bei  der  Lage  s  xylindrisdl 
und  bei  der  Lage  h  bildet  er  Doppelkegel. 

Im  ersten  Falle  wird  das  Objektiv,  je  nach  seiner  EntferaoBg 
vom  Okulare,  bald  das  ganze  Gesichtsfeld  dieses  letzteren  aus- 
fOllen,  bald  nur  irgend  einen  Theil  desselben  einnehmen.  lo  die- 
sem letzteren  Falle,  wo  das  Objektiv  nicht  das  ganze  Gesichts» 
feld  des  Okulars  einnimmt,  werden  jene  Theile  des  Gesichtsfeldes, 
welche  die  Objektivlinse  umgeben,  bloss  durch  die  Okularlinse 
gesehen.  Das  Auge  erhält  daher  von  diesen  Theilen  nur  ein  >chr 
verworrenes  Bild,  welches  auch  die  Wirkung  jener  Strahlen,  die, 
ihren  Weg  durch  das  Objektiv  nehmen  mussten,  nothwendig  be- 
einträchtigt. Man  niuss  daher  ?.(trgeh,  dass  das  Objektiv  stet^- 
das  ganze  (iesirhtsfeid  des  Okulares  elfiiiehme  oder  tuit  cseine" 
periferischen  1  heilen  über  dasselbe  liinausreicfie.  V.s  ist  übrigeB* 
klar,  dass  je  mehr  die  Ob]*ckfivHfise  PQ  vorn  Okular  entfernt  wlrdi 
der  Diirchsehnittspunkt  f  (Fig.  AH)  desto  näher  an  die  Objektiv- 
linse heranrfickon»  aber  stets  ausser  ihrer  Brennweite  verbieihea 
nfisse. 
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Im  zweiten  Falle  wird  die  Objektivlinse  bei  jeder  Distauz 
einen  gleich  grosseo  Theil  von  dem  Gesichtsfelde  des  Okulars 
einnehnten  und  der  DurcbscbDittspunkt  f  wird  immer  in  gleicher 
Eotrerniiiii.'  vom  Objektiv  eich  befiaden,  nemlicb  in  seioen  Brenn- 
paakt  fallen. 

Die  roei«te  Abweebelaog  bietet  der  dritte  Fall.  Es  kann 
aeeilich  Hie  Objektivlince  dieeaelts  oder  jenseits  der  Diircbscbnitte- 
■lelle  z  (Fig.  43)  eder  an  dieser  Stelle  selbst  liegen.  Liegt  sie 
Uttlioglich  nahe  an  z,  so  wird  sie  mit  ihren  perlferiecbeo  Theilen 
über  das  Gesichtsfekl  des  Okulars  hinauereichen  und  zwar  desto 
mehr  je  niher  daran  sie  liegt.  Fällt  x  gerade  in  die  Oberflidie 
der  Objektivlinse  (Fig.  48)  oder  ionerbalb  ihres  Körpers»  flo  wird 
ein  tentraler  Tbeil  des  Objektivs  von  dem  Durchmesser  mit  bin* 
teicbeo»  om  alle  zum  Auge  gebenden  Strahlen  durchzulassen. 
Manmuss  jedoch  bedenken,  dass  z  kein  Punkt,  sondern  ein  Kreis 
ist,  und  deeehalb  wird  der  Uorcbneeser  mn  etwas  grCeaer  «la- 
Cülen  mOssen. 

Man  kann  somit  den  Rand  der  Ob^ktivlhwe  bis  »of  dtoM 
zentralen  Tbeil  bedecken  und  wird  doeh,  wie  man  sieb  letebt 
überzeugen  kann,  durch  die  veibÜtiiieMilaeig  Meine  Oeianng 
des  DiaphraG;ma,  die  betrachteten  GegenatAnde  gans  eben  ao  gnt 
«eben,  wie  bei  Anwendung  der  vollen»  ttnbedeefcten  Objektlvllnee. 
£ä  ändet  also  auch  bei  einer  Kombination  sweier  Linaen  etwas 
ähnliches  Statt ,  wie  bei  einer  einaelnen.  Es  verstehet  sieb  von 
selbst,  das«  jene  Strahlen;  weiebe  etwa  doreh  den  noa  dem  Ge- 
sichtsfelde des  Okoinrea  beransragenden  Theil  dea  Objektives 
hindurchgehen,  gar  nlebt  Ins  Auge  gelangen  kOnnen.  Setit  man 
den  Fall  der  Figur  46  voraos,  so  wird  der  Effekt  abbfingen  von 
der  Entfernung,  welche  daa  Objektiv  yen  F  hat;  ob  sich  nemlleh 
F  iouerhalb  oder  ausserhalb  der  Brennweite  des  Objektives  oder 
im  Brennpunkte  desaetben  befindet,  denn  von  dieaen  Umsttnden 
wird  zunächst  wieder  die  Gestalt  des  aof  das  Objektiv  fallenden 
Lichtkurpers  abbingen. 

In  dem  Falle,  wo  sich  F  ausserhalb  der  Brennweite  des 
Objektiv«  befindet,  wird  dieser  letztere  Lichtkfrrper  die  Gestalt 
von  Doppelkegeln  haben,  und  es  wird  somit  u  iederum  eine  Durch- 
sebaittsstelle  vorhanden  sein,  die  wir  in  Gedanken  mit  G  bezeich- 
nen wollen.  Die  Strahlen  schneiden  sich  dann  zweimal  in  Cr  und 
F,  bevor  sie  ins  Auge  kommen.  Liegt  ein  Gegenstand  der  Ob- 
jsktivlinse  näher  als  G,  so  wird  er  noch  verkehrt  gesehen,  liegt 
er  aber  jenseits  Cr»  so  ersebeiot  er  wieder  aufrecht. 

Wild  die  Distanz  der  beiden  Linse«  im  Allgemeinen  grüssfr 
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genommen  als  p  -\-  p\  so  wird  nach  Umstfinden  das  Objekt  ti 
(Fig.  48)  recht  nahe  an  den  Brennpunkt  des  Objektivs  gerückt 
werden  mOssen,  wenn  das  durch  die  letztere  Linse  erzeugte  ob* 
jektive  Bild  noch  innerhalb  der  Brennweite  des  Okulars  fallen 
soll.   Dieser  Fall  findet  bei  den  Mikroskopen  seine  Anwendong. 

Ist  ille  Digfanz  der  beiden  Linsen  —  p  ^  p'  oder  kleiner  als 
diese  iSimime  der  Brennwerten ,  so  wird  der  belrachtetc  Ge^en- 
fitaod  8chon  weiter  vom  ()l>jektiv  abstehen  müssen,  wenn  das 
riurch  das  letztere  erzeugte  objektive  liild  innerhalb  |der  Breou- 
weite  des  Okulars  fallen  soll,  und  zwar  desto  weiter,  je  kleiner 
die  Distanz  der  Lifisen  ist.  Dieser  l  all  liegt  den  Fernruhreo  za 
Grunde.  Da  sich  die  Entfernung  der  äusseren  Gegenstände  nicht 
ändern  iässt,  wird  man  die  richtige  Einstellung  des  objektiven 
Bildes  nur  dadurch  erreichen,  dass  man  die  Distanz  der  Lioseo 
abändert,  und  da  ferner  die  Deutlichkeit  hier  ganz  unabhängig 
ist  von  der  Lage  des  Auges  gegen  das  Okular,  so  kann  das  Auge 
in  verschiedene  Entfernungen  von  diesem  versetzt  werden,  ohne 
dass  die  Deutlichkeit  leiil<  t.  aber  die  Grosse  de#  Gesichtsfeldes 
wird  sich  oatflrlich  verändern. 

Was  die  Vergrossemng  anbelangt,  weldia  aina  aolcfaa.Liaaea» 
Komliliialioii  bewirkt,  so  maas  aie  nach  denselben  PrinzipieB, 
wie  bei  ainar  einzelnen  Linae,  ohne  Rflcksicht  darauf,  ob  die 
Kombination  den  Zwaelc  einaa  Feraroiiraa  oder  Mikroskope«  sa 
erfällen  hat,  bestimmt  werden.  Ist  das  Auge  in  O  (Fig.  4$,  so 
aiebt  es  das  Bild  von  tt  unter  d^m  Winkel  cOd\  dem  unbewaff- 
neten Auge  aber  erscheint  <i  unter  dem  Wiakel  «Ol,  daber  die 

Vergrösserung  =  Diese  Vergrüsserung  wird  sich  natürlich 

Indern  in  allen  den  Fällen,  wo  alcb  die  Winkel  aelbat  Andere. 

§.  23.  Ein  Prisma  erzeugt  von  einem  Objekte  anaih- 
lige  hinter  einander  liegende  Bilder,  von  denen  jedes 
folgende  bezfiglich  dea  vorhergehenden  ein  wenigver* 

schoben  erscheint. 

Wir  wollen  zuerst  den  Fall  in  Betrachtung  ziehen,  wo  das 
Licht  bloss  eine  einmalige  Brechung  und  zwar  an  einer  ebenen 
TrennuBgsfläcbe  mn  (Fig.  49)  erleidet  and  dann  zum  Prisma  uber- 
gehen. 

Ist  demnach  o  ein  leuchtender  Punkt  und  geechleht  die 
Brechung  cum  Elnfallalothe*  ao  werden  die  finsähligen  Bilder  des- 
selben  wie  r,  $,  i  etc.  bekanntlich  alle  oberhalb  o  in  der  Tcr- 
llngerung  der  Senkrechten  m  liegen.  In  ihrer  Gesam rotheit  geben 
dleae  Bilder  eine  Linie  rf,  die  aowobl  für  ein  innerhalb  dea  bre> 
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chenden  Medtoma  befindliche«  Aut;e  al8  auch  bezüc;lich  der  Aus- 
trittsflfiche  als  Objekt  zu  betrachten  ist.  Alle  strahlen,  die  von 
irgend  einem  Punkte  dieser  Linie  ausgesendet  werden,  liegen, 
wie  bereits  bekannt,  in  der  Oberfläche  eines  Keppels.  »So  ent- 
spricht dem  Punkte  f  der  Ntrahlenmantel  tab^  der  von  der  Aiis- 
trittsfläche,  falls  diese  t^egen  mn  geneigt  ist,  in  einer  Ellipse  ab 
gpschnittpn  wird.  Khenso  entsprechen  den  anderen  Pnnkten  r 
uod  s  die  Strahlenmäntel  grh  und  esf.  Ein  innerhalb  de.o  bre- 
chenden Mediums  befindlrcbes  Auge  wird  wegen  der  geringen 
Ausdehnung  der  l*u[)i)le  naturlich  nicht  die  ganze  Linie  rt  über- 
seheii  kennen,  sondern  nur  irgend  ein  Stück  dersellien.  Da 
jedoch  die  Punkte  des  übersehenen  Stückes  alle  in  dor  nemlicben 
SeTikrechten  liegen  und  sich  dafier  ihre  Eindrücke  in  der  Wahr- 
oebniung  decken,  so  folgt,  dasü  der  leuchtende  Punkt  o  nicht 
als  Linie ,  sondern  wiederum  nur  als  Punkt  erscheinen  könne. 
Die  Projektion  von  rt  in  der  Ebene  mn  ist  ein  Punkt  und  es  ist 
geradeso ,  ab  wenn  diese  Projektion  von  dem  Auge  wafargenom* 
uen  vvürde. 

Ist  ttOR  ferner  pq  ein  avngedebnter  Gegenstand,  «o  werden 
ron  diesem  elrenralla  unsihlige  hinter  tinander  liegende  Bilder» 
wie  gk,  Ut»  ia  ete.  entstehen  und  nnch  diese  werden  sieh  In  der 
Wabmehroung  vollkeninien  decken  müssen ,  da  sich  Ihre  Prefefc* 
Üonen  in  der  Ebene  mn  decken. 

Ganz  dasselbe  w  ird  auch  Plat«  greifen,  wenn  wir  einen  Gegen- 
stand durch  ein  von  parallelen  l.hcnen  begrenztes  Medium  be- 
trachten, weil  in  diesem  l  alle  die  Normale  der  Austrittsfläcbe 
mit  der  Normalen  oz  der  Eintrittsflücbe  zusammenfällt 

Gani  Anders  wird  sieh  sher  die  Sache  bei  einem  Prisma  vet- 
hailen.  üa  werden  die  nntShIigen,  von  einem  lenehtenden  Pnnkte 
entstehenden  Bilder  (Austrittsbilder)  In  einer  Kurve  dag  (Fig.  32) 
liegen,  wenn  man  die  Ersebelnnui;  In  einer  durch  den  lenehtenden 
Punkt  senkrecht  gegen  die  brechende  Kante  gelegten  Ebene  be- 
trachtet Ule  Figur  32  wurde  flbrigens  unter  der  Veranssetsnng 
entworfen,  dass  alle  drei  Strahlen parthleen  sur  Erseugung  der 
Kunre  mitwirken.  Auf  einmal  wird  man  jedoch  diese  Knrvei  wie 
leicht  hq^fßch»  nicht  fibersehen;  es  kommen  jedoch  alle  Ihre 
Tbeile  nach  einander  sur  Anschauungt  wenn  man  da«  Prisma  vor 
dem  Ange  nm  seine  Axe  drehet  Hilt  man  das  Prisma  suerstso»  dass 
die  Kantenstrablen  In  das  Auge  gelangen,  so  wird  die  Kurve  an 
dem  Ende  d  sichthsr  und  wenn  man  dann  durch  Drehung  des 
Prisma  allmäblig  sn  den  Strahlen  der  mittleren  und  offenen  Par* 
thie  fibcfgebet,  werden  ihre  anderen  Thelle»  wie  sie  von  d  g^gfln 
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g  zu  aafeinanderfolgen,  zur  Anschaauug  gelangen.  Nehmen 
wir  nun  an ,  dass  bloss  gewisse  Strahlen  der  mittiereo  Parthie 
in  das  Auge  eindringen,  so  mrigeii  die  diesen  Strahlen  eotspre* 
chenden  Eintrittsbilder  des  leuchtenden  Punktes  o  zwischen  r 
tind  t  (Fig.  50)  in  der  Verlängerung  der  r<eraden  oz  liegen,  welcbe 
auf  der  £iiitrittafläche  mn  des  Frisma  mnp  senkrecht  stehet 

Fillt  maD  nim  veo  alleo  diesen  Eintritlsbildera  PerpeaM 
anf  die  Avstrittsfläehe  p»  dee  Prisma,  wie  m*  «o»  to  etc.,  so 
werden  den  Elatrittsbildero  r»  §,  i  die  Aostrittsbilder  e»  e  eat* 
eprechen  nnd  es  wird  aomittelbar  tU  mittelbar  aber  der  Isvcl* 
fende  Panbt  o  wieder  in  eine  Linie  ae  verwandelt»  welche  Jene 
Perpendikel  sebrig  durehsebneldet. 

Diese  Linii3  ac  ist  als  derjenige  Tbeil  der  Austrittsknrve  zu 
betrachten,  den  man  auf  einmal  übersieht.  Ihre  Projektion  in  (ier 
Ebene  pn  wird,  da  sie  ^e?en  diese  Ebene  geneigt  ist«  nicht  mehr 
ein  Punkt«  sondern  ebeulallä  eine  Linie  sein. 

Ist  nun  das  betraebtete  Objekt  aasgedebnl«  s.  B.  eine  Lisio 
,  die  wir  uns  in  einer  auf  die  brechende  Kente  senkrecht  ge- 
legten Ebene  liegend  vorstellen  wellen»  eo  werden  aatflrUcb  vm 
dieser  ebenfalls  sehr  viele  Bilder  wie  e6»  eil»  tf  etc.  entstebes. 
Diene  Bilder  liegen  wohl  aneb  Jetat  bintereinander»  se  wie  saror 
bei  einem  von  parallelen  Ebenen  begrenaten  Medium»  nur  mit  dett 
Unteracbiede»  dass  jelst  jedes  feigende  Bild  gegen  das  anmitlel- 
bar  vorhergehende  ein  wenig  verschoben  erscheint.  Die  Prejsk> 
Honen  dieser  Bilder  in  der  AustrittsflScbe  des  Prhmm  werdet 
sieh  daher  nicht  mehr  vollstfindig  decken  und  es  wird  eine  selcha 
Deckung  auch  in  der  Wahrnehmung  nicht  mehr  Statt  babsa 
kSnnen.  Die  Verschiebung  betrigt  aber  von  einem  Bilde  warn 
andern  nicht  gleichviel,  weil  ja  die  Perpendikel  nicht  glelcbe  Ah* 
stände  haben. 

Noch  Eines  niuss  ich  hier  bemerken.  Wir  haben  bis  nun  die 
Erscheinung  in  einer  gegen  die  brechende  Kante  senkrecht  ge- 
legten Ebene  betrachtet.  Unter  dieser  Voraussetzung  kommen 
voQ  dem  ganzen  Strablomnantel  ntb  (Fig.  49)  naturlich  nur  die 
zwei  Strahlen  ib  und  ia,  die  um  180^  von  einander  abstehen,  zur 
Berficksichtigung.  Zieht  man  von  t  die  tx  senkrecht  auf  die 
AustrittsflScbe  y  so  uirci  der  Strahl  ib^  der  in  der  Richtung  bc 
austritt,  jenes  Perpendikel  in  a,  schneiden  und  der  Strahl  ia, 
welcher  nach  seinem  Austritte  die  Richtung  ad  annimmt,  wird 
in  ß  schneiden.  Es  werden  demnach  a  und  |3  die  Au^trittsbilder 
sein,  welche  den  genannter»  um  li>ü*'  abstehenden  Strahlen  cot- 
«pr^cheo.    Da  uuu  »her  die  übrigen  Strahlen  des  Manlei«  atk» 
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welche  zo  beiden  Seiten  dw  gegen  die  brechende  Kante  senk- 
fecht  gelegten  £bene  liegen,  an  der  AustrittsüKcbe  ebenfalls  ge- 
brochen werden,  so  werden  die  diesen  letzteren  Strahlen  ent- 
sprechenden Austrittsbilder  nothwendtg  zwischen  o  unci  ß  in  jene 
Senkrechte  fallen.  Werden  also  alle  Strahlen  des  Mantels  atb 
in  Betracht  gezogen,  so  wird  t  in  ein  lineares  Bild  aß  verwandelt. 
Dieses  Bild  aß  liegt  ganz  in  dem  Perpendikel  tx  und  hat  die 
Eigenthumlichkeit,  dass  von  jedem  Endpunkte  deftselhen  nur  ein 
Strahl,  vun  jedem  intermedifiren  Punkte  aber  zwei  Strahlen  aus- 
gesendet werden.  Da  nun  das  Gesagte  auch  von  den  anderen 
Punkten  der  Linie  tr  gilt,  so  wird  diese  letztere  durch  die  Bre- 
chung an  der  Anstrrttsfläche  des  Prisma  eigentlich  zu  einer 
ebenen,  auf  der  brechenden  Kante  senkrecht  siebenden  Fi&che 
aosgedehnt. 

Dieee  Betraelitoog  wird  in  Allgemeiaeiis  ooter  Beriieksieli- 
dgang  der  obwaltenden  EioecMnkungeo  audi  denn  in  Anweiidang 
komniea  mflseea,  wenn,  wie  das  beim  Aoge  der  FeU  ist,  nieht 
alle»  aondero  aor  einige  wealge  Strahlen  eines  aeleben  Mantela 
in  dasselbe  eindringen.  Denn  mhet  daa  Auge  gerade  aalerbalb 
k,  so  wird  es  nicht  bloaa  den  Strahl  16,  sondern  da  die  Pupille 
eiae  gewisee  GrOeee  hat,  aacb  noch  mehrere  andere  Stiablen 
des  Mantels  atb,  die  au  beiden  Seiten  von  16  Degen»  anfnebnen 
können.  Es  wird  also  das  Ange  ein  gewbises  Stück  vom  oberen 
Eade  der  Linie  aß  übersehen  kSnnen.  Dnrehwandert  das  Ange 
hierauf  In  der  Richtnng  von  6  gegen  a  den  hohlen  Raum  des 
Strahlenmantels  el6.  so  kann  es  ven  dem  EintrittshUde  i  keinen 
Elndrnek  mehr  erlmltent  wohl  aber  von  j»  r  ete. 

Erst  wenn  das  Auge  unterhalb  ß  ankommt,  wird  es  wiederum 
den  ätrabl  ai,  der  nach  gd  gehrochen  wird,  und  mit  diesem  noch 
mehrere  andere  anfnehmen,  so  dass  jetzt  wiederum  ein  bestimmtes 
Stück  vom  noteren  Ende  der  Linie  aß  siebtbar  wird.  Da  iiich 
aber  dae  von  dem  Auge  öbersebene  Stuck  der  Linie  aß  als  ein 
Punkt  auf  die  Auelrittstf'äche  projizirt,  so  wird  es  anch  in  der 
Wahrnehmung  diesen  Charakter  haben. 

Am  ^chlussie  dieses  Paragraphen  sei  es  mir  erlaubt  das  Er* 
gebniss  desselben  in  wenigen  Worten  zusammenzulassen.  Das 
Ergebniss  ist  die  Thatsache,  da^is  durch  die  Brechung  an  der 
Au^trittsflSche  des  Prisma,  eine  Verschiebung  der  Bilder  bewirkt 
werde,  welche  durch  die  Brechunu  an  lier  Eiiitrittsfläcbe  entstehen. 
Diese  Thatsache  bangt  innig  mit  dem  (lesetze  desSnellius  zn- 
Mamnien  und  es  ist  dadurch  die  Wirkungsweise  des  Prisma  ge* 
nau  cbaral(terisirt. 
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An  dieses  Reisultat  knüpft  sich  unmittelbar  der  Gedanke,  ob 
diese  VerscfaiebuDg  Dicht  vielleicht  die  Ursache  der  prismatiscbon 
Farben  sei? 

Betrachtet  mao  durch  ein  Prisma  eine  Fläche,  die  in  ihrer 
genicn  Aaedehnung  eine  gleiche  BeeehalTenbeit  liat,  so  wird  an« 
der  gegenseitigeo  Ueberdeckung  ihrer  Bilder  wohl  nichts  Neue« 
reeoICiren  künnen,  da  immer  Gleiches  Aber  Gleiches  föllt.  Wena 
aber  das  Objeict  Kontraste  enthält,  wenn  wir  z.  B.  ein  weisses 
Quadrat  auf  schwarzem  Grunde  betrachten,  werden  da  nicht  noth* 
wendig  dunkle  Parthieen  gewisser  Bilder  Ober  helle  anderer 
falleof  wird  nicht  der  resnltirende  Eindmcl^  ein  anderer  als  bei 
vollkommener  UeberdecknDg  sein  mOssent 

Dieser,  in  der  Theorie  ^^urzelnden  und  unmittelbar  daraus 
sich  ergebenden  Auffassung  ist  jedoch  die  Lehre  N  e  t  on's  ent- 
gegen, welche  gestützt  auf  einen  Versuch  die  Farben  aL-^  tie- 
standtheile  des  weissen  Lichtes  erklärt.  So  wio  das  Wasser 
durch  den  elektrischen  IStrom  in  seine  cbcniischen  Uestandtheile 
zerlegt  wird,  so  wird  nach  dieser  Lehre  der  Sonnenstrahl  durch 
Vermittlung  des  Prisma  io  seine  optischen  liestandtheile  zerlegt. 

Wir  müssen  uns  daher  jetzt  dem  New  ton 'sehen  Versuche 
anwenden  und  ihn  genau  durchprüfen,  ob  er  wirklich  jene  Be- 
weiskraft besitze,  die  ihm  sngesehrieben  wird. 

{.  24.    i^bändernng  des  Newton'schen  Fundamental- 

versuekes. 

Es  sind  bereits  swei  Jahrhunderte  verflossen»  seitdem  Newton 
seinen  schSnen  Versuch,  der  das  Farbenbild  liefert«  angestellt 
hat.  Das,  was  dieser  Versuck  unmittelbar  aur  Ansehauung  bringtt 
die  allgemein  bekennten,  sichtbaren  Resultate  desselben,  sind  na- 
antastbar;  nicht  so  derSehluss,  dsr  daraus  gesogen  wurde,  dass 
nemlieb  der  Sonnenstrahl  oder  (Iberhsupt  das  weisse  Liebt  aus 
farbigen  oder  Terscbleden  brechbaren  Thellen  zusammengesetxt  sei. 

In  Optice,  auctore  Jsaaco  Newton,  1740  üoden  wir  auf 
2$^te  Ib  folgeodes  Theorem: 

Lumen  solis  eonstat  e  mdiis  diverse  refrangibilibun.  Pro- 
batio  ab  experlmentls  desumpta. 

Obgleich  nun  der  Beweis  dieses  Theorems  ans  dem  Vermiebe 
hergenommen  wird ,  so  Ist  dss  döch  niebt  In  dem  Sinne  au  ver* 
stehen,  ab  ob  dieses  Theorem  nichts  anderes  wäre,  als  nur  der 
blosse  Ausdruck  ^ner  anmittelbaren  Wahrnehmung.  Set  Ist 
viebnebr  ein  Sebluss,  denn  wir  lesen  welter  anf  Seite  21 : 
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Cwm  ii^itur  e  coiitrarii»  experientia  evincatur,  imagineni  istain 
nnii  rotuiidam  eMse,  »ed  latitudiiiera  ipsius  circiter  quinque  parti- 
bttn  longitudine  superari:  omnirio  radii,  qui  majori  refractione  ad 
superiorein  imaginis  extremitatern  luittuntur,  nuiL^'is  (juaiu  ii  qui 
ad  inferius  ejusdeni  extremuni  progrediuntur,  rofrangibiles  s'mt, 
neces^e  ej^t;  ea  forte  isit  refractioni»»  hujusce  inaequalitas, 

quae  ca^iu  pus^it  accidere.  Quo  quideui  nniplius  ürniatur  id.  quod 
erat  prima  propo^itione  coniprobandunt«  nenipe,  quae  lumina  colore 
dÜeiaot,  ea  itideni  reirangibilitate  inter  differre. 

Was  also  d«r  Vemucli  iiomittelbar  darbietet,  ist  die  Wahr- 
nelmimig,  das«  das  Spektrum  niebt  road»  sondern  oblong  sei,  and 
daraus  sog  nun  Newton  jeneii  ScUnss,  deii  er  in  der  Form  des 
obigen  Tbeorems  der  Nachwelt  Ulierfiefert  hat 

Dieser  Scblu^s  wäre  nur  dann  ganz  richtig,  wenn  aasser  dem 
dünnen  Bündel  Sonnenstrahlen,  die  man  durch  die  runde  Oeff- 

tiunsr  des  Fensterladens  in  das  verlinsterte  Zininier  leitet,  gar 
keine  aruieren  Strahlen  durch  das  l^risnia  durchgehen  könnten; 
dann  kilnrite  man  wohl  und  mit  Hecht  behaupten,  die  Farben  des 
är^)ekttums  mÜN^en  aus  dem  weissen  Lichte  herstammen;  dann 
k()iiht6  man  sie  als  ausschliessliches  Eigenthum  dieses  Lichtes 
betrachten. 

Allein  die  Saehe  TerhAlt  sieb  anders.  Mao  bann  doch  na- 
nSgilch  die  kleine,  runde  OeShnog  oder  die  schmale,  Hebtgebeode 
Spdte  als  das  alleinige  Objekt  betracbteot  das  sieb  fan  Gesichls- 
lelde  des  Prisma  ▼orfiodet  und  dieses  gana  ansfMIt;  man  kann 
nnmüglieb  erwarten»  dass  das  Prisma  nur  die  Oeffnung  und  niebt 
auch  tbeilweise  Ihre  Umgebung,  d.  I,  Tbdie  des  Fensterladens, 
inwieweit  sie  Im  Gesiebtsfelde  liegen,  abbilden  werde. 

Wird  demnach  der  Versuch  unter  den  gewShoIicheo ,  von 
Newton  angegebenen  Be<iingungen  angestellt,  so  gehen  durch  das 
Prisma  nebst  den  Strahlen,  weltfio  die  Oeffnuni?  liefert,  auch 
noch  solche  hindurch,  die  von  ihrer  Umgebung  herkommen.  Da 
nun  aber  die  helle  Oeffnung  mit  ihrer  Ümgehnnr^,  uelche  dunkel 
ist,  einen  Kontrast  bildet,  so  bestehet  das  Irrtfnimliche  des  obigen 
Schlusses  darin,  dass  das,  was  nioclicher  Weise  die  Wirkung 
des  Kontrastes  ist»  dem  weissen  Lichte  aUeio  zugeschrieben  wird. 

Um  nun  diese  Frage  mit  Sieberhelt  au  entsebeides,  muss 
man  den  New  ton 'sehen  Versuch  In  der  Art  abSnderri,  dass  ans 
dem  Gesichtsfelde  des  Prisma  jeglicher  Kontrast  beseitigt  werde. 
Man  erreicht  diesen  Zweck  mit  Hilfe  einer  matt  geeebllffenen 
CStastafel.  Diese  bat  die  Eigenschaft,  dass  sie  vor  das  Auge  ge- 
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halten,  die  äusseren  Gegenstinde  unsichtbar  and  somit  auch  ihre 
Kontraste  verschwinden  macht.  Setxt  man  sie  aber  der  direkten 
Einwirkung  der  Sonne  aus,  so  bildet  sie  im  durchselassenen 
Lichte  eine  weisse,  gleichfurmig  helle  Fläche  und  wird  so  zu 
einer  ausgiebigen  Quelle  weisfien  Lichtes.  Eine  solche  Tafel 
habe  ich  nun  als  Rückwand  MIS  (Fiff.  51)  eines  dunklen,  vor- 
läufig aus  Pappendeckel  an^^erertigten  Kasteiin  eingesetzt.  In  der 
forderen  Wand  EF  dieses  Kastens  befand  sich  eine  viereckige 
Oeffnung  zur  Aufnahme  eines  Prisma.  Dieses  let/.tere,  ein  ge- 
wöhnliches Glasprima,  wurde  an  den  beiden  Soitenflächen,  die 
den  brechenden  Winkel  einschliessen,  mit  dünnem,  geschwfir/ten 
Papiere  bedeckt,  in  welches  man  vorläutl«?  zwei  schmale,  xur 
brechenden  Kante  parallele,  einander  gegemilierstehende  Sehlitie 
oder  Sfjülten  nh  und  cd  eincfescbnitten  hat.  Die  dritte  Seiten- 
fläche pn  wurde  ebenfalls  und  zwar  ganz  mit  Papier  bedeckt 
aber  nur  dessbalb,  uro  ihre  stürende  Einwirkung  zu  beseitigea. 

So  siibmilet  wurde  das  Prisma  mit  seioer  Aze  Tertikal  it  ' 
die  gedacbto  Oeffoung  eingestellt,  in  der  Welse,  dass  es  mit  der 
«Inen  SeitenllXelie  nm  in  die  Ebene  der  Vorderwand  des  Kastels 
sn  liegeo  kam.  Selbstverstlndllch  Ist  dafflr  se  sorgen,  dass  das 
▼en  der  GlaslaTel  aosgehende  Llclit  dnrcb  Iceine  anderen  Oef* 
nengen,  als  nur  dnreb  die  beiden  Scblitie  aastreteo  ItHnne. 

Ebenso  mos«  man  Vorsorge  treffen,  dass  auch  von  den  dunklw 
Thailen  des  Apparates  selbst  keine  Stralrieo  durch  das  Prisnis 
biodurchgehen«  Am  ehesten  wäre  diess  von  der  Seiteni?«nd  Si 
des  Kastens  an  iiefiirchfen.  Dessbalb  müssen  die  üiinensioD«s 
des  Apparates  so  gewählt  werden,  dass  die  erweiterte  8eitea- 
Hiebe  mp  des  Prisma  noch  die  Giastalel,  nicbt  aber  die  besagte 
Mtenwand  dnrcbscbneide. 

Aas  demselben  Grande  moss  auch  das  Papier,  womit  da« 
Prisma  belegt  wurde,  recht  dfinn  sein,  well  sonst  von  den  Käo- 
dem  der  Spalte  ab  Strahlen  durch  das  Prisma  stehen  wurden-, 
da  aber  dünnes  Papier  durchscheinend  ist,  so  habe  ich  ge- 
schwärztes gewählt,  damit  es  diese  Eigensebaft  in  raOgiicbst  ge- 
ringem  Grade  besitse. 

Ueberdiees  bebe  leb  ooeb  •  well  die  Papierbelegungen  docb 
etwas  dnrebsebelnend  sind,  an  der  Vorderwand  des  Kasteos  etes 
Kappe  mnhf  aus  Papier  nngebraebt,  die  dort,  wo  die  anstretendfla 
Stiablen  ibren  Weg  nebmen,  mit  einem  Aussebnitte  ^  ▼ersebga 
wurde.  Naebdem  Alles  so  bergeriebtet  war,  warde  der  Apparat 
an  den  Fensterladen  befestigt  «nd  dergestalt  die  mattgescbliliBBt 
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fSItstifel  der  dirakten  Einwirkvog  der  SonnenstrahlM  iiug»- 
adit 

Die  Figur  gibt  einen  horizontalen  Durchschnitt  deA  bereit« 
\a  dieser  letscteren  l-asp  liefindlichen  Apparates.  Unter  diesen 
ümstSnden  wird  ein  von  (!etii  Punkte  k  der  Glasplatte  ausgehen« 
defi  StrahlenhOndel»  nachdem  es  durch  die  beiden  Schlitze  ge- 
gangen und  durch  das  rrisma  abgelenkt  worden,  einen  vorgebal« 
teneo  Papierschirm  in  i  treffen. 

Und  was  ist  das  Resultat  dea  mit  dieaem  Apparate  enge- 
slellten  Versuclieel 

Dai>  Resultat  i»t  der  gangbaren  Ansicht  nicht  gfinstig.  Es 
entsteht  auf  dem  vorgehaltenen  Schirme  kein  Spektrum,  sondern 
ein  vollkommen  weisses  Bild,  ohne  die  geringste  Ran dfär bong. 
Bestäiiiic  nun  das  durch  das  Prisma  geleitete  Licht  wirklich  aua 
Terschiedeolarbigen  Theilen,  so  hätte  es  hier  die  schuoste  Ge- 
legenheit, diese  seine  Natur  zu  offenbaren.  Da  ea  diess  zu  tbnn 
Qoterläö^t,  80  wird  wohl  die  Folgening  erlanbl  aein,  daaa  es  ana 
keinerlei  farbigen  oder  verschieden  breehbarea  TbeUen  suaam* 
meogesetzt  sei. 

So  wie  das  auf  dem  Schirme  entstehende,  — >  also  objektive 
Bild  iarbenfrei  itt»  iat  ea  auch  das  subjektive«  wie  man  sich  leicbt 
tiberzeugt,  wenn  man  daa  ans  dem  Prisma  aoatreteade  Strahlen- 
bindel  direkt  in  daa  Ange  eintreten  läaat 

Klebt  man  aber  bei  k  auf  die  roattgeschliffene  Glastafel  einen 
schmalen,  schwarzen  Papierstreif,  so  kommen  allsogleich,  sowohl 
beim  objektiven  aU  subjektiven  Bilde  Farben  zum  Vorschein. 

Da  nan  das  Theorem  sich  als  irrig  erwiesen  hat,  so  wird  es 
ans  wat  der  dorch  daa  Gesetz  des  Snellius  torgezeichneten  Bahn 
nieht  mehr  bindernd  entgegentreten  nnd  wir  werden  skropelfrei 
nnd  entsebleden  die  Felgeniogen  ana  dieaem  Gesetze»  wie  sie  im 
▼erbcfgebenden  Paragrapben  pr&siairt  werden«  anerkennen  dOrfen. 

In  diesem  Paragraphen  wurde  zur  Evidenz  erhoben,  dass 
das  Prisma  senkrecht  gegen  seine  brechende  Kaute  eine  Ver- 
schiebung der  unzähligen  Bilder,  die  es  von  einem  Objekte  er- 
zeugt, bewirke.  Diese  \  erschiebung  nun  ist  als  die  wahre  Ur- 
Sache  des  aulTallenden  Lnterschiedes  zwischen  den  beiden  Di* 
mensionen  des  Spektrums  in  dem  Ne  w  ton'schen  Versncbe  anae» 
sehen.  Aber  zur  Erklärung  der  Farbeti  reicht  sie  allein  noch 
nicht  aus,  sondern  dazu  wird  noch  die  weitere  Bedingung  erfbr« 
dert,  dass  das  Objekt  eio^n  Kontrast  aufzuweisen  habe. 


Digitized  by  Google 


272  Kuä€lka:  Die  Geseite  der  UiMrechimg. 

l)a  ferner  die  verschobenen  Bilder  nicht  in  einer  Ebene,  son 
dern  hintereinander  liegen,  so  dringt  sich  von  .««f'lhst  noch  di« 
Frap;e  auf,  ob  vielleicht  auch  diese  Postposition  zur  Kntstehung 
der  Farben  mitwirke,  ob  sie  etna  auch  eine  Bedingung  aine  qua 
non  «ei? 

Es  «elieint  Dieht,  denn  bm  dem  obj^Lthren  Spektnini,  wie  m 
oemlieb  auf  einem  Scbirroe  m  Stande  kommt,  findet  keine  soldia 
Peetpoeition  Statt  and  deck  a^t  ee  die  Fatben  eben  so  gat,  wie 
das  eabjekttve. 

Am  Schlüsse  diese«  Paraf^rnphcn  niusg  ich  noch  eines  wnh! 
bekannten  Falle«  erwähnen,  der  volle  Berücksichtigung  verdieuL 

Ee  aei  ein  Prieme  pmn  (Fig.  52)  nnd  unterhalb  deaaelkeii 
eine  weiaee  Papterflftche  Jf/V»  die  aebief  gehalten  bie  an  die  eh 
weiterte  Baal«  not  den  Prlama  blnanreicbt  und  dieselbe  la  Jf 
trifft  Hat  man  bloaa  daa  Element  A  der  Baaia  Im  Auge«  ao  wfl^ 
den  alle  Strablen,  welche  von  der  Papierfliche  durch  dieaee  Ele- 
^  ment  in  das  Priama  einandringen  vermOgeu,  innerhalb  den  Wla* 
kein  MAK  liegen«  Davon  wird  der  Strahl  MA,  deeaen  Eie&lk' 
winket  SS  90^  lat,  den  Grenaatinhl  AR  geben,  der  in  der  Bich* 
tnng  RO  nna  dem  Priama  auatritt^  und  dem  einfallenden  Strallt 
KA  wird  der  gebrochene  Ah  entsprechen»  der  bereits  liei  L  die 
totale  Reflexion  Erleidet. 

RO  Ist  ein  Schenke!  des  dem  Elemente  A  der  Basis  m 
entsprechenden  dunklen  Winkels  ORn,  Alle  Richtungen,  die 
wir  uns  ||  RO  denken,  werden  ebenso  Schenkel  der  dunklen 
Winkel  sein,  die  den  übrigen  Elementen  der  Basis  m»  eatsprecbso. 

Schauet  man  nun  von  Oben  herab  dorch  das  Prisma  nnf  die 
Papierfläche,  so  wird  man  finden,  dass  wenn  man  das  Auge  s.  B- 
eberhalb  R  hält,  dort  wo  der  von  A  herkommende  GrenastmU 
avstritl^  rothgelbe  Farben  auftreten,  obgleich  das  ganze  6e8icbt»> 
feld  des  Prisma  von  einer  weissen  Fläche  ausgefällt  wird  «od 
somit  keinen  Kontrast  enthält. 

Das  Ist  Tbatsache  und  zugleich  ein  gewaltiger  Einwurf,  gtu 
geeignet  unsere  Zuversicht  von  Neuem  su  erschflttern. 

Zum  Glucke  ist  jedoch  die  Ursache  dieser  überraschendeo 
Erscheinung  unschwer  auszuniittein;  denn  ruhet  das  Auge  ober- 
halb R,  so  ist  der  Theil  mA  der  Basis  unwirksam,  —  dieser 
Tbeil  spiegelt  also;  nur  der  andere  Theil  An  der  Basis  ist  nirk 
sam  und  durch  diesen  geschieht  somit  noch  die  Betrachtung  der 
weissen  Fläche.    Der  reflektirende  Theil  mA  ist  offenbar  die  Cr- 


Digitized  by 


Kuäetkü!  Dt§  €nei%e  ifer  Uehikri€kun§,  273 

Mcli«  der  ttiiif{«ii  Eraeheinong,  desn  in  dleflem  Spiegel  tHdee 
•ich  die  Gegenstiode  ab»  weicbe  liinter  der  Prleneiilche 
legen«  naeiideni  die  von  Üieen  herkonmeoden  Strahlen  an  eben 
dieeer  Flidie  eine  Brechung  erlitten  haben  und  dieeee  Spiegel- 
bUd  kentraetirt  offenbar  mit  jenen  Tbeile  der  PapterllSehe»  wel* 
eher  dnrch  An  geeeben  «rird.  Aueb  eracbeinen  die  rotbgelben 
Farben  an  der  Scbeidegrente  A  dieeer  beiden  Tbeile  der  Baeie. 

Bedeckt  man  die  Fläche  pm  des  Prisma  mit  einem  Blatt 
i^eisfien  Papiere^i,  so  sieht  man  mittelst  Am  ebenfalU  eiüe  weisse 
FiSche,  eerndeso  nie  durch  An.  Her  Kontrast  verschwindet  als- 
dann und  mit  ihm  auch  die  Farben.  Bedecitt  man  aber  pvi  mit 
scbMHfzem  Papiere i  so  tritt  die  rotbgelbe  Färbung  nur  um  so 
stärker  hervor. 

iet  die  Flielie  MN  nehwari,  no  nimmt  den  Aoge  an  der 
Seheldegrense  A  blan-Tiolette  Farlien  wahr,  die  nm  eo  etirker 
berrortreten,  wenn  pm  mit  weieaem  Papiere  liekleidet  irfard«  hin- 
gegen gans  Terechwindeo»  wenn  pm  mit  aebwarzem  Papiere  be- 
deckt wird. 

Au8  diesem  Ornnde  darf  die  Sjialte  cd  (Fig.  Öl)  nicht  an 
einem  s?olrhen  Orte  anf^ehrarht  werden,  von  wo  aus  der  spiegelnde 
Theil  der  I  lache  mp  sichtbar  wird  und  die  Wirkung  der  Spiego* 
luDg  sich  bereits  bemerkbar  macht. 

Stellt  ferner  A  (Fig.  52)  einen  aebmalen  anf  achwanem  Gmnde 
liegenden  weleaen  Papieratreif  vor,  der  diebt  an  der  PrSemenliebe 
anliegt  und  aar  brechenden  Kante  parallel  iet»  eo  aieht  man  Ihn 
■ageflrb^  wenn  man  Ihn  von  eben  herab  dnrch  die  andere  Fliehe 
pm  hetmehtet  So  wie  aber  der  Streif  nnr  ein  wenig  von  der 
Baaln  nm  entfernt  wird,  kann  man  aehon  dentlieb  eine  Firbnng 
eelner  Binder  wahrnehmen  and  ee  nimmt  dleee  Flrbnng  mit  der 
€r8eae  ndner  Entfemnng  an. 

Da88  nun  aber  ein  Kontrast,  sobald  er  dicht  an  der  Prismeo- 
fläche  anliegt,  nicht  iarbenerregend  wirke,  wird  uns  nicht  auf- 
faUoo«  wenn  wir  una  an  das  im  {•  4.  Geaagte  erinnern. 

In  der  That»  iet  A  (Flg.  82)  ein  dicht  an  der  Prhimenlllebe 
am  anliegender,  leuchtender  Punbt»  ae  werden  die  von  ihm  aue- 
gebenden Strahlen  an  dieeer  Fliehe  gana  ebenao  gebrochen,  wie 
wenn  er  In  irgend  einer  meaabaren  Entfernung  vom  Prisma  eich 
befinde. 

Ea  wird  aber  unter  dieser  Voraassetzuni»  von  A  nur  ein  ein- 
aigee  EIntrittabUd  entatehen  und  awar  an  demselben  Orte,  .wo 
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sich  der  lenchtende  Punkt  seibst  hefioiiet.  Indem  nun  aber  die 
von  A  in  -  das  Prisma  eingedrungenen  —  also  gebrochenen  — 
innerhaib  de8  Winkels  RAL  liecenden  Strahlen,  an  der  Austritfi»> 
Oäche  pn  des  Prisma  eine  zweite  lirechung  erleid*»n,  enf^^t'-hell 
wohl  in  Folge  dieser  letzteren  Brechung  unz&hligc  tiilder  (Au»» 
trittsbilder) ;  da  aber  diese  alle  in  die  nemliche  Senkrechte,  weiche 
von  A  &ui  pn  gefällt  ^^ird,  /.u  liegen  kommen,  so  findet  keiae 
Verschiebung  Statt  ufid  »omit  ist  auch  kein  Grund  zur  Entsteboog 
von  Farbeo  vorhanden. 

Das  ist  aocb  die  ürsacb«*  warom  bei  den  obigen  Versocbc 
Aber  die  Desetiegbarlceit  des  weisses  Licbtes  (Flg.  Öl)  das  fti- 
pter  der  Belegnogeo,  natnentlicb  jener»  worin  sieb  die  Eintritt»* 
Spelte  ob  l>efindet»  nar  sehr  dflnn  sein  und  dicht  anliegen  man. 

Gewissermassen  verhält  sich  der  leuchtende  Punkt  A,  lall» 
er  dicht  anliegt,  so  wie  ein  Punkt  der  Prismenfläche  mn  selbst, 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  ersterer  nur  mittelst  der  inner- 
halb des  Winkels  RAL  liegenden,  gebrochenen  Strahlen  sichtbar 
wird,  während  ein  Punkt  der  Prismenfläche  auch  durch  Strahlen, 
die,  wie  AS,  ausserhalb  dieses  Winkels  liegen,  gesehen  werden 
kann,  —  also  auch  dann,  wenn  sich  das  Aogo  innerhalb  de« 
dnnlüen  Winkels  ORn  befindet. 

{.  25.  Das  aehromatleehe  Prisma. 

Die  fifüglicbkeit  ein  Prisma  ans  Crownglas  dorch  eines  aas 
Fliotgias  an  aehromatisiren,  wird  allgemein  ans  dem  Umstände 
hergeleitet,  dass  sich  diese  beiden  Stoffe  In  Besng  auf  die  Bre- 
ctiuog  des  Lichtes  nnr  nnbedentend  nnterscbeiden,  irShrend  die 
Fsrbeaserstfennng  des  letzteren  doppelt  so  gross  ist«  als  die  des 
ersteren.  Damit  ist  offenbar  die  Ansicht  ausgesprochen»  daw 
ent«veder  nur  diese  beiden  Stoffe  oder  doch  nur  solchOy  die  ds 
ibniiches  Verhalten  seigen,  wie  dieae  beiden»  des  ▲chromatismas 
fthig  seien« 

Allein  diese  Ansicht  stehet  offenbar  nicht  im  Einklänge  mit 
den  Folgerungen,  zu  denen  uns  das  Gesetz  des  Snellius  bereits 
geführt  bat   üiesa  dfirfte  aus  Folgendem  erhellen. 

Die  Figur  60  stellt  swei  Prismen  mnp  und  npk  vor*  Das 
erstere  sri  ans  Flintglas»  das  letatere  aus  Crownglas  und  beidt 
mügen  sich  tnlt  ihren  Seltenflichen  so  innig  berfihren,  dass  die 
StlfiMen  ans  dem  ersten  Prisma  direltt  in  das  swelte  eintreten. 
:Dn  dab  Crownghm  daa  LIdit  echwicher  briehl»  als  das  FHnlglsi^ 
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80  wird  an  der  Trennani;sfläche  pn  jedenfalls  eine  Brecbong  vom 
Einfaltslothe  Statt  finden;  es  ist  daher  der  Vort^ansf  an  dieser 
Fläche  im  Allgemeinen  ganx  derselbe  and  nur  dem  Grade  nacb 
von  demjenif^en  verschieden,  nie  er  Statt  fände,  wenn  die  Strahlen 
an  dieser  Trennunssfläche  pn  nicht  in  Cro^vn^Ias,  *iondern  in  die 
Loft  eintreten  würden.  Es  werde»  daher  die  beiden  Aeste  der 
Austrittsbilder-Kurve  in  dem  gegenwärtigen  Falte  nur  wenig  von 
einander  divergiren,  und  »teilt  nun  ae  ein  Stück  dieser  Kurve  vor, 
ao  wird  man  es,  da  es  nur  eine  geringe  Ausdehnung  hat«  al« 
geradlinig  betrachten  können. 

Bekannttich  stellt  ae  das  Ifneare  BUd  vor»  io  vretclies  der 
leocbtend«  Panki  O  darcb  die  en  der  Treenungf! fläche  pn  vor 
sich  (»ehende  Brechung  verwandelt  ivird.  Diese«  Bild  ae  ist  iiiio 
besflgiich  der  Anslriltsflftcbe  pk  des  Crowoglae-Priama  als  Objekt 
sa  betracbtea  und  bat  pk  eine  solche  Lage,  dass  die  Verllnge- 
rnng  von  also  ei±pk  stehet»  so  vrerdeo  alle  Perpendikel» 
welche  man  von  den  Punkten  der  Linie  ae  auf  pk  fiUlt,  mit  ein- 
ander ausammeDrallen.  Es  werden  daher  die  Bilder»  welche  von 
den  einaelneu  Punkten  der  Linie  ae  durch  die  Brechung  an  der 
Attstrittsfl&che  pk  entstehen»  alle  io  die  nemlicbe  Senkrechte  fallen. 
Da  also  In  diesem  Falle  keine  Verschiebung  Plata  greift,  so 
kunneii  auch  keine  Farben  sich  entwickeln.  . 

Der  hrecheiidc  X^  iiikel  des  Crown^las  -  Prisraa  wird  hierbei 
natürlich  stets  grösser  sein  inns«en,  als  jener  des  Füntglas  Prisma 
und  z\v[\r  um  den  ^Vinkel  eio,  den  die  verlängerte  ^ea  mit  der 
Nornisien  et  einschliesst. 

Da  also  aar  Herstellung  eines  achromatischen  Prisma  bloss 
erfordert  wird»  dass  das  Bild  ae±pk,  somSssen  folgerichtig  alle 
Gcbtbrecbeaden  Stoffe  der  Achroroatisirung  untersogen  werden 
kSooeD»  Jeder  mnss  föhig  sein»  mit  einem  anderen  ein  achroma» 
tinehes  System  an  geben»  mag  ihr  Unterschied  im  Brechungsver- 
miigen  gross  oder  klein  und  mag  das  Verhältniss  ihrer  Disper- 
siooeo  welches  immer  sein. 

üm  nun  diesen  theoretischen  Folgesatz  dorrh  den  A  ersuch 
zu  prüfen,  verschaffte  ich  mir  kleine  Troge  oder  Wannen  aus 
geschliffenem  Glase,  ^vic  sie  im  Handel  vorkommen.  Ich  wählte 
solche,  die  genau  ebene  Böden  hatten,  ^^ur  da»  Eine  war  aus- 
zastcllcii,  dass  die  Böden  etwas  xn  dick  waren.  Didier  Umstand 
schien  sie  jedoch  nicht  unbrauchbar  zu  machen« 

In  der  Figur  63  stellt  abed  eine  solche  Wanne  vor»  Giesat 
mam  Im  dieselbe  etwaa  von  einer  Flüssigkeit  und  neSgt  sie  hier* 

\9* 
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•nf  gegen  iIcd  Horisoot,  «o  erbllt  man  ein  IlflMigw  PiifflM  »16, 
dessen  breebeoder  WlaM  p  mcb  Beliebnn  gelodert  werdee  bm. 
Unterbilb  der  Wanoe  blelt  ieb  mit  der  Hand  ein  gewShttllcbM 
Glaeprianin  efg  so»  dnnn  es  mit  seiner  Seltenfl&cbe  eg  den  Bedm 
der  Wanoe  alienlbaiben  berührte»  und  dass  der  brechende  Wiild 
dieses  Prisma  mid  Jener  den  ifiasigen  eotgegengesetste  Lagen  btttea. 

Hielt  ich  nun  das  Auge  in  O  und  sebaute  von  oben  benb 
durch  beide  Prismen  bindorcb  nacb  einem  anf  scbwarzem  Grande 
befindlichen,  weissen  Papierstreif  k,  so  erschien  mir  dieser  voll- 
Icommen  ungeförbt,  sobald  ich  dem  brechenden  Winicel  p  des 
flflsaigeo  Prisma  durch  Neigen  der  Waone  eine  bestimmte  Gr&we 
gegeben  hatte.  Bei  einer  anderen  Neigung  der  Wanne,  ^rodarcb 
der  Werth  von  p  unter  die  letzt  gedachte  Grosse  herabsinkt  oder 
darüber  sieb  erhebt,  zeigt  der  vr eisse  Streifen  an  seinen  RSndero 
die  beiuonten  priamatischen  Farben  und  zwar  in  umgekehrter 
Ordnung»  wenn  man  von  dem  einen  Falie  an  dem  anderen  über- 
gebet 

Ich  habe  auf  diese  Weise  mehrere  Flüssigkeiten  mit  dem 
Glasprisuta  kombintrt»  nemlich:  Wasser,  Weingeist,  CassiaOl, 
Benzol,  Scbwefeikoblenstoff  und  Steinol  und  es  wirkte  jede  der- 
selben bei  einer  gewissen  Neigung  der  Wanne  achromatittireod 
auf  da«  Glasprisroa.  Die  Grösse  dieser  Neigung  richtet  sieh 
natürlich  nach  jener  des  brechenden  Winkels  des  Glasprisma. 
Der  Versuch  spricht  demnach  ganz  zu  Gunsten  der  Theorie  uud 
so  dürfte  der  obige  daraus  gefolgerte  Satz  als  richtig  befunden 
werden. 

Bevor  ich  schliesse»  muss  ich  noch  eines  Versocben  erwSlr- 
nen»  der  mit  dem  vorhergehenden  innig  sosammensabftngen  ncbeiiA 

In  Figur  5i.  stellt  ahv  den  Durchschnitt  eines  Glasprima,  bd 
welchem  jeder  der  drei  Winkel  als  brechender  benutzt  werde« 
kann,  also  keine  der  Seitenflächen  uiatt  geschliffen  ist.  Aach 
wollen  wir  voraussetzen,  dass  die  Winkel  b  und  c  einander  gleich 
seien.  Ist  nun  o  ein  leuchtender  Purikt,  so  niüge  rs  ein  Stüd: 
der  durch  die  Brecfiung  an  der  Eintrittsfläche  06  sich  ergebcndei 
Bilderlinie  vorstellen.  Da  die  andere  Fläche  t)c  des  Prisma  be- 
luiDntücb  auch  wie  ein  Spiegel  wirkt,  so  ist  rs  bezüglich  diesei 
Spiegels  als  Objekt  zu  betrachten  und  es  wird  somit  das  Spiegel 
bild  r't^  entstehen.  Dieses  Bild  muss  gegen  den  Spiegel  dieselbe 
Neigung  haben,  wie  der  Gegenstand ;  es  müssen  daher  die  Wickel 
r  und  Ii  einander  gleich  sein,  und  da  u  als  Scheitelwinkel  —  s 
ist,  so  ist  auch  0  =  2.  Die  Dreiecke  bfd  und  edc  sind  also  äbo- 
lieh,  weil  Ja  nach  der  Voraussetzung  auch  Winkel  6  =  c  ist 
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V.ü  mufis  also  auch  der  Winkel  dec  ==  bfd,  also  dec  —  dO^  sein, 
weii  bfd^W  Ut.   Die  VerlftngeruDg  von  r*i'  stehet  soinU  i^oc. 

Die  ▼OD  der  Fliehe  be  reflektirten  Strehleo  geleegen  biereef 
M  der.  Fleche  ec  ned  werden  ee  dieser»  indM  ele  aus  dem  Friene 
«nttreten,  vem  Eiofalleletbe  gebrochen. 

BeGodet  sich  nun  das  Auge  in  der  Richtung  dieser  anstre* 
teoden  Strahlen,  sdiauet  es  also  durch  die  FIfiche  ac  nach  dem 
Spiegelbilde  r'j'»  so.  wird  ihm  dieses  voilkomaien  farbloe  er* 
scheinen. 

Ist  aber  der  Winkel  c  nicht  s  6,  sondern  c>6  oder  c<6» 
so  wird  auch  die  VerlSngerung  des  Spiegelblldee  rV  nicht  mehr 
J.ac  stehen,  nnd  de  erscheint  r'i'  bereits  mit  den  prismatlscben 
Farben  behaftet.  Die  Anordnung  dieser  Farben  scUigt  In  die 
entgegengesetzte  um,  wenn  man  von  dem  Falle  c>6  an  dem 
Falle  c  <  6  Gbergehet. 

Doter  den  gemachten  Vorausselaangen  haben  die  in  das  Auge 
eintretenden  Strahlen  awei  Brechungen,  nemlkh  an  den  Flächen 
9h  lad  flc  ond  dann  noch  eine  Reflexion  an  der  Fläche  bc  er* 
ntlen.  Da  nun  aber  die  Fläche  ae  ebenfalls  als  Spiegel  su  fnn* 
giren  vermag,  so  wird  man  bezüglich  dieses  Spiegela  wiederum 
dsa  Bild  rV  als  Objekt  aufanfassen  haben.  Die  von  be  reflek* 
lirlen  Strahlen  werden  daher  an  der  Fläebe  ae  eine  zweite  Rt* 
lleiion  erleiden  und  indem  sie  hierauf  gegen  die  Fläche  «6  fe- 
worfeo  und  daselbst  gebrochen  werdenf  werden  sie  Ten  dem  etwa 
in  O  befindlichen  Auge  anfgenemmen  werden  künneii* 

Das  Auge  betrachtet  in  diesem  Falle  durch  die  nemliche 
Fläche,  durch  welche  auch  die  vom  leuchtenden  Punkte  herkom« 
menden  ^Strahleü  in  das  Prisma  eindringen,  —  nemlicb  durch  die 
Fläche  abf  das  in  dem  Spiegel  ac  entstehende  Bild.  Uni  in  dieser 
Beziehung  volle  Gewissheit  zu  haben,  bedeckt  man  die  beiden 
anderen  Flächen  ac  und  bc  mit  Papier.  Da  das  in  dem  Spiegel 
ac  entstehende  Bild  nicht  mehr  X^^^  stehet,  so  wird  es  farbig 
erscheinen. 

Ich  bebe  diesen  leftteren  Versnch  mit  einem  gleichseitigen 
Prisma  angeatellt,  dann  aber  anch  mit  einem  solchen,  bei  dem 
blooa  die  swel  Winkel  b  und  c  gleich  nnd  etwns  >  W  waren. 
Als  Objekt  diente  eine  Kersenflamroe. 
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'  Sur  rint^gration  de«  ^quations  aux  d^rivees  parüeliea 

du  Premier  ordre. 

G,  imschenetsky, 
pMÜMMOff  4  rCJniTeniti  Inp^ial«  de  Kataii. 


t^aduit  du  ruu§  par  J*  Soüet^  proßuH»  h  la  Fheultt  de»  Bekum 
ifa  Bmdeau»,  mernim  homnUn  d»  flhdmrmU  de  KauKu 


1  n  t  r  o  d  a  e  1 1 0  a. 

Ii.!  theorie  de  l'intesration  des  eqiiations  aux  derivöfts  par- 
tielles du  prf'mipr  ordre  dv  la  forme  la  plus  geuemlf  ,  creec  par 
les  travatix  des  piti.«  [irand'i  f^f-onjotres  des  frnips  modernes, 
forme  actuellonient  ia  partie  la  nneux  opprofondle  et  la  plus  nchevee 
du  Calcu!  iritf''f;ral  Dans  riiistoirf»  dri  dev eloppernent  de  cette 
tbeorie,  on  renrDutrr  ( fail  remarqtiahlc,  qtie  les  successpurs  im- 
mediats  de  l^ngranpe,  son  veritnldf»  Toiiflntpiir  (1772),  ronside- 
rerent  comnie  imposi$ihle  de  suivre  la  voie  qu'ii  avait  tracee;  tandis 
qu'ao  contraire  les  derniers  progres  de  cctte  tlieorie  Tont  raroe- 
r^e  de  nouvean  anx  principe.«:  de  La£»range.  Pfaff,  le  ptf* 
mier,  se  pla(;ant  a  un  nouvea«  point  de  viie,  est  parvcrm  (1814) 
k  la  Solution  completo  dt?  profdeme.  Mai«  8a  niethode,  theori- 
queiueot  eincte,  s4'e*jt  trou\  ee  peu  conimode  dans  la  pratique,  par 
8utt<'  des  (liriicitUes  que  pr^iscnte  Tinf ecration  successive  de  pln- 
•ieurs  ciystemes  d  ei^uations  differentielle<i.    Cauchy  (1819)  et 
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Jacobi  (1837),  par  dee  proc^d^s  diffi$rent8,  et  sans  i|iie  le  s«- 
oond  eüt  ancane  connaisfsance  des  traFaux  du  premier^  montr^rent 
qoe  le  but  auqoel  coodiiUait  la  niöfhode  de  Pf  äff  pouvait  dti« 
atteinl  plus  simplement,  par  la  aeiile  Integration  compUte  do  pre- 
nier  des  syaiemes  d^äquations  dUT^reotielles  qui  se  reneontrent 
dans  cette  möthode.  La  question  parai8sait  d^s  lors  coropl^te« 
ment  ^paia^*  N^nnioins  rinfatigable  et  focood  u^nia  da  Jacobi 
nabaodonna  pas  ses  investijsations  aur  ee  probl^me,  auquel  U 
avait  dejä  fait  faire  de  ai  grand«  pas,  et  auquef  8*attachait  on 
noavel  iot^r^t,  depuis  qua  len  rechercbes  d*Hamilton  avaient 
niis  en  ^videace  la  liaison  qui  exi»te  entre  cette  thäoria  et  Tin* 
ttfgration  des  ^quations  differantieUea  de  la  Dynamlqae.  Pen- 
dant que  Jacobi  ae  livrait  ä  aea  nonvellea  ^todaa  aur  cette  double 
qaeatlon,  la  tb^otie  continuait  ses  progr^s,  grAce  aux  remar^ua- 
btes  publicationa  d'aotrea  aaalyataaf  Liouville,  Bertrand, 
Donk  in,  Bour,  etc.,  qui  se  aont  eccup^s  du  mdme  objet,  et 
dont  les  däcouTertea  devaiant  laisser  nioins  k  faire  au  göom^tre 
ullemand ,  quolque  sou?ent  anaal  eilea  duaaent  colacider  avec  laa 
r^nltata  quil  obtenait  de  aoo  cdt4«  Nous  ne  pouvons  ämettre 
Ici  qne  da  aimplea  conjectures,  puii<que  ie  travail  de  Jacobi  n*a 
piru  qu*aprAaaa  »ort,  rildig^  par  Clebsch  d*aprös  les  tnat^riauz 
troav<$s  dana  aea  papiera.  Cea  d<$tails  expliquent  les  räclamationa 
de  priorittf  auzquallea  ccttc  publication  a  donnö  lieu  de  la  patt 
de  plusieurs  auteurs,  reiativement  soit  aux  tb«(ordniea  foDdamen- 
taux  de  Ja  „nouvelle  m^thode"  de  Jacobi^  soit  h.  son  principe 
g^neral.  Mais  san»  aucun  doute  le  oom  dn  grand  göom^tre  restera 
attacb«^  k  cette  tbdorie,  fond^  enr  aea  coaeeptiona  et  constitu^e 
par  lai'mAuie  aous  une  forme  ayst^roatique  coroplite,  lora  m^me 
qae  des  parties  isoi^ea  et  aecondairea  de  cet  eaaenble  appar» 
tieadraieat  k  d'autrea  iDveeteura« 

En  Ute  boniant,  pour  le  nioment,  a  cette  courte  esquisse  du 
d^Feloppenient  successif  de  ce  probleme,  je  me  röserve  de  revenir 
j)lu>i  longueinent  sur  les  detail«  historiques  dans  les  Notes  qui 
uconipagnent  le  texte»  et  je  vais  donner  maintenant  un  apergu 
.^^eral  du  contenu  de  ce  fiJänioire. 

Dans  le  Chapitre  1^*^,  j'exaniine  les  differontes  formes  d'inti>- 
iiralejfi  des  ^qnations  aux  d^riväes  |tartie!les  du  premier  ordre;  et, 
de  l'inti^gTale  complöte,  je  d^dnis  rint^grale  singuliere  et  Tirit«- 
generale,  par  la  metliode  de  la  Variation  des  constantes 
arbitrairos,  en  me  fondant  sur  les  propriöt^s  des  determinants 
fonctjonnela. 

Dane  le  Chapitre  II,  Je  canaidte  la  farma  partiauli^re  dlat^ 
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gnüe  g^ntfnl«  qal  conduit  k  dos  dqmitloat  lio^airea  par  rippert 
MI  d^riväes  partielles ,  et  je  doene  en  ebrdgd  de  le  tbdeil»  dt 
cee  derni^ree»  d'epr^n  LagreDgeetJacobL 

Dans  le  Chapitre  III,  j'expoae  Tetat  g^n^ral  de  la  qaestioa, 

conforru^ment  aux  vues  indiqu^es  dan»  le  dernier  travail  de  Ja* 
cobi,  et  introduis  les  conditions  dintegrabiiitä  de  Liouvill« 
et  de  Üoiikin.  Apres  avoir  montril  que,  dans  le  cas  particulier 
de  deux  variables  ind^pendantes ,  la  nietbode  de  Jacobi  revieut 
identiqoement  a  celle  de  Lagrange  et  de  Cba r pi t,  je  reprends 
la  questinn  generale,  et  j'effeetue  one  premiÄre  («iraptification  des 
equatioDS,  par  relintiiiation  ile  la  fonction  incotinue,  ei:  tant  qii  eile 
y  entrait  explicitement;  je  Signale,  en  outre,  le  detaut  du  procedc 
eiuploye  par  Jacobi. 

On  voit,  par  le  conCenu  des  cbapitres  precedents,  que  Tobjet 
principal  de  von  dtiide  est  la  „oottvelle  Didtbede**  de  Jacobi. 
Apris  Tavoir  ezpoede«  j'ai  fiait  remarquer,  d*accord  avec  roptnion 
exprimde  par  Bour  dana  ua  Mdmolre  iniprimä,  et  par  Bertraa4 
dans  sea  le^ons  publiques,  que  Jacobi  n*a  pas  donnö  k  la  eon- 
•troction  analytique  de  sa  tbdoria  toule  la  sinipücite  poaaible*  En 
auivant  tea  iadicatlona  de  ces  deux  geom^lrea,  conformes  aux  re- 
sultat«  de  mes  propres  recherches,  j'ai  essay^,  dans  le  Cbapitre 
IVy  d'dtablir  le  theoröme  fundamental  de  la  mdtboda  de  Jaeebi 
aar  lea  principea  lea  plua  ifiaiplea. 

Dans  le  Chapitre  V,  j  eipose  avec  detail  la  marcbe  des  int4- 
grations  quexi^c  la  methode  de  Jacobi.  D'abord,  poar  pr^ 
senter  le  proc^de  fondaniental  sous  la  forme  la  plus  ainiple,  je 
n'ai  pas  reduit,  dans  les  equations,  lea  variablea  i  lear  aenbit 
minimum;  en  outre,  jVi  indiqu^  les  diflicullda  qui  ponraleat  se 
rencontrer,  et  j'ai  exaniind  de«  caa  ou  le  procddd  a*appliqae  tfif 
ainiplement.  Enfin,  par  1  eliroination  dea  variable«  aoperflnes,  jai 
dtabli  la  Ibdorie  de  la  mdtfaode  dana  taut  aon  ddvcluppenient,  «C 
j*ai  denod  dea  ezemplea  poar  bleu  faire  eonpreedre  la  Marcbe 
da  caleul. 

Le  Chapitre  VI  est  consacr^  ä  rintdgratlon  dea  dqaation» 
aimaltaodea  aux  deriv^es  partiellea  du  premler  ordre.  Apr#» 
avoir  montrd  qae  la  Solution  de  cette  question  plus  g^n^rale  peot 
se  faire  par  les  procddds  qui  ont  servi  A  r^soodre  le  probieme 
trait^  dans  le«  Chapitre««  prec^dents.  j'appliqae  cette  theorie  a  drü 
probUnies  däterniinds  et  ind^termin^s  aux  d^riväes  partielles  da 
premier  ordre,  conduisant  a  Tinlegration  d'^quatinrm  smuiit.in^e^', 
fineaires  ou  nnn  lineairei«.  Pour  terminer,  je  consid^re  k  un  nou- 
veaa  point  de  voe  la  qaeatloii  göndrale,  intdreaaaote  d'ailleors  par 
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elle-m^rae,  de«  condition«  d'int^grabiliM  inniMiste  d*aii«  «dpm- 
•ioo  ans  diff^rentieUes  ordioairas  d'ordfe  quelcooque. 

Dam  le  Chapilre  VII,  j'ezpose  la  thdorie  de  Tint^gration  des 
^oationa  aimaltanees  aux  diff^rentielles  ordinairea  de  la  forme 
cwaoiqoe;  j'explique  la  Ualaon  qai  exiate  entre  le  tbäor^me  de 
Poiffsan  relatlf  ans  int^gialM  cm  dqoatloM  et  le  tb^oröroe 
faeduMOtal  de  \ä  ndtbede  de  Jaeebi,  et  je  ddmoDtre  le  pro» 
cddd  de  Bertram d  {»oer  nDtdgratieii  dee  dqeetiene  de  le  Dyea^ 
■iqee  ee  meyee  de  tbdorAne  dePeieeen.  J'applique  &  oe  mtae 
•lemple  lee  d^oz  tbderiee. 

Enfin,  dans  le  Chapitre  VIII»  paar  coropleter  raperf«  dee  md- 
Uiodea  d*int^gration  dea  f^qaationa  aux  dörivdea  partietlea  da  pfe> 
■1er  ordre,  j'ai  pense  qti*il  ne  serait  paa  iootile  d'ajeater  nn  ei- 
paed  gdadral  de  la  mdtbode  de  Caochy. 

•J'ii  profitdy  dans  ce  travait,  dea  aeconra  qae  m'ent  eierte 
lea  ^blicationa  acaddmiquea,  lea  joimiaez  nalbdaiatiqeea  et  lee 
aef  ragetf  apddavz«  et  j*ai  indiqnd  lea  aoereee  anx  eedroita  cor^ 
lüpoDdanta  de  texte.  Je  me  aeia  efbrcd»  daoe  ma  rddaeHen, 
d^aelr  4  la  davtd  et  4  la  tigeeor  la  ploa  grande  g^odralltd  peeallile« 
Male  je  ae  paia  m'enipdcber  de  craiedre  qae  l'eell  pdndtrent  de  la 
«ritiqee  ae  troeve  que  j'ai  manqod  plua  d'aee  feie  k  eette  triple 
eaedltieiH  et  n'aperceWe  encere  d'antrea  ddfaets  dana  men  travalL 
Daaa  ce  caa«  man  excoae  aera  qn'en  gdadral«  daaa  ea  premler 
eaaai»  en  »'atteiat  qu'iraparfaitement  la  bat. 


Clukpitre  I«^ 

{.  1. 

1.  Oae  dqaatieB  diffdreatielle  aax  ddrivdee  partieilea  da  pre- 
uler  erdie  eet  eae  relatlon  deeode  entre  en  certain  nembre  de 
variaUea  InddpeodanCee«  aae  foncCioo  inconaue  de  cee  ▼ariablee, 
tt  lea  ddri^dee  partieilea  dn  premier  ordre  de  eette  roaction. 

Ddaigaona  par 

* 

^%  ff  •  •  *  •  9 

Ite  n  Tariablea  ioddpendaatea;  par  t  la  fenctloa  iaeenane  de  cce 
ftriaUea,  et  par 


P%*    lHf""t  Pm 
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\m  d^riväes  partielles  4o  premler  ordte  4e  cette  foneUon,  de 
•orte  qs'oii  ait 

0*«prto  eee  ootations,  le  type  gMial  des  dqnatSon«  deat  II  «'agil 
•e  prdaenteia  eona  la  ferne 

la  caractdrlatiqoe  F  ddalgnaot  nee  feoctIoD  doonde. 

Le  Probleme  de  Tintegrafion  de  Toquation  (I)  con&iste  ä  de 
termioer  Texpressinn  la  plus  z^n6ra\e  de  ia  fonction  teile  qu  en 
la  fiub^tituant  avec  ses  d^riv^es  partielles  dan$i  r^qaatinn  (I), 
Celle- ci  8p  ohnnire  en  identit^.  Mais,  avant  d'ezpoöer  les  diffd- 
rentes  metliodes  d'integration,  ii  n'est  pas  inutile  d'examiner  les 
diff^rentea  formes  de  relations  primitiveji  entre  dr|,...,  :tm,  t,  qnit 
par  des  diff^rentiations  et  des  ^liminatlons  algebriques,  peuveot 
douoer  oaiaaance  k  uoe  raeme  dquation  de  ia  forme  (|). 

2.  La  ferrae  la  plus  almple  d'aae  teile  relatlen  eet  nee  ex* 
presalon  de  t  en  feactien  eiplicite  dea  varlablea  Inddpendaalea, 

daaa  laqnelle  entrenC«  ea  futre,  n  ceaatantea  arbltralrea  et, 

n%  Qmß  Ed  difdrentiant  la  valear  de  %  par  rapport  i  ebaeaiia 

dea  Yartablea  laddpeadaatea,  on  obtlendra  il  dqaatloaa  de  la  ferara 

et  entre  eea  dqnationa»  jointea  k  rdqnalloa  (2),  od  ponrra  dtlmloer 
lea  n  quaDtllda  aj,....»  «i^  Sl  rdqnatloD  anz  ddrivdea  partielles 
ainal  eUtenue  est  rdqnation  donnde  (I).  alors  rdqaatloa  (2)  reprd* 
aentera  riatdgrale  de  (!}•  Une  teile  intdgrale,  reafermaat  daai» 
aen  ezpresaioa  antant  de  coiiatantea  arbitrurea  que  rdqtiatioa 
donnde  eootieat  de  variables  Inddpendantea»  a  dtd  neminde  pst 
Lagraage  uae  Intdgrale  ronipl&te. 


2. 

X  II  est  aiad  de  voir  cependant  qae  rintdgiale  eenplHe  (2) 
ne  reprdaeate  pas  encore  rexpreaaion  la  plas  gdodrale  de  la  feae* 
tUm  f  qni  puisse  aattafaife  k  rdqaatlon  (I).  En  effet,  eette  dqaa- 
tten  (1)  ae  dddnlt  de  (2)  an  neyen  dea  dqnatlona  (3),  et  et  eei 


mix  dirMt$  pwtä^lia  lAi  prmtir  ordre,        €k»  /, 

deniMfM  ne  cbangent  pas  de  forme >  l'^uattoo  (!2)  cootlniiera  1^ 
«rtpr^senter  I'int^grale  de  (1),  de  quelque  maoldre  qoe  Ton  ait 
fjtmimSM  la  aignification  des  «ymbnieK  a, , . . ü»,  Suppeaen« 

doDC  que  «1  t  üm  d^aignent  dea  fooctioae  dea  variable»  Xg,...., 

et  veyena  qaellea  •eeaditions  ces  fonctiona  deiveat  reaipür 

paar  qae  lea  expresaions  dea  deriv^ea  partieliea  pg»  pm  eea» 

aarfent  lenr  foroie  primitir^  (3). 

4.  En  diff^rcntiant  rdqoatioD  (2)  par  rapport  k  cbacnne  dea 
rariablea,  conformönient  ans  aoavellea  aoppealtieoa »  en  ebtieadra 
a  dqaatioaa  da  la  ferme 

laaqvellea  aa  tddnlaent  ä  raocieana  forme  0),  al  lea  feacfioBa 
«{gf     Ob  rempliaaeat  la.  eoadUlen 

paar  toiitaa  lea  Taleara  de  i  depnla  1  jusqu'ä  n.  Cca  n  conditioaa 
ae  prdaeateat  aoaa  la  ferme  d*un  ayatdme  d'dqaatteaa  liadairee 

par  rapport  ans  ddrivdea  partielles       *  •  •  *  •  »         ^  dlimi* 

aaiit  tontea  ealiea-el  i  rexoeptioa  d'aae  aanlet  neaa  IroaTereaa  dea 
dqaatiena  de  la  Ibrme 


(6)  55-«  =  * 

poar  toutea  ies  valeurs  1,  2,  n  de  l'indice  t. 

Lea  eoaditioiia  (ft)  penvent  ^re  aatiafaltea  de  deas  maal^rea ; 
l^m   £0  poaaot 

ponr  »s  1,  2,....,  II.  Oo  obtient  ainai  11  dquatiooa,  auffiaantea 
poar  la  ddtermiaation  de«  fonetiona  lea  valeara  treu- 

Tdea  tftant  aabatltadea  dana  rdqeafion  (2),  la  foaefioa  %  ae  ren* 
ferraera  plua  dana  aon  ezpreaaion  rien  d'arbitraire.  L'iotdgrale 
formde  par  la  combinaison  dea  dquationa  (2)  et  (6)  e^t  ce  qoe 
Lagrange  appelle  rintegrale  ainguliere. 

2®.  On  peut  aatlafalre  aox  eeadlHena  (5)  d'aae  maai^re  gdnd- 
rale«  en  poaaat 
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12  =  0. 

Gr  la  quantiM  B  est  le  dMrmliiaiit  du  «yattaie  de«  ^oatitM 
(4),  compoaö  des  n*  dldments  reprdsentds  dans  le  tableaa  ssifMl* 


dam 

1 

1  Bat 

5  ♦ 

Bau 

(A)  }b^' 

 S«i' 

f  ^''i 

BOn 

Le  ddtsriDimuit  ainsi  formd,  sn  moyen  des  ddriveee  psrtiellef 
de  n  foDclionSy  ceetenant  cbseune  n  ▼arielilee  ioddpendantes,  a 
tego  de  Jaeobi  le  eom  de  ddter ninant  fenetieDsel,  d 
Jacebl  a  ddmentrd  qae,  si  le  ddtennlnant  feBetieneel  est  Idesli- 
quement  itvl,  les  feections  qol  entrent  dans  «a  fermaüeii  ne  miI 
pae  inddpeodantes  eetre  elles»  et  qn'aee  ee  pinsleers  de  ces  foae^ 
tioas  delVent  ponveir  s'exprimer  les  voes  ae  mtijtn  dee  avtite. 

3« 

6.  D*aprte  le  plae  que  j*ai  adoptd  daos  oe  travail,  J*«sni 
plus  d'nne  fois  k  m'appeyer  sur  ce  tbderAnie.  C'est  poorqeol  jß 
peese  qu*il  ne  sera  pas  ioutile  d'en  lappeler  id  la  ddmeftetratiat, 
qei  est  d*ailleurs  trto*siBiple  *). 

CoDsici^rons  le  Systeme  d'^quations 

qui  sert  a  exprimer  a|.  a^f'-i  On       fonctions  de  Xit  x«, — , 

De  l'une  de  ces  equations,  contenant  Xi,  tiron«  la  valeur  de  ceMe  | 

variable  en  fonction  de  o^,  x^,  — ,  .r«,    En  itubstitiiant  cette  *x-  , 
pression  dans  I  une  fies  e({iiatioris  restantes,  rontenant  o-,  et  j-j. 
dans  la  seeoode,  par  exemple,  nous  aurons  a-i  exprinie  eii  fnnction 

de  Ol,       Xg,....,  On»  et  nous  tirerons  de  la  jr§  eo  fooctioo  de  i 


*)  Nooi  aironft  Ugdremeat  chaag^  la  dömoaatratioB  qae  daaat  b 
taata  origiaali  at  qn«  I*iih  raaeaatra  cbea  an  giaad  naiabra  d^avlMn«.  H 
aaua  a  aambM  qae  le  raUapaemaal  paavail  6lia  prdteaU  fl'aae  eMHiMa»  | 
plot  claire,  at  la  Dr.  R«  Ba Ilaer«  k  qai  aaaa  aveaa  caoieiaaiqai  eeltt  | 
iBodificatiun,  Tavait  aussi  trouy^e  de  «on  cöte,  el  ae  prapaaatt  d^ja  4«  j 
rintrodnire  daoi  la  3«  Mitioa  de  «oa  Trall^  daa  IMtarmiaaala.  (NaM 
da  Tradncleur.) 


Üiy 


«I*  «•»  Ed  «nMituaiit  Im  ei|ireMioiis  troov^,  poar 

mi,  ii«R0  QRO  des  ^MlioM  restantes,  qui  aT«c  cM  dem  vft- 
riaUMi  cantlenBfl  an  aaftre  x^,  dans  la  troiai^ma«  par  azample, 
Booaaofaaa  a^  exprirod  aa  fonctioode  «i,  «s»  ^af*««>  ^  nooa 
tharona  de  axprimd  an  «t»  ''s*  ^4>  *»>*  En  eaatl- 
aaaal  da  la  aarta,  las  expraaalooa  prinitivea  de  n,,  o^»....,  a« 
aarant  traaaformdaa'  an  d'autraa  tallea«  qn'aa  g^oöral  «i  aa  tNw- 

Ra. 

pfdaaataaa  par 

•i  —  "^i  (•'^i»»»«'»  *«0» 
s  ipig  (a|f  «p«)» 

=  ^'a  (öl,  Os»  *»»••••> 


laa  axpraaalona  aiasi  obteoaea.  On  ratraavara  les  valaara  priaii- 
tivaa  da«!,  ar»t  ai  Tae  reroplaca  aae» 

eaaaivenaat  daoa  la  aecond  menibre,  de  ebaqae  ^quation,  oi, 
par  laa  vateors  ixties  des  ^quations  pröcddaataa.  On 
aara  dane*  ea  dUE^nliaoft  dana  catta  hypatbtoa, 

4'aA  l'an  tira 

/■IX    ^  ^  0^1   3fli~i  5g/ 

nana  caadnraiia  de  catta  farainia  iiao'  le  ddtaminaat  du 
tyst^ma 


f  ^i. 

öVa 

S^'  

<B)  < 

i 

a«^  ' 

0  j  •  •  •  •  f 

P^Qt  se  mettre  aous  la  forme  du  pradnit  da  ddtanniaant  da  ay- 
«Ume  (A)  par  aalai  da  ayattoe 
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1,         0»         0,   ' 

I  0  0 


1. 


En  eflfot«  la  fornmle  (M)  fait  voir  que  U  sorome  des  prodoits 
des  dement«  appartenant  ä  la  A^"*«  ligoe  horizontale  do  sysikmt 
(C)  et  k  la  it''^^  li^ne  horizontale  du  systdme  (A)  forme  Vi\& 
tneiit  du  ay«tenie  (B)  eitu^  4  l'intersection  de  la  ligne  bori- 
aontale  avec  la  ligne  verticale.    Mais,  dans  chacuo  des 

systömes  (ß)  et  (C)  lee  dldmeoto  situ^s  de  Tun  des  cdtda  de  Ii 
diagonale  principale  soat  nuls;  donc  les  d^terminants  de  cm 
ayst&Ries  sont  ^gauz  ans  produito  des  öidmeote  de  leara  diago- 
nales priocipales  reitpeetlves.  Par  eonsdqoent 

P'i'l    ^^l't    ^3  ^^'fi  „ 

*  '  vJCi    cj:^  üj:^  er« 

6*  Si  ie  d^terniiDaDt  B  est  ideotiquement  dgal  ä  s^o  il  iaot 
alors  qu'un  des  facteurs  du  prodait«  daos  Ie  premler  membra  de 
(7),  soit  dgal  ä  z^ro.  Mais  les  n  —  1  premier«  factcurs  de  ee 
produll  aoDt,  en  g<^neral,  diffdreels  de  adro,  puisque,  d*apris  oe 
qn'on  a  eappesd«  la  ronetlon  ^  centieDt  •  la  fonctiee  i^  eoa* 
tient  4ray«.»  la  fonctien  iM,,  cootient  «b-i*  Par  oonsdqiHat 

Ie  deroier  facteur  ^^"^  doit  4tre  identiqueineot  oul;  cest-ä-dire 

qoe,  par  aeite  destsubstitutions  saccessives  que  Ton  a  op^r^ 
la  fooction  «m  ne  doit  plus  centenir  explieitementf  et  peut  s'es* 
priiner  au  moyen  des  seolea  qnaatitde  Oip  a^,,.,.,  On-u  CepeO' 
dant  II  peot  se  faire  aussl  que»  par  suite  des  eubatitotions  w 
question,  aucune  des  fonctiena  ^  ^n-i».-.-»  tjfn-k  ne  centienne 
ezpliciteroent  «n,  «»-af«*»  «b-*;  U  est  dvldeat  aloni  qne  i'os 
iura  ideDtiqnememt 

et  clinciiTtc  des  fonctions  an,  a»-t»  *  <f»-ft  a*ezpriaiera  aa  ffloyss 

des  seuies  quantites  ag,  a^.,... 


7.  La  prapositloa  redproqae  est  dvldeat«.  SI  lee  feBCtIew 
Ol,    am  ne  aont  pas  ioddpendantea  lea  onea  den  aofrei^ 
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aais  qtt*AQ  eontralre  Tona  d'entT»  elleii  om,  ou  plusieora  d*«nlre 
ellM  II».!,. ...»  «fl^  pttiMent  «'exprimcr  au  nioyen  des  sMlee 
foDeÜoiw  restantes  Ot»*-*»  ^jt-i^»  alora  ia  prämiere  dea  dga« 
ßt^  (q)  Ott  toutea  loa  dgalit^a  (q)  aaront  Ken,  d*oj)i  il  rdaoltera 
qua  Ia  ddlanninant  B  aera  ideatlqaeneot  aal. 


j.  4. 

8.  Ainsi  on  peut  satisfaire  ä  Ia  condition  H  ■ss  Q  de  Ia  ma- 
ni^re  Ia  plus  L^enerale,  eii  preiiant  uiie  des  fonctioiis  . . .  . , 

an  egaie  a  unc  ibnction  eutiereoient  arbitrairc  de  toutes  lea  atttre«, 
eu  poaaot,  par  exeiuple, 

(8)  Hb  =  7r(a|,  aj(, .. . . ,  flu-i) ; 

aa  d'oaa  maaitee  moiaa  gdatfrale»  ob  ^galant  quelquea-vaea  de 
<ea  foBetioaa  &  dea  fonctioas  arbltrairea  dea  aotres,  par  ezemple» 
m  laiaaaC 

/  

\         —  A»->ft(ai«   0(9*... »  Ob-Jb-i)* 


m 


En  iotrodaiaant  cette  deraidre  bypothdse  dans  lea  condition» 
(4),  et  reinarquaaty  de  ploa,  qae,  paar  toate  valear  de  l*iadice 

da 

rddnirooa  eea  eanditioaa  4  la  forme  aalvaate» 

\ßZ  9n^k  Bat      '^"  '^BTt^  Bogjlxt 


=0 


Mnitiplions  ceüe  ^qnation  par  djct,  et  faisons  «'OBaite  la 
tomme  <le  toutes  (es  öquations  analogues,  obteiiuc»  en  donnaot 
&  i  toutea  les  valeurs  enti^re«  depuis  l  joaqu'a  aj  il  vieadra 
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Les  fonctions  Oy,  a«,....,  Oa— ftwi  ^(ant,  par  hypotb^se,  com- 
pietenient  indtfpendantes  entre  eile«,  ii  faul  alors,  poor  qne  1'^ 
qaation  prec^eiite  ait  lieu  quelles  qne  soieot  les  valeon  de 
düit*...,  dam-k-'it  que  Ton  poce 


eo  attribuant  a  i  succeMtvement  toate«  les  valeom,  depaia  1  jos- 

9.  Poor  uiie  forme  donn^e  des  fonctionn  arbitraire«  tch-.*,..... 
nn,  on  peut  tirer  des  ^qaations  (10)  les  vaieurs  des  qaantit^ 
Qi,....,  Qn-k—Xf  puis,  au  moyen  des  öquatiuns  (9),  les  vaieors 

des  quantites  an—\  >  ttn\  apres  quoi  P^quation  (2)  donnera  la 

determination  complete  de  la  (onction  i  au  nioyen  de^s  varlablei 
x^y....,  He  cette  maniere,  le  Systeme  des  oquations  (J),  (9) 

et  (10)  represente  uiie  integrale  de  l  equation  (1).  Dans  cette  io« 
t^grale,  Texprebsion  (2)  de  i  rentcrme  X:-f  I  fooctions  nrbitrairef 
de  n — k — 1  fonctions  (ioiinee»,  et  plus  le  oonibre  k  est  petit, 
ploa  rexpression  de  i  est  g^nörale.  Pour  A:  =  0,  eile  atteint  U 
plo8  graude  g^Däraiil^  possible.  Dans  ce  dernier  cas,  les  ^aa- 
äoDs  (9)  aont  remplaciSes  par  la  seule  equatioo  (8),  et  leä  equalions 
(10)  par  lea  öqoationa 

qui  ont  lieu  pour  toates  les  valeurs  de  i,  depuis  1  jnsqo'i  n—l- 

Ii'int<igrale  qoi  r^alto  de  la  combinaiaev  des  dqnalioBa  (2), 
(8)  et  (11)  m  dtdappeldeparLagraege  rintdgrale  gdn^raU 

{.  5. 

in.  Poor  compl^ter  TiStnde  de  la  feine  dee  feeetieBa  qoi 
pearenl  dtre  dee  int^gralee  d'eee  ^qoatien  aox  ddiMee  pariMIti 
de  previer  erdre,  ddmootrone  qae  toete  feeetiee  deaede  t  dei 
▼ariablee  Xi»  «s*--*#  setiefaieaDt  k  rdqvatiea  (l)»  eet  nailtt* 
mde  eooiaie  eae  partieetier  dane  le^yeltee  dee  edvtfeae  decatte 


^oatioD,  qui  se  compose  de  IMnt^grale  complite»  et  det  iot^ 
gralM  «iiigali^M  et  gito^rales  qai  s'en  dedaiMot. 

Soit,  eo  «f  et, 

W  »Ä  jr,,  dr») 

la  fooctioD  doDBde,  eetiefaisant  k  r^nation 

et  «Ott 

(2)  1  = /(jTi,. jr«,  1^  ,  o«) 

llat^grale  compteta  de  cette  ^uatioo. 

Co  ecrivaDt  le  ayatöme  dea  n  equatiooa 

00  pourra.  cn  general,  detcrmioer  les  valeurs,  coDstantea  ou  va* 

rtables,  des  n  quantites  (i^  ,  r?»,  qui  värifient  cea  ö^natioM* 

Cea  ?aleura  aatiafoot  n^ceaaairemeot  aanai  k  l'äqnatiou 

(14)  9. 

En  eiet«  mettona  rdqnatioD  (I)  aona  la  fonne 

x  =   ar«,  PI« piO; 

ea  aabatitoant  povr  t  lee  espreaaiona  (12)  et  (3),  nona  obtleedrona 
lee  den  ideotitda 

(15)  fl?ÄF(aPi   «•» 

(16)  1/^  4?ii>  ^ 

La  derniere  de  ce»  ideotites  a  lieii  pour  de«  vaieurs  arbi- 

traires  quelconques  de  ßj,          an,       p^r  consequent  aas.si  pour 

les  vaieurs  de  ces  quantites  tirees  des  eqiiatinns  (13).  51ai8.  par 
la  Substitution  de  cea  derni^res  vntours,  ie  »eonnd  tnenibre  de 
(16)  devient  conipl^teraent  identi(jue  avec  le  «econd  niembre  de 
^15).  D'apre?«  cela,  les  preniiers  inemhres  de  ces  e«^alites  devien- 
7  f  nt  ifieiitiquenieiit  egaux,  c'esf  -  a  •  Uire  que  I  oi»  a  /  — <jp.  On  de- 
lii'.rifrera  absolunient  de  la  nietuc  maniere  qu'en  general,  si  ica 

^aleurs  trouvees  pour  rTi«  tin  svnWeni  ?>  t  quatiorus  (|ue}conquea 

tiu  Systeme  (13)  et  (14),  eilet»  «»atislout  aussi  ä  ia  {n-^ly^"*'. 

Tkail  L.  '  SO 
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11.  Si  l'on  diffiöreotie  V6$ßJAU  (14)  par  npport  k  cbacnne  dM 
variables  ind^pendantea,  eo  obserFant  que  Oi,...,,  Om,  qoi  entreot 
daos  le  preniier  membre  de  cette  equation  et  qui  soiit  d^termi- 
nees  par  les  equations  (13) ,  doivent  etre  consid($r<^e8  comme  des 
fooctioos  de«  variables;  od  troave  n  ägaJitds  de  la  forme 

leaquellea«  eo  ayaat  ^ard  a  (13),  se  rödaiaeat  am  anivaotee, 

öai  öar*  Sil 

Mab  eea  dmi^res  ont  la  forme  dee  dquationfi  (4);  par  eee> 
fi^quent,  les  Talevra  de  <ri,..  a»,  tirdes  des  dqaation«  (13)  et 
ramenant  rintdgrale  compl^te  (2)  ä  la  forme  (12),  sont  renfeim^ 
dans  le  sysMme  des  ▼alsm  gdadrales  de  a^,  — ,  an  qui  traiif- 
formeat  rintdgrale  eompl^te  dans  Tinidgrale  sioguUdre'  on  d«M 
rintdgrale  gändrate. 

81  les  valsiirs  de  «}>••*•»  ^«y  tirdes  des  dqaatlons  (1^  et 
(14)»  sont  iontes  eonstantes«  alors  rintdgrale  (12)  est  nn  cas  par- 
tienlier  de  lintdgrale  eomplAte.  St  les  valeors  sont  des  foaetiMM 
des  variables,  salisfaisant  k  nne  on  k  plnsieurs  relations  ndcse- 
saires,  de  la  forme 

0St....>  a»)  =  0, 

alors  llntdgiale  (12)  aera  nn  eas  partlcaller  de  rintdgrale  gdsd* 
rale.  Enfin,  sl  ni  Tun  nl  Tantre  de  ces  denz  cas  n'a  llen,  nntd- 
grale  (12)  est  fintegrale  slngnlldre. 


j.  e. 

12.  Nons  avons  eoosiddrd  rintdgrale  compl^te  de  rdqostiei 
(1)  ssas  la  forme  d'une  fooction  ezpllcite  t  des  variables 
Xu*  AUis  sl  eette  intdgrale  est  donnde  soas  la  forme  d'oiie  feae- 
tion  impllclte*  ddtermlnde  par  rdqoatloo 

la  mdthode  de  ki  variatloa  des  constantes  arbltrairss  s  appliqne 
dans  ee  eas  absolnment  comme  dans  le  prdcddent  En  ^et,  es 

eonsiddrant  Oi,  a»  comme  des  foncUons  dss  variables 

Ta,  i,  Qous  ponrrons  les  ddtermlner  d'aberd  au  moyen  des  dqnatieai 
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daM  l«MiaeUeB  noiii  donDefons  ^  i  tonte«  las  Talenn 
M«  Möns  obtleodrons  ainsi  rint^grala  singnlitee. 


En  second  Ifeu,  en  supposaot  quc  an,  On-i,»»**,  <i»—k  soieot 
des  fonctions  entiereroeDt  arbitraire^  de  Oi,  a«,....,  an~k~i,  on 
peut  determiner  ces  dernidres  quantitäs  «d  fonction  des  Tariables 
par  les  äquations 

Ki  **"  SS^  "SÄT         ao»  Söi — 

oü  Tod  soppose  2  ,  n— ä:  — 1.  L'int^grale  obtenae  de 

cette  inaniöre  est  une  tot^grale  g^n^rale,  et  eile  a  aa  plus  gimnde 
g^adralitd  ponr  ifc  =  0. 

En  efet,  il  est  facile  de  vofr  que,  dans  chacon  des  trois 
modes  de  d^termioation  pr<$cMenta  des  qnantit^s  Oi,....,  o«,  on 
obtieot,  en  difförentiaot  T^qnatlon  9  s=  0  par  rapport  k  chacuoe 
des  variables  indäpendantes,  n  äqoatiooa 

d'ooe  seule  et  meioe  forme  dans  les  trois  cas.  Par  cons^qnent, 
la  deterniinatiori  de  au  moyen  de  ces  equations  et  de 

^=0  condnit  dans  ces  trois  cas  a  une  seule  et  m^me  ^qoation 
aux  därivees  partielles,  puisqae  (e  rdsultat  do  l'elimination  ne  dö- 
peod  pas  des  valenra  attribuöes  aux  quantites  eliiainöes. 

13.  Remaiquens  qne,  si  IVqnatioD  anx  ddrivto  partielles  ne 
fenferma  qoe  deoz  Tailables  Ind^pendantes,  avee  nne  fenetion 
de  ces  TSiSables»  ees  trois  variables  ponrront  dtre  considdrdes 
eomme  les  eoerdenndes  d'nn  point  de  l'espaee.  Alors  llnt^grale 
cemfiUts  Teprdsentera  l'dqnatien  d'one  snrface,  tenfermant  denz 
pafimdlres  arbitiaifes.  La  ndtbode  mdme  qni  sert  ä  tronver  lln- 
ttfgnle  g^sdiale  et  l'intdgrale  aingnU^re  an  moyen  de  la  Variation 
des  coDstantes  arbltraires  devient«  dans  ce  cas,  compUtement 
identiqve  aTce  le  procddd  employd  en  Gdonidtrle  ponr  ddtermlner 
les  sorfaces-enTeloppes»  savoir:  dans  le  cas  de  Fint^grale  alngn- 
Udie»  en  faisant  vaifer  inddpendamment  les  deux  paramMres;  dans 
le  CSS  de  rintdgrale  gdndrale,  en  dtablissaot  entre  ces  paramitres 
nse  ddpendance  arbitralre. 


20» 
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5.7. 

Ii.  Noas  avons  vu  (§.  A.,  art.  9)  que  ia  forme  la  plus  geoe- 
rale  de  la  fonction  explictle  z  satistaisant  k  T^uation  aux  d^ri- 
v^es  partielies  du  premier  ordre 

est  la  aoivante« 

qtti  reoferme  dftiis  aon  expresaioii  les  n  variables  indöpeadaate« 
d?!,»..««  ^11,  pnis  n— 1  foDCtton«  donntfes  Inddpendantes  entre 
elles,  Ol,....«  Off-i  de  ces  variableSt  e^eofio  ane  fonctioo  aiVh 
traire  »  de  ces  foDclions  donoto.  , 

Consid^roDS  nn  cas  partlculier  de  cette  fonue  g^o^rale»  celui 
Olk  /^ne  eontient  explicitement  nl  jE^,...  «  4r«,  ni  a|>...*,  Ob^: 
110118  aorons  alors 

(1)    z=zf\n{ait,,t  an— ou  siiuplement  z=:7c(a|,..,  <la<-i), 

püisqiie  »  est  «ne  fonctioD  arbltraire. 

L'dqnatioD  anx  ddrb^es  partielles  du  premier  ordre  coneapM* 
daoto  k  cette  forme  d'intögrale  s'obtient  tres-simplement,  ea  s*!^ 
puyant  sur  le  theor^me  du  {•  3.,  en  Tertu  duquel  le  determiaait 
fonctioDoei  des  fonclions  z,  est  ägal  ä  zero,  Urt* 

qu'oD  a  entre  ces  fonettoii  la  relation  (!)•  11  vient«  d'aprte  oek 


dz 

♦  •  •  • 

aar» 

9aii-i 

•  •  »  •  ~rv~ 

Ott,  eo  ddveloppaot  le  ddtermiiiaot  de  degr^  ti,  qai  forme  le  p(t- 
roier  membre  de  eette  dqnatioti,  aalvant  les  ddterniloaiite  partieb 
de  degr^  1,  qal  ne  reofennent  pas  les  dldments  de  la  pronl^ 
ligne  horlaoDtale» 
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(3) 


les  coefBcientA  Rn-i  ^tant  les  d^tcrroiDants  de  degrö 

n — 1  form^s  avec  \ea  4UmentB  du  d^terniinant  (2),  en  soppriimiit 
constamment  la  premiere  ligoe  horizontale,  et  auccesnivemeiit  U 
l'*,  la     . . . . ,  la  ligne  verticale,  de  sorte  qoe 


IGfJfi'*"  dar»     d«!  "  "  9üi-i 


L'equation  (3)  est  de  forme  iin^ire  par  lapport  toz  ditvr6e» 

partiellee  ^*...>         eile  n'a  pas  de  terine  qiii  ae  eeiitieoiie 

aucuue  deriväe  partielle»  et  ees  coefficients  oe  cootieooeot  paM  la 
fooction  X» 

15.  Prenons  maioteoaDt  la  seconde  forme  de  riotögrale  ge- 
nerale ({.  6.), 

i  ar  laqueMe  Tnu  (»nnuc  2  est  determiuee  conime  fonction  inipiicite 
des  variables  imli-pendantes.    fei  <p  d^signo  uae  fonction  donnee, 
1  une  fonction  urbitr.iire.  et  le8  fanctions  doun^es 
caatieuneot,  outre  led  variable«  iudepeodautesy  la  functioo  z  elle- 
m^äme. 

ConsideroQS  le  cae  particuller  oft  ni«*.*.»  On-i  o'eDtreet  paa 
direelement  daaa  ^»  mais  seolenieot  par  la  foncHoo  »;  alora  V4» 
qiatioD  prMdente  eat  de  la  forme 

•a  r^aohraot  oette  ^qaatfon  par  rapport  a  sr«  il  Tieat 

i  d^signant  oae  fonctioa  connue.  Si  Ton  pose,  poar  raniformit^, 
l^üm»  et  qa*OD  profite  da  ce  qae  la  fonction  n  aat  arbltraire,  on 
peQt  vemplaoer  la  relation  prdcMente  par  celle«c!  qnl  Ini  eat 
^vlfalanto, 

(4)  ^ifli»  tffl»**«**  011^1»  aa)  =  0. 

Voyoos  de  qaeüe  forme  eat  röqoation  ans  d^rW^s  partielles 
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de  la  fonction  z  qui  corrcä>|miid  a  !a  forme  ti  int^(^ale  (4).  Pov 
lamener  ce  cas  au  prec^dent,  prenons  d  abord  l'^quation 

en  vertu  de  cette  relation  entre  les  fonciloim  y,   ,  ««,  W 

s'ensuit  que  lear  determiDaat  foncüoonel  e«t  oul,  c'eat-a-dtre  qo« 
Ton  a 


ffi) 


r- 


da»    Ba„  da» 


=  0. 


(7)         w.>^  +  fi«^+...+Ä*+.,|  =  0. 

tftant  QU  d^terminaDt  da  d#grtf  n«  form^  d'aiie  maolMe  aat- 
logue  aiiz  Bt  de  Tart  prMdeot 

Mab  si»  «ntre  Im  fonetlona  Og  ,      on  dtablit  ift  feliioB 

(4)«  alors  on  a 

y  =  0, 

et  :  peut  Mre  eODsid^rö  comme  uoe  fonction  de  ^i,...«»  dCb>  & 
differentiant  daii«  cette  hypothöse  la  demiiro  ^quation  par  rtf- 
port  ä  cbacime  den  variables  iod^peadaDtea,  aona  obtenoo«  Im  * 
^qoations 

an  moyeo  desqnelles  T^quation  (7)  so  chaoge  daaa  la  «vivaala 


(8) 


Cette  demiöre  öquation  est  encore  lin^alre  par  rapport  aas  \ 
vees  partielloa  de  la  fonction  z;  mais  ollo  est  d'une  forme  plu»ji 
g^n^rale  qae  T^quation  (3),  pulsqu'elle  a  un  ternio  qal  ne 

reoferme  paa  les  d^rivces  partielles  do  i«  et  qae  la  fonctioB  t 
elle-ni^mo  ontre  daoa  les  coefBcienta  avec  loa  variablaa  inde- 
peodantea. 


1 


1 
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10.  Aincii  ae  trouve  etablie  ia  forme  (a  plus  <3;en^ra!e  d'»n«  * 
relation  primitive  entre  les  variables  ind^pendanti  .s  et  une  [onc 
tion  de  ces  variables,  conduisant  a  uoe  ^quatioii  lineaire  (lar  rap- 
port  aiix  derivees  partielloe^.  Cette  öqaation  lin«  aire  peut  ^tre, 
par  consequent,  de  i'une  des  deux  formes  (^eneralos  (3)  nu  (8); 
mal«  l'analyfte  precedente  fiit  voir  que  de  l  eciuation  (ö)  on  peut 
remonter  ä  l'^quatioo  (7),  qui  est  de  la  indme  forme  que  (^),  si  ce 
n*e«t  qa*elle  contient  une  variable  ind^pendante  de  plus.  L'e- 
qnation  (6),  equivalente  a  (7),  est  verifit^e  identiqnemeDt,  si  Ton 
fiobstitae  k  la  foDction  y  uur;  qnelranque  cJes  foiictions  <?n, 
pnisque  le  d^terminant  qui  loraie  le  premier  membre  de  cette 
^uation  a  dans  ce  caA  deux  de  sea  lignea  horizontales  identiques 
entre  elles.  Par  suite,  a|,....,  a«  sont  n  aolutions  ou  integraies 
parttciiliAreg  de  i'equation  (7).  et  Texpression  la  plus  {^eii^rafe  de 
la  fonction  est,  comme  rindique  la  formule  (5),  une  luoction  ar- 
bitraire  de  ces  integrales  particuli^res.  Enfin,  cette  fonction  ar- 
bitraire,  ätant  egalee  ä  z<^ro  (ou  h,  une  coostante  arbitraire,  ce 
qui  n  augraente  en  rien  la  gÖD^ralite),  donne,  comme  ie  montre  la 
formule  (4),  l'intägrale  gäoerale  de  i'equation  (8). 

D'aprt's  cela,  on  peut  dejä  prövoir  la  marchc  gtiiiürale  de 
rintegration  d'uiie  equation  lin^aire  de  ia  furme  (8),  lorsque  les 
coefficients  /?(0  sont  de«  fonctions  donnees  quelconques  de  Xi,..t 
Xmt  2.  On  Ia  ranienera  a  Ia  forme  (7),  puls  on  determinera  n 
fonctions  independantes  verifiant  cette  equation  (7).  Alors,  en 
^galant  k  z^ro  une  fonction  arbitraire  de  ces  n  fonctions,  on  aura 
l'iotegrale  generale  de  r^quation  consideree. 

Catto  prtfvIsioD  est  pleinemeot  coofiimäe  par  la  tbeario  «t 
poNo  daaa  lea  deoz  paragraphea  aaivaata. 

{.  8. 

17.  Lagraiigc,  apres  avoir  ätabli  uoe  preniiere  theorie  de 
Tintegration  des  öquations  lineaires,  Ta  preseotee  fiualenient  sous 
la  forme  suivante. 

Prenoaa  nna  ^quatioQ  lia^aire  par  rapport  aoz  dtfriv^ea  par- 
titUaat  da  ia  forme  generale 

dans  laquelle  A,  Ai  ,  Au  d^signent  des  fbnctiona  donneea  da 

^i>***«»  Xn  et  de  2. 
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au  moyen  de  laquelle  on  poarra  d^terminer  t  en  fonction  de  Xf,.., 
Xn,  En  la  diff^rentiant  daos  cette  Hypothese  par  rapport  i  eha- 
cooe  des  variables  lodependaDte«,  dous  auroos  les'it  4g9X\iU 

dt  däi^^^Wi'  ^' 

By 

Par  eeM^nent»  en  maltipliant  r^oatioo  doMte  P*^'  ^  *  ^ 

portant  tous  les  termes  dans  le  second  membre«  on  obtient  T^galite 

(11)  0=^^+.l,jJ+....  +  ^.^. 

D'autre  part,  en  conaid^rant  z  comxne  une  fonction  d^termio^  par 
röquation  (10),  et  preoant  la  differeotieüe  eonpidte  de  y  daai 
cette  aoppoeitioR,  aoua  anrona  ideiitiquement 

Or 

dy        dy  By 
=  ^    +         1  + . . .  +      ite« ; 

doae,  en  eiibatituant  ici  la  valeur  d'une  des  dtfriv^s  partielletdt 

By 

ff  de  ^^P***  ^xo™ple,  tiräe  de  l^gaütö  (11)»  U  vieodra 

rfr  =  («ix.  -  ^  W.)      > . . .  +  (rf^.  -  ^  «b)  jg;. 

Cette  expressiun  niontre  quo  dy  devieridra  idfjutlqnempnt  nul.  >' 
entre  les  varialnr  x,,.,,,  j-u,  z  on  etablit  des  relatious  «ati^lai- 
aant  aus  «quatiouä 

(12)  d«,-^^  di=zQ,  .....  dxn-^dz  =  0. 

Mais  ponr  lee  ii  tfquationa  siroultan^es  aux  diffi^ntiellea  enii* 
nairea  (12)  da  premier  ordre  entre  » -f  1  Tariablea,  on  peof  d^ter» 
miner  n  integrales  iliatincles»  renfcrniant  n  constantes  arbitraires 
«?ft.   Suppoffons  qne  ees  inttffsrale«,  resolne«  par  rapport 
aux  constantes  arbitraires»  soient 

(13)  9|(«|,  • .»  «M,  z)  =  «4,  7a(Xi, . . ,  Xn»  l)=!*l3, . . ,  9a(Xi» t)^9m* 


\ 
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An  moyen  de  cm  ii  ^quatboe»  repr^cenlMit  Im  Int^gralM  de« 
4qaali(Mie  (l^*  on  peat  aassi  ezprimer  n  dee  variables  sit^.f  Xm» 
t  en  ronetiona  de  la  variable  reataate  et  dea  ceaataatee  arbitrai- 
tee.  Ed  aebstitaaot  cea  eipreaaleaa  dana  la  fenetiott  /(ar|f*«^a»  s)> 
la  ?ariable  leataate,  en  feaetieaa  de  laqaelle  aoat  eiprimdee 
toatee  lea  aotrea,  dem  diaparattte  d'elle-möne^  paiaqne  delt 
4tte  aal«  Par  coBadqaent,  aprte  la  aabatitiitien,  y  ae  eoatieDdra 
plna  qoe  lea  eonataatea  arbitiairea  Oi»....,  om. 

De  ia  il  s'en^uit  evidemnient  que  la  forine  la  plus  g^n^rale 
que  puisse  avoir  ia  fooction  y  pour  Mtbfaire  k  la  coodition  pre- 
cedeattf«  «st  la  forme  t 

n  designant  une  fnnction  completement  arbitraire«  et  q?,,  qpj,  , 

(pn  etant  )es  ionctions  qui  formeut  les  premiers  luenibres  des 
eqiuitioiis  (13).  Eri  effet,  st  Ton  resout  lea  ^quations  (13)  par 
rapport  ä  n  quelcoiiques  des  quantites  ^| ,  — ,  Xn,  ^,  et  que  l'on 
8ubstitue  de  iiouveau  ies  vateurs  obtenues  dans  les  äquations  d'oü 
elles  ont  ete  tiree»,  celles  ci  devront  ae  reduire  ä  des  identites,  qpj 
06  changeant  cn  Ui ,  q)^  en  etc.  Par  soite*  l'iotägrale  göa^ 
rale  <le  röquatioo  (9)  eat  ^ 

^  iVi>  V%»  — »  9«)  —  0. 

C'est  k  pea  pr^s  aeus  cette  forme  que  la  th^orie  des  ^qua« 
tteaa  liodaires  a  M  expos^e  dans  la  Le^on  XX  du  Calenl  dea 
Fonctions  (editioa  de  1806).  Lagrange,  apr^s  avoir  d^ve- 
loppd  cette  thdorie  pour  le  cas  de  deux  et  de  trois  variables  in» 
d^endantes»  ajeute:  f,L'aoalyse  pr^cedeole  est  plus  simple  et 
ploa  directe  que  celle  que  j'ai  donnöe  dana  la  Theorie  des 
Fonctions  (n°.  101);  c'eat  ce  qui  ma  eugag^  k  la  mettre  Id» 
d'autant  qn'elie  a'applique  avec  la  möme  facilitd  aux  dquatioaa 
eemblablea  entre  un  plus  grand  nombre  de  variablea.  Dana  lea 
Mdmoires  de  Berlin  de  1779,  je  m  etais  content^  de  prouver, 
8  poateriori»  la  lögitimitd  et  la  gdueralite  de  la  mdtbode.  *' 

{.  9. 

D*aprte  la  fbdorie  de  Lagrange,  rintdgratiea  de  Tdqaa- 
tiea  lindaiie  aux  ddrlTdea  partidlea  (9)  se  ram^ue  ä  Mntdgialion 
du  ayat^oie  d'dquationa  aimultaadea  aus  dlffdreatiellea  ordinairea 
(12).  Maie»  corame  la  fait  velr  Jaeobi  (Journal  de  Grelle, 
T.  II),  lea  aolntiona  de  ces  deux  qaeatiooa  eoat  lideu  par  uoe 
d^pendaace  mutuelle.    La  ddmonstratioo  de  cette  propealtien 
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compIMe  et  eclaircit  la  theorie  de  abränge,  et  noue  fourniten 
iiieuie  lemp»  l'occa»»ion  de  preseiiter  uite  esquiHse  generale  «ie  la 
tbeorie  de  l'iiitegratioii  de«  equatioos  simultaoees  de  ia  tornie 

Lei  ^nafloiis  (12)  pcoreDt  s'äcrir»  sous  foime  de  proportei, 

dt     dxi  riar« 

 X* 

■k. 

lesquellMsoot  razpreMion  de  ee  probltee:  Etablir  eotre  lee  ftiiip 

dce  relfttioii«  feiles»  qve  lee  dWmtiellef  d« 
eee  variables  sotsot  proportioanelles  aux  fonelioos  doosdes  A, 
Am»  En  prenaDt  nn«  des  rariables«  t  par  ezsDple,  poar  vai^Ue 
laddpeadaate«  en  peut  coasiddrsr  tootes  les  antras  Xi x% 
eomne  des  foaeCloiis  de  et  les  dqaatioas  prdcddeutos*  dcritoi 
sous  la  forme 

Wl *lii'^'A' 

donaeroiit  les  eacpresrieiis  des  ddrivdes  preniAres  de  ces  toadlMi 
aa  iDoyen  de  s»  ^ti,.«.»  U  est  lacile  d'endddnire  des  eiprei- 
sioBs  seniblables  pour  les  ddriv^s  d'ordres  pivs  dievds  de  t» 
mdoies  fenelloss.  Poar  eela*  en  difdrealiaBt«  par  ezenple,  Fö» 
qnatlea 

dxj  Ai 
dt'^A 

pluaiears  fois  consäcativement  par  rapport  h  z,  coDsidc^rö  cumme 
la  variable  independante»  dont  «i»*..«  ^  soot  des  foocHons»  et,  i 

mesore  que  "^^t***»       s'iotrodaisent  dans  les  seoonds  meinke», 

les  reropla^ant  par  leurs  valears  respectives  ^>****'  ^*  oaob- 
tiendra  les  ezpresaloos  deiaaoddes,  qal  seront  de  la  forme 

dt     ^  ^=^1  — • 


(14) 


Od  troavera  de  cette  raanidre  les  expressioos  des  ddrivdes  der 
dres  snpdrleurs  de  toates  les  foaetioDs  «i»....»  Xm- 
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'  Snppoflons  maintenant  qo'a  one  valeur  particali^re  doooöe 
de  la  variable  iod^pendante  2  corre«pondent  des  valeun  Xi^, 
SB^f  ",  XiPt  cholsies  arbitrairement  ponr  les  fonctions  se^*»» 
Xn.   On  pourra  d^velopper  alor«  cbacune  des  fonctions  Xu 
€0  sörie  iufioie  par  la  formale  de  Taylor.  On  aara  de  cette  mani^ 

Aioai  «e  timive  dtoootr^  lexistonee  ile«  11  fonefiona  cbercbta, 
lenpliMaBt  lea  eonditions  Tonlaesy  et  nooe  Tesroos  en  mtae  tempe 
qoe  toutes  cee  expressions  renfement  les  m^mee  conataiitee  ar- 
bilraires  d:,^.«.»  jr«®.  Ponr  ce  qel  est  de  la  qaantiM  a^,  eile  doli 
4tte  ceneiddrde  eoinne  une  ceoeteDte  dennde»  par  ezeraple  comme 
OB  Donbre  donnd.  ReoiarqnoDe  encere  qoe»  au  lieo  des  con* 
ataetes  arbltralree  Xi^».«*»  '»^t  en  peot  eo  Introdaite  d*aatree, 
lidee  avec  lea  premiires  par  des  telatloiie  arbitraires,  poarva  qne 
les  nouveiles  eonetaatee  arbltndree  poiaaent  dtre  ddtermiadea  de 
teile  maiiMre  qne*  ponr  eae  valeur  donode  quelcooque  de  z,  les 
foBctIoDa  9i,*.9Xm  paiaeenl  prendre  dee ?aleaie  cbolaiea  k  vdoatd. 

19.  Pour  ddlerminer  les  expresslons  finles  des  n  fonctions 
chercbdes  Xi,...»  jt«»  il  faut,  en  g^n^ral,  troiiver  n  öquatioos, 
Domro^es  Integrales,  entre  ces  fonctions,  la  variable  indepen- 
dante  X,  et  n  constantes  arhitrairt^s.  Ce  prohlenie  peut  ^tre  resolu 
däns  certaintä  cas,  sans  Clever  i'ordre  differeiitiel  des  equations 
(12),  et  le  8ucc^s  depead  fiDalement  de  la  forme  dea  foactioaa 
doaoöes  A»  Ag,,..,  Am» 

II  existe  encore  un  autre  procedd:  rdliroination  de  n — 1  des 

fonctions  inconnucs,  et  la  r^duction  du  probfdme  ä  l'intdgratlon 
d'une  seule  ^quation  differentielle  ordinaire  du  n'"*'"*'  ordri».  Pour 
cela,  prenons,  par  exemple  les  n  premieres  dquations  (14),  et  dll* 
miuons  t'ntre  elles  les  n — 1  quautites  a-y,...,  T{-i,  arifi,...,  ar«. 
N0U8  obtiendrons  de  cette  maniere  une  tieule  oquation  entre  i,  la 
fonction  Xi  de  z  et  ies  d^nvücs  de  cette  fouctiua  jusquau  »'••• 
ordre*  et  cette  equation  sera  de  la  forme 

rf  ^  ^Lf^  \  —  n 
l\h  Xi,    ^  ;  —  U. 

Uiie  equation  de  l  ordre  11  entre  deux  \arialjlos  a,  comme  on  sait, 
Ji  integrales  premieres,  {\m  se  pr^senteiit  sous  la  forme  d'equa- 
tions  diSerentielies  de  l  ordre  n  — 1,  renfermaut  cbacuue  uoe  con» 
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etante  arbitraire.  Kn  resolvant  ces  eqnations  par  rapport  aui  con- 
«tantes  arbitraire«  C|,..,  Cn$  noua  auroos  n  öquatioos  de  ia  foniw 


(15) 


On  peat  obtenir  ua  Systeme  d  equations  äquivalent  a  celui-ct, 
en  trouvant  Tlritej^rale  comp!t4o  de  l'equation  differentielle  du 
fiikme  ordre,  laqueile  reiiferme  n  constantes  arhitraires  ,  en  Ia  diffe« 
rentiaiit  —  \  fois,  et  tirant  des  n  e^uatioos  aiosi  obteaues  Im 
valeurs  dea  constaetes. 

20.  En  substtfuant  dans  leg  Equations  (15)  \ei§  valeurs  (U) 
des  d^riv^s  de  la  lonction  Xit  nous  obtiendrons  les  n  relations 
cherch^es  entre  z,  Xi,.,,,,  Xut  ou  les  integrales  des  Equations 
(12),  iesqaelles  peuveot  s'äerire  aiosi, 

Les  equations  (10),  devant  4tre  les  integrales  des  equations 
(12),  jouiront  de  cette  propri^t^y  qae  si,  au  moyen  de  ces 
niemes  Equations  et  des  autres,  on  en  deduit  des  relations  entre 
les  variables  z,  a:,,...,  .Ta  ne  renferaiant  point  de  consfante» 
bitraires,  ces  relations  devront  etre  des  ideiitites.  Daus  le  ca$ 
contraire,  en  effet,  nmis  ne  pourrions  plus,  pour  une  valeur  doB- 
0^  de  X,  choisir  a  volonte  les  valeure  correspoodantes  de  sti,,,,Xu- 

Kemarquons  encorc  que  les  preniiers  meinbre.s  des  equations 
(16)  representent  n  fonctions  qiii  restent  constantes  pour  les  va- 
riations  simultanees  de  z,  oti,...,  xn»  i^ur  consequent,  leurs  dif* 
färentielles  sont  ögales  ä  zero. 


D'apres  cela,  on  a 


d^=Q,  - 


jci    dz  ^dxa  dz 


dxt  dwn 

En  mettant  pour  leurs  valeurs  tirees  des  equations 

(12)»  ot  maltipliaiit  le  r^ultat  par  Ap  11  viont 
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^quatiou  qui  repr^sente  iine  relation  entre  s, X],. jt«,  et  (jiii  ne 
contient  aucune  constaiite  arbitraire.  Uonc,  d'apres  la  reniarque 
pr^cöd|nte»  cette  equatioo  doit  ^tre  ideotique. 

Par  cons^nent,  Im  fonclions  qni  formeDt  les  premien  inem* 
bres  dM  dqnatloDs  (16)  Mtfufont  i  l'^uatioii  ans  ddrlvdca  par* 
tiellea 

qoe  noua  avions  daos  le  paragrapbe  pr^^ent.  II  y  a  plus:  one 
fimctioD  arbitraire  d'one,  de  pluslears  ou  de  la  fotatit^  de  cea 
fonctiooa  aatiarera  pareUlement  a  T^quatioa  (11).  En  effet»  ai  Ton 
coovient,  ponr  abräger,  da  reprdaenter  par  A{y)  la  premler  mein- 
bre  de  rd^oatioo  (il>>  noua  aarona  idealiquement 

Aispi)  =  0,....,  A{(pn)  =  0. 

Ed  preoaut  uue  Touctiun  n  de^  fonction:»  (pi,*...,  q>n»  ü  vieot 
9ft  Btpi  Bn  B<pn 

Bit       Bn  dfpi  Bn  dg)n 

Bxi     Bipi  ^xi  •*         Bfpn  Bxt' 

MnltipHoDa  la  aecoade  de  cea  öquaCioDa  par  At,  et  ajoutona 

ia  aorome  dee  eEpieaalena  aaaloguea  ponr  ls=l,  3  /n,  k  la 

prämiere  dqoatloa  mnltiplide  par  A;  il  viendra 

Or  le  aecend  membre  de  cette  dgalitd  eat  IdeatiqBeBieDt  ddI;  il 
en  eat  donc  de  mdme  da  premler« 


Eofio»  la  anppeaitloD  de  =  0  pennet  de  ceealddrer  z  oa  Tane 
des  quaatitda  ^»..«j  Xuf  par  ezemple  xi^  eomnie  uae  fonetien 
de  toulea  iea  aotrca  variable«;  dana  ce  caa,  l*^aa(ion  (II)  ae 
ram&ne  4  ruae  dea  aaivaateat 
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et  l'öquation 

sera  l'intögrale  conpl^te  de  ces  ^quations  aux  döriv^  partieUcn 

Cea  eonciuaioDa  aoot  eompl^nieiit  confonnea  k  la  tbdofia  de 
Lagrange,  et,  eo  les  prenant  poar  baaea,  on  poatra  eonaiddrer 
la  mdtbode  d'lntdgratioii  dea  dqaationa  lindairea  ans  ddrivdea  pi^ 
tiellea  eomme  ane  aimpte  additlon  ans  propridtda  ddmaiitidM 
plaa  baut,  dea  iot^gralea  daa  dquatioaa  aimoltandea  da  la  IbraM  (11). 

Poar  aehaver  da  mettra  es  lanl^a  la  lialaan  latlnia  et 
la  ddpendanee  räciproqae  daa  devx.prabidniea  da  llntdgraflao  d« 
rdqoatloo  (II)  et  da  catta  daa  dqaatlaDa  (12),  ddnantrmia  aacom 
le  tbdortma  anlvant: 

Toute  fonetion  ^  daa  yariablea  %»  «g»  aatie* 

faiaaat  k  rdqaatlon  lliidalre  aax  ddrivdea  partlellei 
(II)»  cenaerva  «na  vataar  coaataata,  laraqn'aa  falt  va* 
rier  almaltaodroaDt  la  qnantltd  t  at  laa  qaatitlt^a  ^m.« 
^n»  COR  alddrdaa  comma  daa  fanatlana  da  i  ddtarmiades 
par  lea  dqtiatloiift        at  par  eonadqaant 

^  =  const. 

aat  iiae  daa  Intdgralatf  do  ayatdna  d'dqaatlaoa  almal- 
tandaa  (12). 

En  äffet,  an  pfanant  la  diffdrantlalla  da  ^  dana  l'hjrpotb^ 
da  atm  fanatlana  da     on  a 

or,  en  mtn  daa  dqnatlona  (1% 

dt      A"*  '  dt  ^ 

donc 

=  J(^).^'. 

D'apres  les  conditioiis  du  th^oröine,  Aiilt)  est  ideiitiquement  ^gftl 
a  zero.  Partant, 

dif  =  0,  d'an  ^  =  conat; 
ce  qn'il  fallalt  ddnootier. 
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Ü6  la  r^ulle:  1^.  Qu'ayaot  d^terminö  d*une  mantere  quol* 
eonque  fi  fonctions  distinctes  oa  ind^peDdantes  ciitre  elles  qpi,..., 
tpm»  satUfaisant  ä  P^quations  (11),  nous  aurons  un  syat^me  eoiu- 
plel  dlot^^nles  des  ^quations  (12),  tou«  la  forme 

^,  SS  conal* s Ci ,    9>«  =s  cooat  =  Ci».. . ,       ^  consf. 

^«  Que,  coonaissant  un  systdme  d'integralea  de«  ^quatioiis  (1*2), 
tfll  qve  io  pr^cädent,  on  petit  former  un  Dombre  infini  d'autreM 
aystinM»  de  la  forme 

Äi  =  coost.  äset*'. 


ff«  (94»*  >•«      =  cooat.  =s  c("). 

11  est  dair  qae  ee  ftaasage  d'on  ayottmo  d'intdffrale«  k  un 
«vtro  raTient  k  remplace?  les  coutanlea  arbltrairoa  primitive»  par 
da  noavclloa  conatantea,  Ildes  avee  ellea  par  des  relationa  choiaies 
arbitrairement, 

23.  Parml  les  diffdrents  syaMmes  dintdgralee  des  dqnatioo» 
(1%  ceini  qei»  daos  beaoeovp  de  cas,  ndrlte  la  prdfdrence  est  le 
•jfattaie  dana  leqoel  entreat»  eemne  eonstaatee  arbUrairea,  des 
ffalem  arbilraires  :ri<^..»  wj^  dee  foaetieu  «|»..>  ^»  eorreapon- 
daates  k  aae  fatenr  qneleoaqne  de  la  Tariable  inddpehdaate 
2.  II  est  facile  de  dddelre  ee  sjaMroe  d'iotdgrales  d'an  anire 
tyiMne  doand  quelconqae,  par  exempte»  du  ayst^ne  (IQ.  Bu 
aeppoaaat  qae»  paar  ss5«<^  en  alt,  ponr  «Meura  eorreapendantea, 
dpftssir«^,  neuaaniona»  eutre  lea aaelennes  eoaatMitea 
ft  lea  nouvelles,  lea  relatioBa 

9,(1«,  ÄjO,...,  ar»0)  =  C,,...,  9>^l(I^  «i®,...,  Xn^)  =  Cb. 

ua»  en  re^ulvant  ces  equationa  par  rappoit  ä  ^/,---t  ^^k» 

=       (*!»•••♦  *»)»•••»  ^(^If  fti). 

JSi  I  on  8ubititue  ici  les  valeur.s  ile  r, , .  . ,  r«.  fire*»s  des  eqiiafions 
U6)»  noua  anrou«  le  syatöme  demaode  d' integrales»  aous  la  forme 
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ClMpItr«  III. 

(.  la 

23.  Nona  alloM  naiiiteowit  considtfrer  le  probMe  de  VM- 
gratioo  des  dqaitioDs  anx  ddrivde«  pertiellet  dn  premier  ordre  de 
f»  fomie  U  plus  gdedfele,  c'est-^pdire»  seoe  restrictioii  relatiTeaB 
Doaibre  de«  varieblee  iaddpendcnfec  ou  ä  le  forme  de  rdqualioii. 

Ed  coDcerFent  les  notetione  adoptdee  au  {.  I»  repideealoM 
eneore  le  type  gdndral  de  eea  dquatione  aoos  la  forme 

(1)  F{Xi^,.,,  Xmt  ?»  pif.»  Pte)=0. 

La  d^termlnation  immediate  de  rint^grate  gÖD^rale  de  reqaarion 
(I)  constituerait  un  probleme  trop  complexe;  ä  cause  de  cela,  ou 
chercherci  ci'ahord  son  intrcralo  eomplete,  renfermant  n  constantes 
arbitraires,  cl<3  laquolfe,  comme  on  i  a  demontre  plus  baut  (Chap.  1, 
§§.  2. — 6.),  on  d^duira  ensuite,  par  !a  Variation  des  constante*  ar- 
bitraire'^,  les  integrales  geTit»rale6  et  Tint^grale  singuliere.  üne 
autre  luaDiere  de  traiter  le  probleme  consiste»  au  lieu  de  deter* 
roiner  ininit'diatement   l'integrale  eomplete,  reproaeot^e  par  ooe 

öquation  entre  len  variables  iiidepeadantes   ,  Xm  ia  fonction 

f  et  n  coDstaotea  arbitraires,  h  chercher  d'abord  les  expres.sioDS 

des  deriv^es  partielles   ,  pn  da  la  foactioo  u    Eo  substituant 

cea  ezpresaiona  dana  i'equatioo 

(2)  i{sss|»i<2a;|  -f  j9«c2x«    ....  ^pmdxu,  ^ 

qui  donne  la  diffi^rentielle  totale'  de  la  fonction  t,  et  int^grant 
cette  eqaation,  on  obttent  rintegrale  compUte  chercbee.  S\  I  on 
met  cette  derni^re  sous  la  iVirmo  d  une  equatioo  rdaolue  par  rap- 
port  a  une  des  conataotes  a^»...»  a«,  od  a 

(3)  /(^rg,...,  Xn,  2,  Ol,...,  an-i)  =: a« ; 

d'odf  eo  diSdrentlaot  par  rapport  4  ebaeane  des  Yariablea  tod^ 
pendaates»  on  tire 
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 f., —    ^  ' 

Par  suite,  pi,.-  ,,  pn  tloivent  etre  des  foiictions  de  arj,. :rii,  *, 
rt  reiifermf r  dans  leur«  expre^biujta     —  1  constantes  arbitrftires 

De  plus«  poar  qne  r^ottUn  (2)  admette  nne  integrale»  telto 
qae  (3),  il  est  n^eMftlre  qua  les  foaetioiia  pi,*..,  pm  rempliMeot 
Ic«  eonditioD«  d*bMgrabiUMy  lesqaelle»  aont  de  Ja  forma 

I  «t  lapnlaaDtant  taar  ^  tour  toatea  lea  combtaauioDa  diffSfeantaa 
daa  nombraa  1»  2,...»     pria  danx  k  daux.  Par  auita»  caa  con- 

ditiooa  soot  au  oombre  de  — ^ — «  ^rira  toutee»  aaos 

omMoaa  nl  rdpdtitiooa,  aa  doanant  k  rindica  i  laa  valanta  anc- 
cataivaa  1,  3,«..,  n — 1»  «t«  paar  abaqne  Talanr  da  i,  danaaat  4 
riadica  k  aaceaaalvaaiaat  taataa  laa  valaara  plua  graadaa  qaa  i, 
jai4|a*&  ff  iaduaiFaniaDt. 

IntrodaUons,  pour  abreger,  la  notation  suivanto:  u  4t&iit  une 
ionction  quelconque,  qui  renferme,  outre  \cs  variables  ind^pen« 
dantes  ;r|,...,  a:n,  la  fonction  r  <ie  res  variables,  ndiis  represen« 
terona  la  ddrivde  paftieile  de  u  par  rapport  ä  l'uoa  des  variablea 

inddpaodantaa  xt,  par  la  aymbale  ^^^-^ '  d*derifa 

^  -f  ^Pi'   l^'ap'te  c«tta  eonvantioB«  la  type  gdadral  daa  coadi- 

(ious  d'iut^rabilitii  prendra  la  forme 


$.  II. 

24*    Pour  d^tcrniiner  les  n  foiictions  p^,  ,  pn,  qut  cnnduU 

seoty  par  rint^ratinn  de  r^uation  (2)»  k  Tintagrale  compiete  da 
(i),  il  Taut  an  gdnäral  (roaver  n  dquations  antra  ces  fonctioBa, 
lea  variablaa  dTi»....,  xm»  t  9t  n  —  1  canatantaa  arbitraires  oi,..., 
a»-t«  Nona  avona  döja  ooe  de  ces  n  ^quations,  savoir,  reqoatian 
WS  ddrivdaa  paHtattaa  doanda  (1);  il  raste  k  ddtarmioer  laa  ff-*] 

ThMlU  II 
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autres.  En  supposant  ces  derni^res  resoloes  par  rapport  aui 
constaotes  arbitraires,  repr^sentous  le  syctöme  couid^rö  de«  i 
equatioDs  comme  il  suit« 

(6)      FssO,  F|=4i„  F^zst^,.,..,  Fn-i^am~\, 

Fl   /'n-i  designant,  comroe  le  premier  menibre  F  de  l'eqaa- 

tion  doonee  (I),  des  fonctions  de  :r|,...,        s,  Pi»»*',  pm»  <|a> 
renfermeat  pas  de  conatautes  aibitraire«. 

De  cette  mani^ffe,  au  liea  de  d^Cernioer  n  fooctioDs  pu",py 
reDfennaiit,  avec  lee  ft-|-l  variables,  n— l  constantes  arbitnife«, 
le  Probleme  ae  ramtoe  k  la  reebercbe  de  «—1  fooctions  F|,..., 
#»-.1,  de  Sii-l-l  variable«  chacuoe,  maia  ne  renfernant  patd« 
conataatea  arbitrairee.  Pour  la  d^temloatioD  de«  foDctleiisp^,..,pi. 
on  doone  lea  ^aatioos  de  conditioo  (4).  Voyons  quellet  coodiliNi  i 
doiveDt  remplir  les  fooctiona  Fi,,,,,,  Fu~i,  en  seppesaat  qaeb  | 
valeof«  de  pi,  — ,  pu,  Hrdee  des  dqnationa  (5),  eatialaaaeBt  an 
conditiona  (4).  Poar  cela,  prenone  dem  qnelcooqaee  des  dqaaÜMs 
(5),  par  ezemple»  lea  eqaatiooa 

Fi  SS  at,      Fk  =  ak, 

et  differentions-les  successivement  par  rapport  ä  cbacune  des  vi* 
riables  independantes  x^,...,  On  trouve,  en  differentiant  par 
rapport  a  jti,  ' 

en  dÜläreotiant  par  rapport  k 

c^*l:(öt«ßs)t....-£(©=., 


äiaaaite:  Anün  en  diffdrentiant  par  rapport  4  Xm, 


—  ■st 


=  0. 


(6) 
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£liiniooo8y  «ntre  les  deux  premieres  equatioos  pr^cedeotes, 

eotre  les  deux  suivantes,  ^^^^>****>  entre  le«  deox  der- 

Miereä,  (^^^'    Nou«  obtieodroiia  aiosi  les  n  equations 

\dxi)  ^1  V  Bxx)  ^  \       dpi     dpi  dpt  |  KojcJ 

/anan  waf>w^„\ 

/an\  dFk  _  a£.  /c i  A  j  aF.  an _ an  an )  /a/>i \ 
va^Tj/  a/>g  dp^Vd;?«/    ia/^j  a//a  dp2  cpi  j  \a^.^ 

(an  an_an  an )  /a^^x  _  ^ 

/BF,\dF^    üFi/dF,\  jdFiBFk_dFicFi\/vpt\ 

\BjCmJ  dp»      dpm\dXnJ  ^   \  Bpi  ?pn      Bpn  Bp^  j  \d:t»J 

j  dFi  an  B_FiBFk^\ /ap„--i\ _  _ 

25.  Introduisons  mamtenaot  les  conditions  d  integrabilU^  (4), 
et  reinarquons  qae,  dana»  les  equatiuiis  (G),  les  coefficieuts  des 

qiaotitäfl  (^~^  et  (^^»  4>i>  doWMt  ^tre  Egales  en  vertu  de  cea 

conditions,  sont  eux-mdmes  ^gaux  en  grandeur,  niais  de  signe 
( «iiitrairf ,  8i  iious  fai.sorjs  la  somme  de  toutes  les  ^qaations  (6)« 
tou»  k's  ternies,  ;i  I  tixccj)tioD  de«  deux  premiers  de  cliuque  equa* 
tioQ,  se  detruiroDt  deux  a  deux,  et  iious  obtiendrous  l'eqaation, 

n^  t^fiWj;  ^Eit^Jj\^  ^/an\a^*  BFi/BFk\  _  ^ 

qui  devra  dtre  Katislaite  pnr  toutes  les  conibiaaisorii»  deux  ä  deux 
des  fooctioos  qui  loroient  les  premiers  membres  des  equations  (5). 

La  loi  de  compositioD  do  premier  membre  de  l'^quatioii  (7) 
a«  moyen  dt«  d^riv^e  partielle»  des  foectioiis  Fi  et  Fk  est  dvi- 
dente;  noas  adopteroiis»  pour  le  ddelgaer»  le  eigne  conveotiooeel 
[Fu  Fft].  0*aprte  eela,  le  type  g^ndral  des  conditions  auzqaelles 
ddiveet  satisfaire  les  fonctieos      F^,  sera 

(8)  IFu  Ft]  =  0, 

itk  k  represeetant  toutes  les  comblDaisoDs  diffdrentes  des  todices 
0,  1^  2,        »— 1,  pris  deux  ä  deux»  avec  la  suppositton  de 
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Fq  =  f.  Par  8mte,  les  condUioDS  (8)  sont  en  möme  noiobre  que 
les  conditioos  (4),  sskVoU,  au  nonibre  de 

n(n-l) 
2 

Remarqoons  de  plus  que,  si  dans  IVquation  (7)  une  des  dem 
fonctions  Fi,  Fk  est  donn^e,  cette  equation  sera  de  forme  lineaire 
par  rapport  aax  dörivees  partielles  de  Tautre  lonction,  qui  est  in- 
connue.  Ainsi,  par  excniple,  en  faisaut,  dans  requation  (7),  Ft^f» 
et  «crivaot,  par  suite»  requation  sous  la  forme 

BFdFi     dFBFi  ,  BFdFi 

^  8»! +  ^a»i ^ar. 


<9) 


.  f     aF        BF  ,      .     BF  \  BFi 

(  BF  .     dF\  BFi     i  BF  ,     BF\  BFi 
^[iSil^f^TziBf,'^  XB^-^P^TzfBj^ 

\  (BF  ^    BF\  BFi  „ 

aom  avoQs  une  Equation  Unfaire  par  rapport  auz  d^rlvies  par- 
tielles de  Fi,  doot  lloMgratioD  (Chap.  II,  $§.  8  et  U)  se  rantee  & 
l'intögratioD  du  syMme  auivaot  d'öqoatioDS  aimultaDtfeft  anx  dif* 
föreotielle«  ordiMires, 

/        BXi  BXm  Bxn 


BF    ~    BF    BF 

Sp%         Bp^  Bpm 

 dz  

(10)^""     BF'''     äF7    7  BF 


—       ~  ä?""  8f'      aF  BF' 


$.  12. 

26b  En  eoosiddrant  le  Dombre  et  la  form«  des  equatiass 
k  notdgration  deaqiiellea  »9  ramtoa  notre  probl^mey  II  est  lA» 
da  remarqner  qn«  le  cae  de  deaz  TaiUblee  inddpendantea  <t 
dlstiogiie  doa  aotres  par  aa  ploa  graade  alnplicitd«  En  elel» 
loiaqae  nss%  alora,  pour  eonpldter  rdqttaüoa  dwrnde 
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il  »u(üt  de  former  une  aotre  öquatioo 

lioDt  le  premier  membre  #\  vtfrifie  la  coodition  luiiqoe 

[F. /•,]=:  a 

Cette  ^quation  est,  comme  noas  l'avons  wu,  nne  ^qaatioo 

lini^aire  par  rapport  aux  derivees  partielle«  de  la  fonction  Fi, 
donl  l  infegfratioD  se  raaieiie  a  i  integratiun  du  Systeme  (10)  d'^ 
qiiatioiis  simultanöes  aux  differeotielles  ordiuaires*  iequel  prend, 
dao«  le  CM  actnel«  la  forme 

dafi        dx%  & 

_     —dpx  —dp^ 

En  oiitre,  U  est  övident  qa'il  cafllt  de  d^termlner  Mslenent  od» 
iat^ale  de  ce  iysttoe»  qol  reDferme  an  moins  une  dev 

qoaDÜtda  pi,  p%,  et  nne  coDatante  arbitraire  ag.  A  l'aide  de  cette 
iat^rele  et  de  Tdquatieii  doeode,  eo  ddtemiinera  les  expreselone 
de  pi  et  de       En  eelietftiiaQt  eee  espreeeiette  dana  rdqniHon 

<ü — Pidxi  —p^dx^  =  0* 

llntdgratlen  de  oette  dqnation,  nraltiplide,  e*0  eat  ndce8saire»^par 
00  ÜMteer  d'btdgrabilitd»  fers  coonatlre  Tiiit^giile  compl^te 
cberehde. 

27.  Poor  ddaircir  €ette  miitbode«  appliqaona-ia  a  l  eqnation 
ou  / 

#^(|>a*+l)  +  («-i)l»e  =  0. 

Le  syattee  cerrespondeBl  d'dqutleee  dlüftpentlellfle  ilmnltMidee 
pieed  ici  la  feime 

dxi  dx^  ^  
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L'equatioii  formee  en  egalant  le  premler  et  le  deroier  de  ce»  r*p* 
port«  doone,  en  riotegrant, 

1 

Oo  tire  de  lä,  au  moyen  de  1  equatioo  doonee, 

X  —  a 


Pl  = 


£o  subfitituaDt  cea  vaJeurs  de  pi  et  de  |}^  dao«  i'^oation 

äz^Pi  dxi  — p%dx^  =  0» 

il  vient 

CeUe  equation,  multipliee  par 
«•  ramteo  i  la  forme 

Per  mite»  Tiiittfgrale  compl^te  de  l*^uatioii  doaatfe  aera 

QU 

Si  Tod  pieod»  dane  le  aysUme  d'öqaations  eimaltaate, 
qnation  feinde  en  dgalaot  lea  deox  deraiera  rapperta,  nntegratka 
donae 

Pl  =  HP%» 

Og  ddsigaaat  aae  noavelle  coDafaate  arbitiaire.  An  moyeo  de 
cette  dqaatioB  et  de  Tdqaatioa  doandef  oa  troave 
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dz — pidxi  — P%^%  —     —  {(tidxi  +  djc^  V  — — —  —  1  =0. 

Ell  divbant  cette  ^oatioii  per  V  ^ — ^  — I,  et  inMgrant,  on  ob- 

tieiit  rioMgrale  complete  de  l'^uation  doon^e,  sons  cette  autre 
forme, 

2Va7.V  X  — a  —  «i  —  (0|  arj  +  a:^  =  o», 

oe 

0^  stallt  uae  aooTelle  coaataate  arbilraire. 

28.  La  mdtbode  pr^c^dente  poor  riotdgratioa  da«  dquatioiu 
aux  ddrivd««  partiallea  4  deoz  variables  iaddpendantea  a  dtd 
etablle  par  LagraBge  die  Tanade  1772.  > 

L'^quation  lineairo  ä  l'iDtegration  de  laquelle  il  ram^ne  le 
Probleme  n  a  pas  la  forme  symetrique  de  1  equafion  [F,  F,]  =0; 
mais  el(e  renferroe  moios  de  variables.  Exposoos  ea  quelques 
mote  le  procddd  de  Lagraoge. 

Les  d^riv^s  partielles  doivent  ^tre  coiusid^rees  comme 

des  fonctions  de  Xi,  x^,  x,  dont  il  sufGt  de  determiner  une 
sede»  la  valear  de  raotre  se  döduisant  de  T^quation  donnee 

s>  PI»  1^  =  0. 

Si  Ion  sobstitue,  r^ciproquement,  ces  deux  valeurs  dans 
cette  meme  equation,  eile  se  chani^era  en  une  identite:  par  t  on- 
t^qaeot,  on  pourra  la  diff^rentier.  non  seulement  par  rapport  aXj, 
niats  eocore  par  rapport  k  z,  cousidere  aufl»!  comiue  une  variable 
inddpendante.   I^ous  auroos,  de  cette  maniere»^ 

Bf  ,  BF  Bp,     BF  dp^ 
dz  ^Bp^  a*  ^  Bp^  Bs 

En  y  joignant  la  coadilieD  d'IntdgiabiKtd 
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et  ^liminant  entre  Ie8  trois  ^qaation«  precedentes  Igm  derivee« 
partielies  de  p^,  on  obtient  uoe  ^quation  linöaire  par  rapportaui 
derivee«  partielle«  de  la  fooctioD 

e*,  +  a;^,  8*,  +  V''*  Bpi  +  J 

dans  les  coefficients  He  laquelle  doit  etre  pemplace  par  sa  va- 
leur  tir^e  de  l'öquation  donnee  F=0.  Par  cette  equatinn, 
d^terniine  eo  fonctiori  de  a:^,  2;  puia  la  valeur  de  la  fntx  tion 
86  deduit  de  T^quation  donnäe.  Les  deux  fouctions  (satislunt 
ä  la  condition  d'inte^rabilit4y  que  Ton  a  prlse  pour  base  de  leur 
deterniioation.  Uooc,  par  la  «ubatitution  de  leura  valeurs, 
quatioo 

dt — Pidaii  —p^djT^  =  0 

devient  iDMgrable,  et  son  iot^ratioii  fait  connattre  la  aolollM 
cbarcM. 

RemarqnoDa  que  r^qeatloa  liotelre  pr^Mente  eoadnll  n 
ayatdme  d'^quatiooa  sioialtandea 

^  ^         <li  — 

ar^  —  a^'        5f     BT  ~  JP  W 

qui  est  evid«*iimient  le  luejiK*  (jue  celui  de  Tart.  26,  a  ccla  pres 
que  Ton  y  aupprime  le  deruiei  rajiport,  et  quo  I  on  y  remplact 
par  8a  valeur  ttree  de  requation  F=0.  Les  deux  procedes  sont 
doiic  au  fond  cnnipletement  identique«^,  et  conduisent  a  uuo  bt^uie 
et  nierne  Solution,  si  Ton  se  Korne  k  d^duire  du  ^»ysteine  prece- 
dent  d'equations  siniultauees  unu  integrale  renfermant  pi  et  uoe 
constaiite  arbitrairt^r  Mais  Lagraii^e  avait  cru  d'aliord  que,  poor 
avoir  l'expressioii  de  pi,  il  fallait  determiner  i'integrale  göoöralc 
de  Tci^uation  iineaire,  laqueHe  doit  etre  de  la  lurnie 

en  designant  ies  integrales  du  aysteme  corres^pondant  d  eqaatioos 
aimultaoeea,  röaoluea  par  rapport  aus  canatantes  arbitrairaa«  pv 
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^zi^u  ^tß  '»  Pi)     const  =  y, 
«t  repfteentent  par  la  caracMrlstiqne  «  nna  fonetloii  arbitmire. 

SI  I  nn  Slippose  qtic  fle  röquatioD  qui  repr^setite  riiitegrale 
generale  on  puisse  tirer  Li  valeur  de  «ans  donner  one  forme 
particuliere  a  ia  iooction  n,  noxin  atiroos  au98i  cette  fonctioD  daos 
Texpression  de  Cepcndant  il  est  övideot  que,  entre  une  re« 
lalioo  primitive  qui  lierait  je^,       z,  et  qai  eerait  de  la  forme 

(/  ötaot  nne  foDction  doDDäe,  et  n  une  foncfion  arbitraire)>  et  le« 
deox  tfqnatioM  obteouee  par  la  diffteentiation  de  la  pr<$cedeote 
par  rapport  &  «i  et  i  dr«,  il  n'est  paa  poesible  d'^liminer  lea  troi« 

IODCttOD&  n,  5 —  t  5 — • 

Uaoa  ie  Calcol  des  Fonctions  (p.  390)«  Lat^range  pro- 
poM  an  moyen  pe«r  concilier  cette  contradicttoo.  Mais  il  faut 
remarquer  qu'elle  ne  se  rencontre  pas  dutout,  sl,  coDforin^meDt  ä 
la  remarque  tr^s-jitste  de  Cbarpit*),  au  lieu  de  l'inte^rale  generale 
de  l'equation  lintelre»  on  prend  ane  int<^grale  particuli^re  renfer- 
mant  la  variable  pi»  Ce  dernier  proc<$de,  aa  lieu  de  conduire  a 
rint^grale  generale,  conduit  k  Tintegrale  complite  de  requation 
donn^  F=0,  et  a  de  plus  Tavantage  de  ne  pas  exiger  Tintö* 
gnition  coroplöte  du  «yat^me  d'^quatinns  simultaudea.  Lag  ränge» 
eo  terminant  son  expealtion,  l'iitablit  aussi  par  cetta  m^thode, 
•ans  dter  d'ailleara  Ie  nem  d«  Cbarpit^  k  qal  eile  appartient 


§.  13. 

8D.  Si  Ie  nombre  des  variables  ind^pendantes,  dans  T^qua- 
tion  anx  derivees  partielles  du  prämier  ordre,  est  plus  grand  que 
2«  alors  Ie  probleme  de  rintegratios  presente  un  caractere  plus 
eoinpliqoe.  En  effet,  dej^  dans  le  cas  de  trois  variables  ind<^ 
pendantes»  il  faot  ({$•  10  6t  11)^  dtant  donoee  la  fonction  F  des 
T«riablead;|,  x,  pi,  /Pg,  p^t  qai  forma  le  premier  membreda 


Memoire  prüseiUe  ä  l'Acaiiemie  det  Sciencos  par  Charpit»  le  30 
jnio  1784. 

21» 
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r^natSoii  proposee  FssO,  d^terminer  deux  fonctiom  F|,  de 
ces  minies  ?aria|bles>  MtiafaisaDt  aux  cooditiona 

[t\  tW  =  0,       f  [F,  F.]  =  0, 

Par  eoiwdqueot,  la  fonetion  Fi  peut  4tre  d^termtn^e,  de  mim 
qu0  daoa  le  cas  pr^ddent  de  deux  variables  inddpeodaatcf, 
comme  intdgrale  particulUre  d*aae  dqoation  liiidaire  du  pttmier 
ordre;  maia,  peitr  ddtermioer  la  fonetion  F^,  il  faut  treover 
intdgrale  partieuHöret  eatisfaiiant  a  la  Ibis  aus  detix  autres  cqoa- 
tlens  alniultandes  llodaires  aoz  ddrivdee  partidllee. 

Si  le  nonibre  des  variables  iod^peodantes  est  ii»  alors,  ^at 
doande  la  fonctioo  F  des  variables  ^i»*«*,  t,  Pi»*».»  pmi  qu't 
forme  le  prämier  membre  de  Täquation  prepesde  F=0»  il  Taut 
d^terroiner  it— 1  fooctions  F|>  Ft,..,  F«-i  des  mdmee  variablea, 
90I  satisfaasent  anz  conditiena 

[F,  F,]=0,  (  [/.  ^y=0,    [F,  F3]  =  0,  .  ,  [F,  F,_i]=a 
i  [^M i^a]«0»  I  [^1.  •  )  [F..    F^]  =0, 

lIF,.Fj=o,  ; )  

.  f  [F,-«.F.-i]=Ü. 

La  foDction  F|  se  ddlenaine  comme  une  intä<;rile  parlicali^e  de 
la  premi^re  des  ^quations  pr^c^dentes ;  la  fonetion  F^  comme  ooe 
integrale  particoli^re  satisfaisant  simultandmeot  a  la  2*  et  ä  la  3' 
öquation,  etc.;  et  enfin  F„^%  doit  dtre  ene  Integrale  particnlidre 
satisfaisant  simnltandmeut  aus  n-^l  derni^res  dquations, 

Cest  de  cette  m miere  qii'a  4i4  presentä  le  probieme  de  I  ii- 
tegration  des  equatioris  aux  deriväes  partielles  du  premier  ordre 
dans  le  Memoire  deiacobi  intitule:  Nova  methodus,  etc. 
(Journal  de  Creüo-Borchardt,  t.  LX).  Quoique  ce  nonveao 
proc^de  de  Solution  soit,  par  1  epoque  de  sa  decouverte,  poste- 
rieur  aux  autres,  cependant  il  forme  par  ««a  natore  la  contiiiuation 
directe  des  premiers  pa^  ia'its  par  Lagrange  et  Charpit  dan« 
la  th^orie  du  probieme  qui  nous  occupe.  C/est  pour  cela  qa6 
j'exposerai  ce  procöd^  avant  de  parier  d^une  autre  m^thode  de 
Solution,  proposee  par  Pfaff»  et  parfectioonee  par  Jacobi  lui* 
nieme  et  par  Cauchy. 

{.  14. 

30.  Jacob  i  conimence  par  transfornier  requatioo  dounee 
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(a)  ^{*if*tTM9X,pi,»*>f$h)  =  0 

en  une  aufre,  egalement  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre, 
inais  dftM  laquelle  la  fonction  inconnue  n'entre  pas  elle-m^roe 
explicitement,  et  oü  fe  noiubre  des  variables  iod^^pendantes  est 
plu«  graini  d*une  unite. 

Mals  dans  eette  transforniation  «'est  glisstfe  une  inadTertanc^ 
iigoal^  par  Bertrand,  et  qui  conaiate  tn  ce  que  Jacob i  lie  la 
Boovelle  fonction  ineonnne  k  rancieone  par  ooe  relatifm  de  forme 
particuliire,  d*oii  il  rdsulto  que  le  paaaage  de  rintdgrale  de  Td» 
qration  tranafonnde  ä  eollo  de  rdqaation  propoade  condait  daaa 
la  plapart  des  caa  k  dea  impoaaibilitds. 

■ 

En  effet,  Jacobi,  en  introduisaiit  une  nouvelle  variable  in- 
depeodaote  t,  et  di^sigoaiit  ia  oouveüe  i'ooction  incoooue  par  f,  pose 

On  tire  de  \k,  en  diffdrentiaot  par  rapport  k  chacveo  dea  varia- 
bles ioddpendantea, 

dy     dl  _  l  dy  dx       i  dy 

En  anbatltttant  dana  l'dqaafion  propoade  les  ?aleara  prdcddentea 
,  de  la  fonction  s  et  de  aea  ddrivdea  partiellea,  on  la  traaaforme 
i  daaa  la  aolvante» 

By    l  dy  ^  ^/  n 

Dana  cette  dquation  lea  variablea  inddpendantea  Xg,,,,,  Xm,  t  aont 
ea  Bonbre  ploa  graod  d*one  ttnitd  que  dana  la  propoade»  et  la 
fonction  Ineonnne  f  y  entre  aeolemeot  par  aea  ddriFdes  partielles 
da  Premier  ordre* 

Maia^  poor  que  de  Tintegrale  de  t'dqoation  ainsi  tranaformde 
on  poiaae.  tirer  l'iotdgrale  de  l'dquation  donnde»  il  fant,  en  vertu 
de  la  ddpendance  qne  Ton  ^  aupposee  entre  cea  intdgralesj  que, 
dana  la  premüre,  la  variable  Inddpendaote  t  o*entre  qu'en  factenr 
coroinun,  ce  qoi  dvidemment  ne  pent  avoir  üen  qne  dana  dea  caa 
paiticnliera*  Par  conadqnent,  la  tranaformation  prdeddente  n*atteint 
pas,  la  ploapart  da  tempa»  le  bat  propoad.  II  vaut  mieux,  d*apris 
cela,  ne  pas  cboiair  d*avaace  arbitrairemeot  la  forme  de  la  relation 
qai  doit  exlater  entre  lea  denx  Intdgralea,  mala  employer  ponr  la 
tranaformation  le  mdme  procddd  gdndral  qni  nona  a  aervi  dana 
lintdgrafion  dea  dqnationa  lindairea  anx  ddrlvdea  partiellea. 


I 
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31.  Si  i  oD  represente»  en  effet,  TinUgrale  de  requatioo 
dooDee  «oiw  la  forme 

et  qu'oD  la  differentie  par  rapport  a  cbacnrie  des  variable«  inde- 
peodaote«,  on  trouve,  par  cbacuoe  dea  valeur^  ts  1«  n, 

B  W 

Bz 

Ed  portaot  ce«  valear«  de  pi  daoa  l'^uation  dooa^e«  eUe  preod 
la  forme 


s  % 

Dans  cette  derni^re  equatfbn,  on  devVa  considerer  x«, : 

comnie  variables  independantes.  La  niethode  de  Jacobi,  ainsi 
que  nouä  lo  verrons  plus  ioin,  lournit  Tintägrale  complete  y  de 
requation  precedeote  soua  la  forme  d'uoe  fooction  ezplicite« 

öl,...,  «n,  «nfi  designant  des  constantes  arbitraires.  Par  eonse- 
quent,  retraiichant  du  second  nienibre  de  l'eiialitc  (c)  la  cuu- 
stante  arbitraire  «n^i,  qui  y  entre  par  simple  addition,  et  ei^alant 
ce  ^eco^^d  membre  ä  ztjro,  nous  obtjendiuns  rinte<?rale  de  l  equa- 
tion  dofin^e,  sous  la  forme  d'une  loiictiou  uiipUcite  i,  determioee 
par  reqaatioB 

En  eSet,  puisqoe  Nqnation  (c)  repreaente  llntegral«  de 
qaatioD  (6)>  en  aabatitoiuit  ftaas  celle*ei  la  foaeUoD  f  an  lien  ^ 
OD  Mira  TidentlM 

qui  a  lieu  puur  des  valeurs  qiielconques  de  Xi,...,  Xnt  z*  Sop- 
posona  luaioteoäDt  la  deroiere  de  ces  variables  determioee  eo 


üigiiizeci  by  LiOü^i 
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foactioD  da  toutes  les  autres  an  moyen  de  requation  {d) ;  eile  aera 
aloia  l*intdgrale  de  rdquallon  (a);  car  de  rdquatloa  {d)  on  tire 

^^=Pi- — ax«-^"*" — dT" 

et,  ea  aohstitiiant  caa  valeara  dea  ddrivdea  partiatlea  de  t  dana 
requation  (a),  ob  retombe  aar  l*identite  (/),  qui  a  lien  pour  nue 
valeor  qa6lcoiM|qe  de  i,  et  par  aoite  aoaai  poar  celle  qui  eat  tirde 
de  rdqoatioD  (d). 

II  eat  ainai  ddmoptrd  qae  t'intdgration  d*ane  dqoation  daoa 
laqaelle  la  fonction  inceantte  entre  iioa^aeulement  par  aea  ddri- 
föaa  partiellea  da  prämier  ordre ,  maia  eaeore  explicitement  par 
eRe*mdme,  peat  toajeara  ae  ramener  4  llatdgratioii  d'oae  aatre 
dqaatioo«  dana  laqaelle  le  aombre  dea  variable«  loddpeadaatea  eat 
plaa  graod  d*oae  anitd,  et  ou  la  foaetloa  laooanoe  o'eatre  que  par 
aaa  ddrivdaa  partiellea  du  premler  ordre. 


$.  15* 

32.  Si»  dana  l'dqoation  propoade»  la  fonctioa  inconatto  a'entre 
que  par  aea  derivees  partielles  da  'premier  ordre,  alors  aon  type 
g^B^ral  poorra  etre  reprdaeatd  aooa  la  forme 

Ott 

H{xif.m.,  jPRf  pli)  —  a» 

eo  faiäaiit  geueralemeut 

dl 

Ici  //  (h*sii;rM}  une  fduction  donnee,  a  une  con^taute  determioöe, 
qui  peut  etre  aasai  ^gale  k  zäro. 

Le  probUme  de  rintegratioa  eompidte  de  rdquatioa  prdod« 
deute  pect  dtre  redait  h  la  ddtermlaatiea  de  n^l  dquatloiia* 

J7|  s  Hl»  Mf%  =  aa>***>  '^•—1  ~  ^m^u 

daoa  lesqoelles  0^,  ag,...,  On—i  däsignent  des  constantes  arhitrai- 
rea»  et  Hi,*,,,  de  m^me  que  H,  des  fooctioos  de«  varia- 
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bles  ari  Xn  et  des  (ierlvecs  j>arti«?l!ei»  pi^...,  pn$  imlej»endarites 
entre  eile»  par  rapport  a  ces  derivees*),  et  »e  conteiiant  pas  les 
coiKstantes  arbitraires  o,,...,  rrn— i«  Si  les  fonctions  H,-\ 
«ont  (leterminees  de  teile  maniere  que  ies  vaieurs  de  Pi»^*»tp^ 
tireeä  de«  equattoii« 

traiiefornieot  le  secood  oienibre  de  l'äquatioo 

en  une  diff^rentielle  exacte,  alors  l'iotögrale  coroplete  cbercbee 
8'obtiendra  par  Tiotegratioo  de  cette  deroiöre  ^oation*  et  icn 
de  la  feniie 

Par  hypothte^  ie«  fooctiona  üift  ün-i  n€  eontieooest 
paa  %%  par  aaite»  lea  Yalenra  de  |^»  tirtfea  dea  dqaatioM 

(Dl  Mroat  exprimdea  aa  meyeR  de»  aeulea  variablea  iad^en- 
daatea  d7|,..,^a>  6t  lea  conditiona d'intdgrabilitd da aeeood  maaikf« 
de  rdqoatioD  (2)  aeroat,  dana  le  eaa  actuel,  de  la  forme 

(3)  = 

£a  suppoaant  q«e  lea  valeura  de  p|,...,  /lyi,  tirdea  dea  dqnatkias 
(I)»  aatiafaaaeot  aux  coaditione  (3),  on  poarra  treuver  lea  ceedi- 
tipaa  aozquellea  doivent  aatiafaire  dana  ce  caa  lea  fonctioas  Ifp 
J7^,..,  Hn-u  ezactenent  de  lamdroa  nuantöre  queooaa  avona  trevv^ 
an  {»II»  lea  conditioaa  aoalogues  poor  lea  fooctloDa  Fif^  Fw^ 
D'aprte  eela»  paar  dviter  lea  rdpetitiona,  neue  aoaa  baroeroaa  a 
dire  qoe  les  rdaullata  da  {•12.  a  appliqueroot  an  caa  actoel» « 
noua  y  reropla^ona  F,  F,,...,  Fn-i  respectivement  par  Hi,", 
ffn-t$  6a  eii9aDt  lea  parentheaes  qui  entoareat  lea  ddrW^  par- 
tlellea,  et  qui  aeat  mainteaaat  intttilea,  puisqoe  lea  fonctIoDa  cea- 
alddfdea  ne  centieonent  pina  & 


*)  C*ea(-A-dire  qnViitre  Im  fuBcftiooa  JST,  B^;,i„,  Bm^t  il  ne  dail 
eiitler  aneane  relatiim  D^eetaalr«  de  la  forme 

daat  Iftqqelle  le«  Yariablee  Pi,«*.»  pu  n*cntri*nt  pat  eiplicilement.  E« 
Terta  da  MorAme  da  $.  S«  celte  ceadition  eel  rempUe»  loreqne  le  d^ler' 
miaaat  feaetfeanel  de  Bm-'X^  contiddrdee  coame  foaclloae  ie 

Pif-t  INif  a'ett  pM  Healiqaenieat  aal. 


ÜIQ 


äMX  diri9ä§i  poräettn  du  prtmier  ordre.      Ch*  Iii,  §,  IS.  BIO 

33.    II  8>ni(ait  de  ce  qui  pr^c^e  qu'entre  les  fonctions 

prises  deiix  k  deiiz,  on  doit  avoir  des  reUtioiis 

de  Ja  forme 

^^M  BHi  BHk     dffi  Bilk  _  ^ 

que  ooue  representeroos  1*0 us  la  toriue  abrägöe 
(5>  (Hu  Mk)  =  0. 

En  faieant  aaeceeaivement,  dane  Ti^qualioD  (JS), 

i  =  0,  1,  2,.,.,  n— 2 

(Hq  ^taot  conBidM  comme  =  /f),  et,  p«iar  chaqae  valeur  de  i, 
donnaot  succeAciiveiiieut  k  l'indlce  k  toutes  lea  valeurs  >  t,  ju8qu*ä 

a— 1  lodnaifemeaty  ooae  aurona  toulea  lea  ^^^^^  '  eonditiona 

qei  ddcoaleat  de  la  formule  (5),  et  que  Tod  peat  diaposer  daaa 
Terdre  aolvaot: 


•     •  • 


Si  Too  considere  ces  eonditiona  corame  des  äquations  diffd 
reotielles  servant  ä  la  d^termlnatioo  des  fonctions  cberchöes,  od 
pourra  trouver  Hi  par  l'integratlon  de  la  preniiere  ^quation;  eil 
substittiant  la  valeur  de  fli  dans  les  equations  de  la  seconde  ligne 
de  chaqne  groupe,  on  devra  determiner  la  fonction  JU^  comme 
une  inte^'rale  satisfaisant  siinu!tan(^ment  aux  deux  äqoations  du 
second  groupe;  en  subsfituant  la  valeur  de  //^  dans  les  Equations 
de  la  troisieme  li^^ne  de  cliaque  groupe,  on  devra  determiner  la 
fonction  Hq  comnie  une  infeerale  satisCaiüant  ^intultan^ment  auz 
troU  equalious  du  troisieme  groupe;  et  ainsi  de  suite. 

3^.  Mais,  pour  reaiiöer  ce  plan  de  ««oiutiof) ,  ii  faut  trouver 
uue  niethode  d'integratiou  siimiHanee  pour  Ivs  deiix  eipiations  du 
5*  groupe,  poiir  les  trois  ecpiatioiis  du  3*^  groupe,...,  et  enün  pour 
les  M  —1  equations  du  (» l)**"»*  groupe. 
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Ontre  cela,  toates  le«  ^qaatioos  (6)  mmt  d«  forme  identiqoe, 
et  cootiennent  chacane  2«  variables  inddpendantes ;  mais  U  est 
ciair  que  Ton  peat  se  «ervir  de  r^aatien  donntfe  Hssa  et  des 
dqoatioM  qtie  Ton  ddtermine  aueeeasWement,  /f,  =rO|,  ^,=0^.., 
poor  dimiDser  am  für  et  k  meaere  le  nombre  primitif  2»  des  tv 
riablea  inddpendantee»  en  passant  d*ane  groupe  d^dquationa  simol- 
landea  au  auivant 

EnCn«  remarqneoa  aussi  que  nouA  avona  ddmontr^  que,  ai  i» 
faleura  de  pt....>  pn,  iireea  des  öquationa  (I),  vdfifieot  les  coa- 
ditiona  (3),  alorA  lea  foactioDf)  Hi,  ü^*,,,  iim~i  aatiafent  tu 
dqaationa  (6).  Maie*  poor  avoir  le  droit  de  prendre  cellea*ci 
comme  moyen  de  ddtennlnation  des  fonctiooa  A^»««.,  ^«-tftt 
faut  s'assurer  encore  qoe  la  eonclusioii  r^ciproque  a  Üea;  c'est 
k  dire  qa'ii  faat  ddmontrer  qoe«  ai  lea  fonctioaa  ind^peodantes 
eetre  elles  (dans  le  mdme  sena  qui  a  dtd  expliqod  plus  haut)  B, 
titt^  vdrilient  lea  ceoditlona  (6)»  alors,  en  les  egalaati 
des  constantes  arbilrairee»  on  oblient  des  dquatiens  d'oü  Ton  peat 
tirer  des  valeurs  de  pi»...»      aatleraiaant  aiuc  cenditiona  (3). 

L'etude  plus  approfondie  des  proprietes  des  expressions 
(Hit  Hk),  cxpos^e  dans  leis  deux  paragraphes  suivauts,  üoune  le* 
moyens  d'atteindre  ie  but  indique  ci-de8i«u8,  et  permet  en  oalre  de 
deduire  cucore  d'autres  conclusion»  utiles  par  leurs  applications  a 
rint^c»ration  des  equationa  simiiltanecs  soit  aux  differentieUeä  of* 
dinaires,  aoit  aux  ddrivdes  partielles  da  premier  ordre. 


3l(«    Soieet  ^  et  ^  deux  fonction«  q^ielennques  des  fariable« 

01^  ^n»  fM'    Prenons  les  derivees  parlieilos  de  ce« 

deos  fenctions»  d'abord  par  rapport  aux  variables  .i  j  .r^,  poi.« 

par  rapport  aox  variables  pn*  et  ecrivons  les  premisret 

aQ-desaea  dee  aecondea  dana  l'ordre  aaivant, 

dq>       Bil)      d(p       Sr^ß  dq) 

Wi*  ¥i'  öS'  ^* 


mtx  4M9ie9  partitiiu  du  prämier  ordre* 


CA.  iV,  s.  i6.  321 


Diflsotis  eea  detiz  iignes  de  termes  en  groupes  campos^s  le 
prenier  d^s  deaz  preiniers  tormes  de  chaqae  li^ney  le  eeeond 
des  dcnz  euivantm  et  aiosi  de  eoiie;  moltiplione  eo  erofac  lee  fer- 
ne* de  cbaque  groepe»  en  prenant  avec  le  eigne  -f  les  termee 
qai  forment  nne  dee  diagonales»  et  avee  le  signe  —  les  tennes  qni 
rorment  Tantre  diagonale.  Neue  obtieedrone  de  eette  naniefe 
000  Saite  de  ddterminants  da  seoond  degrd,  doet  la  somme 
forme  Texpreseion 


dtp 

d<p  dl// 
dpi  ^1 


9<p 

Bq>  Bi^ß 


+  ....+ 


B(p  Btf; 
BjPn  Bxn 

B(p  B^ 


^ae  neos  conviendrons  de  designer  par  la  Dotation 

(9, 

Od  a  aioai,  d'aprte  cette  d^finition. 


(1)    (9,  1/,)  s=  Zi 


B(p  B^ 

Bxi*  Bxi 

B<p  Btit 

Bpi  ^ 


—  s         ^      Bip  Biif\ 


b  s  OMiination  s  eteodant  a  toutes  le«  valeurs  de  t  depuis  1  jas- 

qu  a  n. 

Lonqn'on  ezamine  lee  ebaogements  de  forme  de  rezpreesion 
(9»  if)  P^B'  diffdrentee  hypotbtoea  faites  aar  lee  valenrs  de  9  et 
de  ^,  OD  oblleot  d'abord  lee  formulee  dvidentes 

W  (9»  9)  =  0»   (9.  ^)  =  —      9).   (-9»»  l»»)  =  -  (9» 

BrU  . 
(«I,  ^)  SS  ^ ,   ipt»  ^)^—  g^»   (ä  =  coaet,  ^)  =  0. 


(3) 


(jTi,  o:*)  =  (/?t,       =  ixu  Pk)  =  0. 


30.    Reiativement  au  roode  de  dependanee  qol  exlete  entre 

les  fonctions  (p,  i|>  et  les  variables  X],...,,  Xnt  fi»««*>  Pm  Doas  DO 
ferons  aucune  espece  de  restriction ;  nous  supposeroos  d'aprde 
ctjla  que  ces  variables  entreut  dans  les  fonctions  consid^r^s  tant 
explicitenient  quimplicitement. 

Seit»  par  ezemple, 
Tk«U  L.  29 
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ai»*...,  Or  et  6, 6«  dösigiiant  d«8  fooctiona  de 
On  a.  par  döfioition, 


fijpi    doi  Bpi  *  Bpi     döi  dpi^"^  d6»  dpi  j 

Ed  appliqoaot  snceessWenrat  lea  formiilea  Evidentes 


1  ^* 

A' 

«,  A'  j 

-1  B, 

B» 

A.  II'  1 

mAi  nA' 

mB,  nB' 

(4) 


OD  tire  de  la 

öF  a/*  _  ^ , .  aF  a/- 


w,  aF  a/ 


aF  a/* 
an^a^i 


a/^  df 


dF  df 


+  a«r  a6,  +  bar  db^^"^^^"'^  üür  oO. 


aF  a/- 


SF  Bf 


IF,  /^J     (F,  /)  -l-  £k  ^(F,  6a)  +  -S,|J(a<.  f) 


II  Mt  elair  qn'iei  las  axpraMiaDa  [F,  /"J  et  (F»  />  D'eal  ptf 


am»  dirMa»  parUeiieM  dm  prmUr  ordre*       Ck^  i¥,  $. 

ia  möroe  signification:  la  preroiöre  suppose  I*  Variation  complAt» 
des  fooctioo»  F  et  /,  lorequ'on  fait  varier  les  quantitös  x«, 
pif  »  pn  en  taot  qu'ellea  eotrent  «oit  explicitement,  soit  impli* 
eiteneot;  la  secoode  suppoae  Mulement  nne  Variation  partielle, 
lorsqo'oo  oe  fait  varier  «|»«.*»  Xm»  Pit*»*»  pm  qa'ea  taot  qa'ellea 
Mtreot  ezplicitemeot 

II  eM  ais>ö  de  remarquer  Tanalogie  qui  existe  en  g^näral  entre 
l'operation  exprimee  par  le  syinbole  [F,  f\  et  la  differeutiatiou 
des  fonetions  composöes.  Oii  peut  obtenir,  en  effet,  tous  les  ter- 
rae« du  second  membre  de  (5),  en  ayaot  ^gard  tour  ä  tour  k  la 
varialion  de  cbacun  des  ^^meota  des  fonctiooa  F  et  /.  conaiderti 
com  nie  variant  «eal. 

37.   Si  Tod  suppoee 

«  =  r,    et    flj  =  6j,    flj  =  li^,. . ur  =.  6r, 
ia  foroHile  (5)  devlaot 


IF,  /l     (F,  n  +      {  (F.  «og        ci)  gj 


Oaaa  la  deroiöre  aominatioii  do  aecond  membre,  on  fera  aoecea- 
tiTemeat  lszl>  r^l,  et.  poorchaqna  valear  de  t,  oo  pren* 

dra  poar  k  toutea  lea  valeura  plua  graadea  qae  i,  jiisqu*&  r  ia- 
ciaeWemeat. 

Si  les  fooctions  F  et  /*  ne  contiennent  paa  explicttement  lea 
fariablea  :eu»  Pit •  •  * »  pm,  ia  formale  (6)  prendra  la  forme 

(7)         IF.  /]  =  -  8«*  ö«, } 

$i  la  foDctioD  F  contient  les  variables  jT],...,  .Vn,  pi  pn 

aaalement  aaua  forme  explicite,  et  qae  la  fonction  f  ne  contienae 
ce«  variablea  qua  dana  lea  fonctiona  ai,..*,<irf  au  a  alera,  par  la 
forniQle  (6), 

38.  Les  expre8sion>;  (!c>  drrivees  partielles  do  (qp,  tiO  s'ob» 
tienueut  tr^s-i»impicnieot«  Kn  denignant  par  ti  uae  quelcooqae  dea 
fariablea  Xn,  Pif»$  pm,  on  a 
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dtp  dtp 

dq>  dtp 

dfH  *  dpi 

Bxi du  *  dxi 

dpi  du '  dpi 


I  dxi  du 

\  d(p  _av 

f     r-.'       *  r\  r\" 

[  vpi  opi  ou 


ou 


(9) 


Qnoique ,  daos  la  th^ii«  de  rinMgratioD  de«  ^natton»  au 
dMv^ea  partielles  da  premier  ordre,  nooa  ii*ayoQc  pan  occaswn 
de  reoeoDtrer  lea  d^riv^aa  d*ordrea  aaperieora  de  (9,  renar- 
qaona  cepeodant,  en  paasant,  ia  forme  tr^a-aimple  de  leor  expres- 
aioa«  aemblable  k  celle  qoe  Leibaia  «  doonde  poar  Ia  yalear  d« 


La  fermole  (9)  dooDa,  eo  efet, 


On  conclut  de  lä,  par  Ia  roethode  urdtnaire  de  demoostratioit  des 
propositioott  Iroav^es  par  analogie,  que  Ton  a 


CS-  *)+"^*-  © 

*    1.2    VÖM'-*'  'ö«V 


17. 

Lea  formules  generales  du  paragraplie  pr^cedeat  a*appliqiicnt 
d'uae  maaiera  trte«ainipla  a  Ia  ddoioaatrafiaii  de  toaa  lee  Uia»- 


dirMn  parMi09  dm  premier  ordre,      Ch,  IV,  $,  t7.  H25 

renes sur  lesqueis  est  fondee  la  noavelle  ni^tbode  pour  Cio- 
UgratioD  des  öquatioD«  aox  d^riv^ea  partielles  de 
Jacobi. 


Th^rdme  1. 

39.  Soieiit  A,  Bf  C  trois  ronctioiis  des  variables»  ^j,...,  ar«, 
pi,  — ,  Pn  ',  dösignons,  pour  abr^ger,  leurs  denvees  p  irtieües  par 
le«  lettres  correspondantes  affectäes  de«  variables  comme  iüdices 
lülerieurs,  de  aotic  i|u'oD  ait 


=  c,,. 


dB 

dc 

Bxi 

dB_ 

dpi 

BC 

Ed  faiaant»  dang  la  foraiale  (8), 


ilfieat 


[A,  (B.  O]  =  (A.  B^^)C,^-^iA.  Ä,j)C.j 

+ ...  +  (J,  ßn^      - (J,  B,J 


(a)         (/f,  C;J  =  £i 


(A,  Ä,,),  (A.  Cr,>,  Ä,, 

Eo  periuotant  circulairement  les  lettre«  A,  B,  C,  oo  Uouve 

Od  poarrait  obteoir  de  b  m^nie  maoiira  Texpresaien  de 
[C,  iQJ;  naais  U  vaut  mieoz  eniplo3rer  poar  cela  an  autre 
■loyeD.  En  reHa  dea  formule«  (])>  9)  et  (4),  en  treuTe 


(B,  As.),  Cs^ 
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(c)    [C.  {A,  B)]  =  £i 


I  dC    d(A,  B) 
dxi  *  dxt 

dC     d(A,  B) 

Cx,,  (^x,,  ] 


+  2* 


Ell  ajoutant  les  tfgalit^  (o),  (6)»  (c)»  oo  reoiarqae  imm^dimtcvMtt 
que  dans  la  aomme  totale  des  aeoonda  membrea»  il  ae  prodsit 
dea  r^doctiona.  En  eiet,  la  preni^re  aorome  do  aecood  membce 
de  (o)  d^truit  la  «ecoode  aomme  do  aeeond  membre  de  (c)»  etia 
aeeonde  aomme  du  aecond  merobre  de  {b)  la  prämiere  aomme 
aeeond  membre  de  (c).   On  a,  d'aprda  cela» 


(«0 


[il.  (B,  Ol  +  (Ä.  (C.  A)]  +  [C,  (il.  B)] 

{A,  Cm^),  Bsf 

Cp.),  Bp^ 


_  ^  I  (Ä,  Csg).  As, 

I  (Ä,  Cp^)t  Ap^  '  * 


Oll  eit  Ute,  eil  periuutaot  circuiairement  ie»  lettre». 


[B,  «7.  il)]  +  [C,  (A,  B)]  f       (B,  O] 


(C  il«p,  Bm^ 


(Ä,  il,j),  c*^ 

Ap^),  Cp. 

[C.  (A,  «HM.  (R  C)]  +  [Ä.  (C.  il)] 


(A,  Bs^h  Gr, 
(il,  Bp^,  Cp^ 


(Cr   ^p,)f  -^p, 


Ajoutonei  les  ep;ulili.*8  (a'),  (^'),  (f'),  eii  reiuarquant  que  leari 
[)remiers  nienibres  sont  idcnticjues ;  que  dans  les  seconds»  mero- 
brt's,  oa  vertu  de  la  preniiere  formule  (4),  le.s  somnies  se  rodui- 
seiit  deux  a  UeuA  ä  une,  et  qu  eo  vertu  des  fonuuluti  (9)  et  (i), 

La  l**'  sornme  de  {a')  -f-  la  2«  de  {c')  doonent  lexpreasioo  de 
-[.1.  (/?,  Q]; 

La  1'«  aomme  de  (6')'fi«  ^  <te  (aO  donnent  -  {B,  (€»  i)}: 
La  1'«  sonime  de  (cO  +  la  2«  de  (6')  donoent  -  [C.  (^1,  ^J. 
II  vient  alora 


mix  tUrinin  parUeUet  du  premier  ordre,      CA,  iV,  $  17*  927 


=-ii;j,  (Ä,  C)]  +  [Ä.  (C.  ^jj  +  LC,  i^;]}, 

et  par  mite 

[A,  (B,  O]  +  iß.  (C,  ^)]  +  [C,       B)]  =  0. 

NoDS  ?oyom  par  Ii  que  le  th^rtme  exprim^  par  l'identiM 
prMdeate,  et  qai  forme  le  principe  fondameotel  de  la  noovelle 
m^thode  de  Jacobi,  ee  tire  Imm^diatement  et  tr^'^implement 
des  propri^tes  dldmentairee  de  l'ezpreaalon  (9» 

Paeaone  k  la  dtfmonatratioii  d'aotrea  th^or^mes. 


40*  Soient  n  ^uationa 

(Ä)  H  =  a,    Hi=z  a,,. Hn-.\  =  On-U 

a,  .* aift-i  ddiiigDaiit  dee  conatantea  arbitraire«,  et  Ht  ^1»*.*  Hm^i 
des  fopctioos  des  variaUes  Xi,**.^  Xn,  Pit*»^^  fhh  vdrifiant  identi* 
qoemeDt  les  eoaditlona 

poor  toatea  lea  valenrs  des  iodices  t  et  k,  prises  daes  la  adrie 
Ol  If  2if  •  •  •  9  fs    I  • 

Nöus  allons  d^montrer  qu'eo  tirant  c)u  Systeme  des  equationa 
precederites  ies  valeurs  de  Px»»»',  Pm  cea  valeura  aatisfont  iden- 
tiqaement  aux  cooditiona 

dpi  ^  dpk 

pour  toates  lea  valeura  dea  iodicea  t  et  k,  priaea  daoa  la  adrie 
2f  •  •  •  j  4* 

Suppoaoos  qu'au  moyeii  des  equations  (h)  ou  ait  ot^tenu  ies 
vateare 

Si  Ten  eonald^re  a,  oi,,..,,  Om-i  eomme  dea  foDettooa  dea 
variablea  ddtetmiiidea  par  Ies  dqaatioDa  (h), 

ea  trouve,  daprte  la  fenosle 
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[F.   = (#•.  n  ¥ßi  [  (F. «)  ^  -  er.  *)  |£) 

„   (SF  df     8F  8f), 

Mais»  en  ^ubstituant  \es  valeurs  a:=H,...,  an—\=^Hn-it  la  tone 
tion  F  se  chani»e  en  pi,  la  fonction  f  en  pt,  et  le  preinier  raembre 
de  I  egalite  [irfcedente  prend  la  rormo  [pi,  par  suite,  il  est 

identiquement  egal  ä  zero.  I^e  preraier  ternie  du  second  luemlire 
est  ausai  oul»  puisque  l  expiession  (F,  f)  est  formee  eo  coD&ide- 

rant   ,  /rn_i  com  nie  des  constantcs,  et  que  les  i'oncttons  f 

et  /  Tio  r(Hiti*»iTnent  pas  expiicitement  lets  variables  px^   p* 

Le  troisieme  terme  du  second  naembre  est  nai,  par  suite  des 
Gonditioo« 

Donr  le  second  terme  du  second  membre  doit  etre  aussi  oul, 
cedt-a»dire  qu  oo  aura  ideotiqement 

Le  prämier  membre  de  cette  ioegalite  peut  se  mettre  sotis 
une  forme  plus  simple»  en  enbetitaant  le«  valeurs  de  {JF,  m)  et 
de  {f,  ai).   Eo  effet,  od  a 

(f^, 3^  +3^^       '^dxk  dpi^"^d:gm  a^' 

Ajoutant  ce»  ^galttes,  apr^s  les  avoir  niultipliees  respecthremeat 
it,  ä»)  ÄFi  Vöa  cl|j|  +      +  Ö«,-i  äft  / 


dxk\oa  dpk  äfln-i  / 


öjr«  Vöa  ßo«-i   t/>«  /' 
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—  A^l  »•••> -s^«»  a,...,  an-l), 
iioas  avon«  ^gard  aoz  ögaliUa 

a*=  /y,   öj  =  i^j,,..,  = 

eette  tfqoation  devient  alora  identiqoe.  En  la  difdrentiant  par 
rapport  k  Kuno  qaelcooqoe  p  des  quantitda  pi^  an  troave 

^  _  §f  ^«  .       .  ^'',"zi* 
dp      da  dp  ^  da»—!    dp  ' 

et  H  eat  clair,  d'apr^  eda»  qae  le  accond  meinbra  aa  rdduira  4 
rdhild  ai  psspt,  taadia  qae  dana  looa  las  aatrea  eaa  il  ae  rd- 
duira 4  adro.  Par  coaadqaent 

On  ddmontrera  de  mdme  qoe 


On  a  donc  ridentit^ 


€e  qu'U  fallait  demontrer. 

Ed  verto  da  ce  qul  a  etd  dtabli  U  et  J5)  et  du  thdo- 
r^me  prdcddeat,  ao  doit  eonaiddrer  lea  dqoatioaa 

cooinie  des  canadqueacea  reciprocjuea  laa  aaes  da«  autrea,  et  l'on 
{leut  prendre  lea  aecaadea  auaai  bien  qae  lea  prerai^ee  paar 
caaditions  d'lot^grabilitd  de  rezpression  diffdrentieile 

Jacobi  donne  encore  deux  autres  forniules  pour  les  condi- 
tioos  d'iotegrabilitc,  que  nous  alloos  etabiir  par  le  menie  iiioyeii 
(jue  la  precedeote. 

Tbtertme  IIL 

41.   £a  caoaervant  lea  bypotbteea  du  Tbdor^me  prdcedeot. 
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imaginons  que,  ä  l'aide  des  systdines  d'^qaalioM  ik),  diMMc 
de0  it  premidres  quantit^a  de  la  B4rte 

Pl*  P2*  P3f->  Pn»  ^1*  «T^  •2^9«...,  Xtt 

90U  exprim^e  en  fonction  de  tootes  les  variablei  qui  la  anivent 
dao«  cette  s^rie,  et  du  nombre  n^ceaaaire  de  constantes  priseK 
dftiw  la  auite  a,  atf*i  ^n-ti  et  »opponen«  qu'on  all  aiiwi  trMf4 

Pi  —  F{pi^l,,,,,  pn,  JT]»«..»  ^11,  a,  «1,...,  «i-i)  =  0, 

pour  i<^k. 

Neos  allene  ddmoatrer  qite  lea  premlera  menbrea  de  ccs  equ4- 
fiooe  aatiafont  ideDtiquement  k  la  condition 

ipi^F,pk-n^O, 

pour  toetea  lea  valears  de  <  et  de  cooiprlaea  daaa  la  soile  dei 
■onibrea  1,  n. 

En  cenaiddraDt  a»  ap«..,  Om-i  comme  dea  roactioiia  des  ri* 

riablea»  ddtermladea  par  lea  dquatiooa  (A),  aoua  aarooa,  en  veHi 
de  la  fermule  (5), 

df  "•=«-^  BF 

[F.  n = (f.  n + .f.  (f.  -^it-do  ^'  ">s^ 

111=1-1  te»-!  SF  3f 

+  li»  lä  Sil'"-' 

En  anbafitaant  lea  valeurs  as£f,  a|=^i,...,  la  foDcfion 
66  changera  en  pf»  le  fonction  /  en  pu»  et  le  premier  membre  de 
la  derniere  t^galUd  prendra  la  furme  [pi,  pk};  II  aerat  par  ooose 
quent,  Identiquement  nnl.  Le  deroier  terme  da  aeeond  meobre 
eat  nult  en  vertu  de  la  condition 

(am,  ai)  =  {Hm,  Hl)  =  ü. 

On  a»  par  aoite»  identiqnemeat 

Lee  denx  nommea  dn  aecood  membre  de  cette  ^litd  peo- 
Tent  66  ramener  k  nne  forme  pina  aimple«  Paar  cela»  preaaas 
lea  dgalitda 
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.        aF  aait_i  din^x 

(F,  ä^,  ^ +ä^.>. 

a/i|  aa?!    ■  * '  ^  "SSi  * 

molHpliotis  les  respectiveroent  par  ^- ,  •  •  •  #  •  et  ajoutoos« 
les,  ce\qoi  donoe 

_     aF  fdf   da  Bf  dak-i\ 

BF  /a/   aa  .  ^ 

+     vS  ^  +   •  +  afl*-i  c!p«  y 

 aF_  /Bf   Bn  Jf_  Bak-i\ 

Mais  8*1  Ion  fuU  a=zH,  rr,  r= //,,.... ,  T^quation  f=pktte 
cbangera  en  ideotUe,  et  eo  la  cliffäreDtiaot,  on  aora 

Bf   Ba  Bf 


^a/?*-!"*"       a«*-i  dpk^i  * 

Bf    Ba  Bf   Bok-i  _ 

V      .        a/  aat-i  _  _  Bf 

5ä  a;»*^.!  r  •  •  •  x  3^,^,  Bpk+i  ^F*-K^ 
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D  aprö8  cela,  on  peut  donner  «  TägaliM  (kr^c^enti»  la  Torme 

En  changeant  F  en  /,  k  eii  t,  et  vice  versa,  il  vient 


Oo  tire  de  ük.  par  aouatractioo» 

«=0  ^^m         «=0  ^'«m       C^*       W  ^ 

On  anra  donc  idantiquenient 

c'est-4-dire  * 

Nous  dämontreronf:  absoliiment  de  üi  meme  maniere  cet  autre 
tbäoreme,  ^galeroent  necessaire  pour  ce  qui  doit  suivre: 

Tli^ordnie  IT. 

42.  En  cnnaerTant  los  cnndition»  des  deux  theoremes  pr^- 
e^dents,  supposons  que,  parmi  les  «^qnations  (h),  on  prenne  w 
^nations  qaeleonqucs,  par  exemple  les  m  premieres. 


aux  dirMtM  paraeiies  du  prmier  ^äre.      Ck,  IV,    17.  333 


(en  supposant  naturpllenient  m<7/).  Au  nioyen  He  ces  ^quations, 
noas  pourroris  ex(»rimer  7«  quelconques  des  quarilites  pi,  jHf'tPn 
en  fonction  des  n  —  m  autreü«,  des  variables  Xi,...,  xn  et  des  con- 
staotes  a,  Oj,...,  Om— 1.  Concevons  qu'on  aif  deterrnine  de  cette 
maniere  ,  p^,...,  pm,  et  «oient  /  et  U  denx  nombres  quelcon- 
ques, noo  plus  grands  que  m.    Öupposoiis  que  1  on  alt 


Nm  allons  d^montrer  que  les  p^eroiera  niembras  de  cm  tfqoa- 
tiona  «atMfoDt  k  la  condition 

Ko  effet,  eo  falMiit 

on  a,  par  la  formole  (6), 

[9,,  ,|;J  =  (9p,  1^)+    ^    ^(y,  ar)g^— (V,  Or)^J 

Mais»  par  la  Substitution  des  valears  de  fls*..,  a»»i«  ie  premier 
iierobre  et  le  dernier  terme  da  MCODd  membre  de  cette  ögelit^ 
86  rddaieent  k  x^ro;  donc 

(•)        (».♦)+    ;^  |(V.«r)g^^-(*.«,)4|=a 

I 

Od  a,  de  plust 

dtp      da  dqt»      dn  dcp  da 


dpm-^ldXm-^l        Opm-^2dXm4-%      *'**  Bp»  djT» 


(9,  a.,-1)  =  K- 


dq>  Batn—i 


6qp 


TS" 


+  ....+ 


8qp  9ßm— i 

B(p  Bom-l 
dpn  BXn 
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En  ajoutant  ces  ^galites,  aprte  ies  avoir  muitipliee«  respective 
roeot  par   >  et  mettaot  en  raeCeura  comniiDa,  daM 

le  second  memlire,  le«  derlvi^es  partielles  ile  9?,  011  verra,  abso- 
luroent  comme  dans  la  iiemonstratioti  da  tbeoreme  precödent,  i^ue 

les  roulliplicateura  de  ^  ^~  ><>Dt  noU,  k  rexcepliaa  4d 
iDultiplieatear  de      ,  qui  est  ^gal  4  l'unitii.  Lea  timltipKcateon  de 

_Sqp  6^         9gp  ö<p 

deviennent  reapectivement 

ce  qui  donne 

dfmi-i  &r»fi  ÖJT,' 
En  changeant  9  en  ^,  A  en  ^  et  vice  veraa«  il  vient 

'=5."'        X     _  ^       ^  dy 

Si  Ton  retranche  cea  ^alUiSa  l'nne  de  Tautre,  on  tronve 


r=0 


En  aubatiCuant  le  aeeond  roembre  de  cette  dgatitd  au  premier 
dane  rdqoation  («),  neue  aurona 

c'eat«i*dir^ 


fliri94e»^pmtieii€S  du  premier  ordre*       CA,  V,     18.  335 


}.  la 

43.  h%n  propositioM  dtfmontr^s  clan^Je«  dem  parauraphe«^ 
prte^dento  peinrent  Atr«  eonsIdMe«  comme  des  lemme«  auxiliai- 
res.  Ce»  leinmee  dtaiil  dtablw,  none  pourrone  maiiiteimnt  expo^er, 
sau  faire  de  d  igresaioDSy  la  ndthode  de  Jacobl  pour  Tinte^ra- 
tmo  du  ayetöme  des  dquations  (6)  du  §.  15,  4  la  rdsolatioD  duquel 
0009  a? ons  raraend  ^notre  probldme  de  rint^gration  d*one  ^(|uation 
ioi  ddrivdes.  partielles  de  premier  ordre  k  im  noeibre  quelcooque 
de  rariables  iuddpendantes. 

Nous  exposoroTiij  (rahord  cette  nietbode,  en  nous  serFantseu- 
lemtiit  des  theorenies  I  et  !l  du  §.  17;  puis  nous  ferons  voir 
coninieut,  a  l'aidp  f!es  Hierirörnos  III  et  IV,  oo  peut  ainipUfi«r  et 
coQipl^ter  la  theorie  de  ce  probleme. 

•  44.  Ed  Terta  de  rdquation  dooode  aox  ddrivdes  partielles  du 
pfenier  ordre 

il  fast  d*abord  ddtenniner  ods  dquatioa  de  forme  analogue 

daas  laqaelle  ai  ddsigne  noe  conataote  arbitraire,  et  ff^  uiie  lonc- 
Inconnoe.   Cette  foBCtion  doit  ötre  d^tenuiüee  de  loani^re  a 
«atlifaire  h  I'^quation  Kndaire 

(£f,.iD  =  ^^-^^  +  

0  a{)res  cela,  en  prenant  le  aystdme  d'iiquatioRs  simultaoees  aus 
«iiff^reotieües  ordioaires 

m  -  öjT  ="lir=  a//'* 

d^terminant  iioe  de  leors  iotdgrales 
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\mm  pourrons  poser  Hg  =:  fi;  et,  en  designant  par  a|  ta  eoB> 
»tante  arbitraire»  noos  aaroDS 

/f  =  Ol    Iii  =  /i  =  tti* 
46.   On  devra  enaoiCe  döleminer  l'^quatioD 

dans  laquelle  represente  une  conatante  arbitraire»  et  mt 
i'oDction  inconooe,  qu'il  faudra  choiair  de  mani^re  4  aatiafaire  au 
donz  öquatioM  lio^irca 

(2)  (Äf^//)  =  o,  (Ar»,/i)  =  o, 

dont  Tune  est  ideatiqne  avec  l'^quation  (1),  et  Tantre  ae  dedait 
de  (1)  par  ie  cbaogemeiit  de  U  en  /i. 

En  ^«'appayant  aor  le  Theoreme  1  (§.  17),  Jacobi  a  ddmootre 
qoe«  ai  l'on  connait  l'intögrale  de  l'une  des  equatioDS  (2),  on  peat 
trouFer  la  Solution  commune  de  ces  deux  ^quations,  par  l'iate- 
gration  d'ane  äquation  lin^ire  auziliaire  oü  le  oembre  de«  ?ari»> 
blea  eat  moiodre  qae  tS». 

On  coniniencera  donc  par  d^terminor  une  intoL^rale  tlc  1  ane 
des  equations  ('2).  Si  l  on  prend  one  int<'Li;rale  «le  la  preniiere, 
cette  integrale  devra  etre  differerite  des  deux  integrales  deja  con- 
ti ues  //  ==  a  et  /i  =  fli.  iSuppoaona  que  cette  troiaiöoie  inte^ 
grale  aoit 

9>(X|,...,       P\y  =  ceoat» 

Par  de«  Substitution«  suecessivea  dans  le  premier  membre 
de  ia  aecoode  dea  dqaatioii»  (2),  oo  obtient  lea  Conctiona 

(S%      i      /i)  =  Vi»         A)  —       i^v  A)  =  V»»-— 

Cette  soite  pent«  en  gdndral«  ae  prolonger  inddfioiment;  maia  « 
le  rdaaltat  d'une  de  ces  aabatitafieDa,  91  par  exerople,  est  dgal  « 
irae  eenstaote,  la  aaite  a'arrMera  a  ce  ferne. 

Nona  allooa  ddasontrer  qne  lea  fonetions  (pi,  9,»  9a>>* 
font  toutes  k  la  premiere  des  ^quatioaa  (2).  Paar  cela,  preaoas 
rideotltd  donnde  par  le  Thäordme  I» 

[A,  (/?,  C)]  +  [B,  (C,  A)\  +  [C,  {A,  B)]  =  ü, 

et  poaona  A^ü,  Bsssfi,  AJera  cette  ideotttd  prendra  la  forme 


tmx  äM9i9$  ^arUtiUB  Ou  prmier  orar0,       CIL  V»  $,  18,  337 

Lo  faisant  maintenant  tour  ä  tour 

OB  troave  successivemeot  les  identUes 

ti5/,  (A,  9i)]  =  (i^,  9>t)=0. 


.qm  dömoDtrent  ie  tlite^me. 

46.  De  \k  f^nlle,  eonne  cona^aeDce  ^Tidente»  une  codcIu- 
aion  tr^s-iiDportanto»  relatl?«  anx  int^rales  du  sysMme  du  dqmr 
tions  (a),  et  qui  wt  eooDue  mnm  Ie  nom  dt  thdar^ne  de  Pelseon. 

Si  Too  poee»  en  effef^ 

<p,  r:=  const.,    fp%  =  const.,    (p^  =  const., . . . , 

OB  obtiendra  des  integrales  des  dquations  (a)  ({.  9).  Par  «uite» 
coanaiasant  dem  ieUgralea  de  eee  dquationat 

diitinclee  de  /fseonet.,  nove  en  obtieodrooe  une  ttoteiAme  eti 
pesant 

(/•„  9>)sconst, 
paui  ime  quatrieme  en  posaot 

[fi*  (fi»  V)]  =  coeet, 

et  aioai  de  eeite. 

Ponr  ne  pas  nous  ^Carter  de  notre  nlijet  principal,  noas  nous 
borneron«  ici  k  ces  remarques,  noas  r^servant  de  revenir  plus 
tard  Sur  Ie  thcioröme  de  Poiason. 

47.  Comme  les  ^quations  («)  n'ont  que  2n  —  1  integrales 
diatinetea»  il  a'ensuit  de  lä  qu'en  prolongeant  indäfinimeot  la  auite 

en  De  pourra  obteoir  toujouradea  fonctiona  diatiectea*  et  qe'on 
dem  ndeeeealreneot  finir  par  rencontrer  une  fonction  qei  seit 
die-meme  une  fonction  dea  intdgralea  däja  trouvees.  Soit  lä 
prenitee  foDctiea  qui  aoit  daoe  ce  eaa»  i  de?aiit  dtre  <9ii.  Poeons 

I  hcil  U  SS 
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II  wtwLi  inutile  de  prolonger  U  itiiite  au  deU  de  fa  fonclion  71 
puiöque  de  cette  maoldre  on  o'obHendrait  pa«  de  nouvelles  iiit4- 
gralea.   En  effef»  par  la  rormale  (8)  da  §.  16  (art.  37)*  on  « 

Bf  cF  dF 

dF 

f  iVi-h  fi) 


BF  BF 


d^oii  il  reaulte  «videmmeiit  qiie  91^1  s'expriaie  au  oioyea  d& 
aeolea  variablea  tif  ftf 

48.    Proposon«:  nous  maiuteiiant  lie  trouver,  s'il  ^'?»t  po««rble, 
fonctiüfi  des  intepjrales  doja  obltnucs  //,  /J,  9p,  9^1, ••  »  «F«-'' 
teile  que,  t^iibstituee  ä  la  place  de  Z/^,  eile  satisfasse  aux  equa* 
tiou»  (2).   En  d^aigoant  par      la  iboctioD  cbercböe,  et  posaot 

^t=Ä(^^'  /i»  9^.  «Pi  —  -»  ?w-i). 

on  trouve  que,  en  vertu  de  la  formule  (8)  du  ^.  lö.  (art.  dl).  Im 
Premiers  membrea  dea  equatioaa  (2)  prenuent  la  forme 

(ft.  Ä)  =  (//.//>  ^ + (/,.  /y;  1^  +  (».  «)  g 

+(»1. ») IS +•••+(»*-•. '^)8Tfr.- 

et,  comme  on  a  ideotiqoeMieDt 

(9i,  if)  s  0, . ,    (9*-!.  i^)  =  0, 

(i5r,A)«ü,  (A. /i)  =  ü.  (9,A)  =  <p4, 

(9>i>  /i)  =  /i)  =  Vi» 

'l^quatton  (/^s*  aera  aatiafaite  pour  ^^^^/s»  quelle  que 

siiit  la  fonctioR  A,  comme  on  peuvait^  d'aiUeora   le  pr^roir* 
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0H^  äirfvees  pnrlielUs  du  premier  ordre.  Ch.  F,  18,  339 
l/^nafiiin  {H^  /DsOsetransformet  par  ees  sobstitutioDs,  en  ceUe 


(r) 


3/" 


h'nlenu.uit  seulement  les  noiivelles  variable»//,/;,  g),  9,,., 

d  «i  ou  ies  ancieiiiies  variables  a-,,. soiit  elifiiinees. 

Dans  iequafioii  (y),  Ä  *t      ponrronf  t-tre  conMidert^es  comme 
con>i(atiteä,  jjuisqne  cette  cquatnui  iit>  cautieiit  pas  Jea  tieri- 
veei»  partielles  priwes  pur  rapport  ä  ces  variables.   On  peul  doiic, 
4t«M  la  foiictioii  F,  reuipiacer  U  et     re»^cctivemeQt  par  a  et  Cj. 

II  00U8  0ufBra  de  dtflerminer  iine  intci^ralc  parficuliere  de  1*^- 
qaation  {y),  oo  un«  des  integrales  du  ijy»iteine  <1  equatioiis  siinul- 
tan^e»  auz  difli^rentielle«  ordiiiaire« 

qoe  Ton  peut  remplacer  par  une  seule  equation  aux  tiifferentieilcs 
ordinaire«  d*ordre  i— I.  Si  l'on  introduit  uiie  nouvelle  variable 
aoxiliafre  x,  en  i^p^alant  u  dx  la  valeur  commune  des  rapports  pre- 
eedents,  ce  sys^teiiie  poiirra  dtre  remplac^  par  une  e(iuation  diflFe- 
rentieile  ordinaire  d'ordre  i,  maU  d'une  forme  comparativemeut 
plus  aimple. 

En  effet«  m  Ton  pose 


""  9i       Va      9s  qtt^  "    F  * 


»I  vient 


f  rfg>   rfqpi  ^  il*9   clq^s  <i'<p 

I  rfr  ~         rf*      dl*""         d^  dS»— 


• » 


•Iwü,  eil  suh>:tituant ,  dans  la  derniere  eqiiafiori,  ä  <)p,  <5Pj-.i 
leurs  valeurs  tirf'ps  des  prorödmtes ,  on  tiro  l'equallon  aux  diffe- 
fcntielies  ordinalrea,  d  ordre  i,  que  nous  avona  anooucee  plus  baut. 
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340        im»ekenetMk9'  Sur  ^intigratton  det  iguaUwt 

d*(p        (  dip  dS-^cf)\ 

Supposons  qu'une  des  integrales  (ireuii^res  de  cette  derniere 
equation  soit 

.  /  <p\ 
Si  Ton  y  subatitno  poar  ^t***»  "3^2^         valeora,  il  vienl 

et  i'on  pourra  poser      =  (2>,    En  dösignant  inaint<»nant  par 
coostante  arbitraire,  ori  ?iiiru  dfyä  les  troU  equation«  aux  derivees 
partielles  du  premier  ordre 

satistaisaDt  aux  couditions  voulues* 

49.  Remarque  1.  Si  dans  la  sörie  des  fonctions  9?!,  tp^^--. 
(pi—iy  <pu  la  derniere  (pi  est  =  0,  il  est  evident  qne  l'avant  dcf- 
ni^re  ipi-i  sera  lUntegrale  cberch^»  coiumuoe  aux  equatioos  (2). 

Si  <fi  est  e^ale  a  uiie  constante  K,  alors  la  Solution  se  «ioi 
pliOe,  poisqu  on  a,  dans  ce  cas» 

d'oü  Ton  tire,  en  integrant, 
et  par  «uite 

Mais  dans  ce  cas  il  faut  qoe  t  soit  plus  grand  que  -;  cir 
autrenient  la  methode  pr^cödente  poor  determiner  /g  nc  ^rait 
plus  applicable.  Supposons,  en  effet,  =  AT,  K  f^tant  une  »a- 
stante  doon^e  on  une  fonction  d»^;  aloM  i'äquation  (y)  preo< 
forme 

ce  qui  niontre  qu  auciine  fonction  de  la  seule  quantite  qp  ne  p' 
etre  une  integrale  commune  des  deux  equations  simultaoeeä 
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En  pareil  cas,  il  £utt  coiDmeDcer  p«r  dötermiDer  une  liiMgraie 
de  la  aeconde  dea  dqoationa  (2)» 

(i^..  A)  =  0; 
ou  biaii  ddtermiDer  une  Integrale 

de  la  premi^  dqaation  (SS),  diffdrente  dea  integralea  H^a, 
/{  =  «,  et  9  seeaat.;  en  encor^  aaim  la  mdthode  qua  nona 
eipoaeroDa  plae  baa. 

Si  l'totdgrale  conat.  ae  trouyait  dann  le  nudme  caa  que 
riot^grale  ^sseendt,  e'eat-i-dire,  ai  Ton  avait  lea  denx  identitda 

X  et  Xr  dtaafl  dea  conataotea,  on  dea  fonetioBa  qoeleonqnea  de 
9  et  de  0  reapeetlvement,  alora  la  valenr  de  B%  a'obtlendrait 
Me-aimplement«  81  Ton  poee,  en  efet, 

OD  troove  qne  lea  premiera  membrea  dea  äquatious  (2)  preunent 
Ist  forme  ' 

ttiia«  comme  en  a  lea  identitda 

la  premi^  dea  dqaationa  (2)  eat  alora  aatiafalte  per  tine  forme 
qoelconqne  de  la  fonetion  f^,  et  la  aeeonde  de  cea  dqoations  preod 
la  forme 


d'oQ  reo  tire 

'■=•(/$-/?)■ 

une  fonction  arbitraire« 
60.  An  moyen  dea  troia  dqnatlona  eeomiea 
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342         Imsc  henelsku     vwr  l  integraiion  des  equalims 

n       //i  =  /;  =  <r,.  Ht-t\=^  ttz, 

OD  «n  detcrniinera  une  qaatri^nie  11^  ==4Va>  ^>  dtfsi^nant  une  CM' 
8tante  arbitraire,  «t  la  ronction  devant  4tre  calcul«ie  fle  liia- 
ni^re  a  «atiafaire  aus  troi«  öquatioiiA  iinäaire«  aimaltan^es 

(3)  ti)  ^  0.   (//a,  h)  -  ü,   (//„  /i)  =  0. 

Chercbons,  d'apr^s  la  ni^thode  que  iious  venons  d  expoaer. 
gite  integrale  commune  a  deux  de  ces  ^qiiatioim,  aux  deux  pre 
mi^refei,  par  exemple.   II  suffira  pour  cela  de  deteraiiner  une  autre 

integrale  premidre  de  Täquatinn  =  differente  de  <I> = cojwt 
Reprtfueatoo«  eette  int^ale  par 

ii  s  at^it  d  en  doddire  une  integrale  commune  du  Systeme  des  troit» 
equation«  (3). 

i^>ui  ceia,  par  des  substitutions  8ucce88ive.s  dans  le  premier 
membre  de  l'equation  (£/s,  f^==.%  Tormons  les  expressioos 

Dana  la  soite  de«  fencttona  tf^i^...^  ^t,...,  en  dem  finir  pai 
ea  rencontrer  une  qui  a'ezprime  an  inoyen  des  preetfdentea.  Seit 

la  preiaiöre  des  fonotlens  qol  aoU  dana  ce  cas. 

On  Terra,  abvolunient  comme  on  Ta  fait  plua  haut»  qoe 
'^2,...  aent  des  iiitdgralea  dea  devx  premiires  ^qeatloiip  (3).  Car 
ei,  dans  ridenCitd 

\A,  {B,  V)H{B,  (C,  A)\  +  (C.  {A,  ß)]  =  0, 

on  prend  d*abord  A=sff,  ß=f^  puis  A^fi,  ß~/t,  oii  anra  les 
deux  autres  identitd^ 

(A.  (c;«)J  =  o. 

l/i»  +       (C,  /i)J=ü. 

En  y  faisant  successivement 

en  obtient  les  deux  ankea  d*ldeatHto 
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au^  äiri94et  parüeiie$  du  prenaer  ordre.       Ch.  V,  i.  Iis.  543 
[H,        ^\>)]  =         //)=:0,    [if.  (A.  t/^,)J  =  (t^jt.  ^)  =  0,.... 

[A.  (/k.  i/')]  =  (V'i.  A)  =  0,  [A,  (/k,  ^1)]  =      A)  =  0  

<fii  d«DiQjitr€nt  ie  Uiäorime. 

U  üsmX  ensuite  chercher  une  fonctton  (ie*»  variables  /i, 
^,  1^.  t/^i,...,  ti/it-i,  qoi,  oiitfo  a  ia  place  de  i/^,  äati«»fai>ae  a  toute« 
l«s  troU  ^quation«  («}). 

Or  on  v*^ri(ie  aisemerit,  comme  an  u'  AH,  (jiie  los  dtiux  prp- 
mieret<  de  ce«i  equations  «ont  e?ati»taitL >,  (jiielle  (jue  soit  la  loriue 
de  la  fonrfion  f^.  Quant  a  la  troisienie  eqiiation  (o),  en  y  faictaiit 
H^^/^t  eile  se  chauge  daus  iequatioii  lineaire  buivante, 

(jui  ne  renfenne  qiic  les  variable«  1^,  1^, , . . ,  t^^jt-i.  8i  ia  foiictioii 
f  renferniait  les  variables  //,  /j,  /"a,  011  poiirrait  les  reruplacer  rp» 
^pcctiveriient  par  len  eonstanteH  a,  Oi,  a^^,  puisque  l'equation  ne 
contieat  paa  de  deriveea  parüellea  prisea  par  rapport  k  U,  fi  ou  Z«. 

Ainsi  ia  fonction  iloit  etre  deterniiuee  cuimue  une  integrale 
particuliero  de  requatioii  lineaire  precedente,  011  cumiue  Ufie  de« 
iotegraie«  du  sybleme  d'^quatiotiä  «»imultauee« 

'Hf*  ^""^  f 

(S  de^ignant  une  variable  auxiliaire:  ce  qui  conduit  linalement  ü  la 
recherche  d'une  de«  intiigrales  premi^rea  de  l'equation  d'ordre 
k  deuz  variablea« 


dal' 


S\  cette  integrale  eat 

ea  y  aubstitaant  lea  valeura  ^  =  ^i >••••» 
poarrona  j>oser 

/j  =  «FC«^,  Vi*-..*  V*-l)  =  CODSt.  =  tf|. 

Aiii»i>  noua  connaissoo«  dejä  qaatre  equation« 


i 
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Mtis&isaiit  aoz  condHIoiis  (1),  (2)  «t  (3). 

51.  Bcflittrqae  2.  II  fant  obsarver  ici  qne,  ai  le  resoltit 
da  la  pramiira  aubstitation  /i)  on  ^)  est  une  fonction  de  t 
oa  une  constante  qualconque  diff^rente  de  M4ro,  la  mc^tboda  pi^ 
cedeittc  pour  la  dötermination  de  se  trouvera  an  döfaut»  comme 
dans  le  cas  dont  il  a  6t4  questioii  dans  ia  Remarqua  1  (a*  4^), 
relativenient  1^  la  d^tanniiiatioa  da  la  foocüoii 

52.  Nona  avons  maintenant  suffisaniment  ezpliqde  la  marcbe 
ä  auivre  pour  deterniiner  successiveiuent,  an  moyen  de  ia  fonction 
dono^e  //»  les  fonctions  Hi  y  //j,...,  fin-i,  ^atiKfaisant  anx  eoi- 
ditions  {Hiy  Hu)  =  0.    Ces  fonctions  etaot  obteuuea»  ii  ae  reste^ 
plus  qu'a  tirar  alg^briquement  des  equatiana 

laa  vaieurs  de  f^i....»  p«.  En  anbatituauk  caa  valaura  daoa  Te* 
quatioD  diffaraaüalla 

dt  =  P\dxi  -f  p^da:^  +  . . .  +  pnda^m 

on  paurra  toujours  integrer  cette  equation,  puisque  lea  fonctioiu^ 
Pif-yfn  doivent  rempUr,  en  vertu  du  Th^or^me  II,  les  conditioni« 
d*lnt^grabilit^»  et  Ton  ebüeodra  riat^grala  eompl^te  do  probieme 
aoaa  la  forina 

53.  Vottlant  pr^anter  feaaencp  de  la  mdlhode  de  Jaeobi 
aeoa  la  forme  la  plaa  aimple,  aoua  ravona  ddvelopp^e  en  prenaot 
pour  baae  laa  Thdortoea  1  et  II.  Mala,  dana  ee  mpde  d*ezpoei> 
HoDf  neoa  avona  reDeoatrd  dea  caa  aü  la  ndtbode  eat  eo  dÄal» 
et  qne  nona  avoae  aigoalda  dana  lea  Remarqnea  1  et  2.  Ea 
ontra^  lea  dqnationa  dont  Tlnt^gratlan  fkit  connattre  lea  fonctiaai 
cherehdea  ne  aont  paa  eoeoie  ranaadea  &  leor  forme  la  plua  aim* 
ple,  par  rdlimioation  dea  variablea  anpeffluea.  Nona  mootreroas, 
daoa  la  aolte«  qa*ea  faiaant  uaage  dea  Tbdortoea  III  et  IV,  noas 
ne  raneontrerooa  plaa  de  caa  oü  la  mdtboda  aoit  en  defant»  et 
qne  lea  dqnatiooa  ä  iotdgrer  pourront  6tre  ramendaa  a  ne  plas 
coatenlr  que  le  oombre  minimum  de  varlablea*  Mala  aaparavmat 
nooa  penaona  qn*ll  ne  aera  paa  iaiitile  d'appHqner  la  mdtfioda  de 
Jacob!»  aona  la  forme  qne  noua  veoona  d'expoaer«  4  qnelqaat 
ezemplea  d'dqnatlona  ans  ddrivdea  partlellea  du  pretniar  ordre,  de 
forme  fadlement  iatdgrable« 
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§.  19. 

54.  On  voit  par  ee  qui  prec^de  qiie  ressence  et  la  princi- 
pale  difficulM  da  problöme  de  l'iatdgration  de  rdqoation  aus  d^« 
riv^  partielle«  du  premier  ordre 

conaiatent  daoa  la  dtfterin&Datieii  de  it — 1  Integrales  partleoit^ea 
disHactee* 

de  requation  lincaire  {II,  tp)  =0,  Us^iielleü,  prises  deuz  a  deux, 
(loiveot,  en  outre,  satislaire  a  la  coodition 

|inar  tnutes  les  valears  de  £  et  de  X;  prises  daim  ia  suite  des 
nofflbres  Oy  ly.-»  n — 1. 

En  eonsäqueoce,  les  formes  plus  ou  moina  faciles  a  integrer 
de  l'dqnatioD  jCf srn  eoot  celles  d'oü  Ton  peut  tirer  immediateraent, 
c*t8t*a-dire  aans  ancnne  Integration«  la  totalite  ou  seulement  une 
partie  du  syatdnie  dea  eqnationa  if|  =  a„«..,  i7n-i  =  Oii-i»  qui 
aatisfont  k  la  propoade.  * 

D'apres  les  consid^rations  gendralea  qee  nona  avens  pr^sen« 
tees  plus  baut,  il  est  ms4  de  voir  qae«  aous  le  rapport  de  la  fa- 
cilitd  de  rintegration^  iavantage  appartieot,  dans  le  caa  des  dqua- 
tions  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre  comme  dana  celui 
des  equationa  diffdrentlellea  ordinaires,  anx  formes  dabo  lesquellea 
Jes  variables  peuvent  ^tre  sdpardes.  Mais  il  est  elair  qne, 
peer  les  öquations  aux  dörivdea  partielles,  rexpreasion  ^^adparation 
deo  Tariables"  doit  aroir  nne  signification  autre  et  plus  gdndrale 
qne  pour  lea  dqoatiooa  k  nne  aeule  variable  inddpeodante. 

55.  <Sup|»osons  que  T^quatioo  aux  derivdes  partielles  du  pre- 
mier ordre  proposee  soit  de  la  forme 

JB{Xff,*m9  ssitf  Pif'f  pnf  q>if  q>«)  ^  e, 

<Pm  de^igiiaiit  des  fonctiona  des  variables  ari«.*»  Xm»  Piff  p», 
qui  satiafont  a  la  coodition 

pour  tootes  lea  vaienra  de  i  prlaea  dana  ia  auite  dea  oombres 
li  2t»«.t  in* 

23* 
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Ezamifions  k  quelles  condUions,  outre  celle-!i,  doivent  «atis* 
faire  les  fonctions  9>i»-..>  <pm»  pour  que,  dans  Tint^gration  de  1'^- 
quation  donn^e,  on  poisse  lea  conslderer  comme  des  constaate». 
Poor  eela,  eonceTons  que,  eo  apfiliquant  la  m^thode  de  Jacobi, 
noas  ayons  treovd  uae  parlfe  du  Systeme  des  equatioos  qei  aatU* 
fonk  k  la  proposäe, 

Ics  lonctiont*  JJ^,...,  Jfi  ne  reiifermaiit  pas  les^  coi»?»lantes  arbi- 
traires  o/,  nuxm  {xtuvant  contenir  (pi^,,.,  g>mi        (jue,  cd 

considf^rant  ces  dernieres  quantit^s  comme  des  constaiites ,  le«» 
toiictioiKs  Ulf.,.,  Hl  soieiit  supposees  «»atiKfaire  ä  la  coiuiitioa 

pour  touteti  le8  vaieurs  de  i  et  de  k,  pric»ei»  dan«  la  suite  0, 1,  '2,^,  l 

Vax  coiifiidürant  maintcnant  de  iiouveau  qPi»*.»  fpm  comme  (le> 

foiM  fions  de  3*1  ,  :rn,  pnt  on  tronve  que  le  preoiier 

meiiilire  de  reqiiaJioa  qui  exprime  la  condition  prdcedente  prend, 
en  vertu  de  ia  iormule  (5)  du  §.  16.  (Chap.  IV,  art.  36),  la  lorroc 

.    „  ( 8//,  f //t     S/Ji  iJh  \ , 

Le  premier  et  te  trolsidme  terme  da  aecoad  membre  de  cette 
dgalitd  sont  nuls,  en  vertu  des  conditiona  prdcddentes.  Pour  qne 
|e  second  terme  se  rdduis«  anasi  ä  sdro,  il  est  drident  que  les  fopc* 
tions  gpi , . . ,  q)m  doiTent  encore  satisfaire  k  la  eoaditioii 

iß)  {üi.  q>r)  «  0 

pour  Ceutea  lea  valeors  des  indices 

56.  Rcmarquons  maintenant  que,  si  dans  TequatioD  donnee 
on  reconiiait  ia  presence  de  fonctionA  g>j,...,  q>tn,  remplissant  les 
coiidifions  (»)  et  cclles  des  coiiditinns  (ß)  qui  correspondent  ä 
Tindice  i=0,  c'est-a*dire  les  conditioos 

(//,  9,)  =0,    (//,  qpj  =0,...,    (//,  q>,„)  =  0, 

alors,  pour  salisfaire  au  reste  des  eonditions  iß)  il  suAira  d€ 
prendre 
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dt'signant  des  {onctions  assujeifies  h  cettr  scule  coli- 
dition ,  que  du  s\'8teme  de«  equatioiKS  pn  cedeiites  on  «e  jiuUst* 
tirer  aucune  relation  eiitre  les  sc  nies  quaiitites  //i,..,  ///,  "n  ,  ct^ 
qui  est  la  meine  chose,  eiiir»*  Oi,..,  oi.  iMai«  il  est  evident  que  cela 
8era  toujours  |tossil)le,  si  t  <^vi.  Par  eonsöqueut,  le  iiombre  des 
equatious  satt^faisant  a  requation  donnee,  qut  peuvent  etre  üe- 
terffliaees  de  cette  maniere  doit  «tre  «gai  ou  lolörieur  ä  i». 

Si  //I  n'cst  j»as  plus  uraud  qur  « —  1,  et  que  foufes  les  lune- 
tiofi8  . . , ,  cpm  conticnnent  reellenient  les  varialih  s  yyj,..,,  pn^ 
et  avec  eela  soient  distinctcs  et  iTtdependantes  par  ia[>port  k  CCS 
variables,  ator^i,  il  est  beaucuup  plus  simple  de  poser 

£f,  =  9j  =  o,  , . . . ,    Hm  »  flPi»  =  Um* 

57.  Qoant  au  luoyen  de  decouvrir,  poor  nne  ^quation  dornige, 
Texistence  de  fouctioos  9>i,  Mtisfawant  aax  coiiditions  iiidi- 
qoäes  ci-dessus,  on  ne  peut  donner  pour  cela  de  regle  gtfndrale. 
Tootefois  II  y  a  OD  caa  oü  TexuitenGe  de  cea  fonctions  devlent 
evidente»  et  ou  par  cons^qaent  la  mdlbede  preeedente  peut  e'ap-  , 
pliquer  sane  difficiiltd. 

Supposons  requation  dono^e  miee  sous  la  forme 

la  fooctiou  B  oe  cootenant  expridtenient  que  les  varia6les  x^, 
Pi,.*,  xi—itpt^u  fooctioo  ^  ne  cootenant  qoe  les  variables 
'il  Piff  Xi^k-iy  pi^k-t  la  fooction  qtm  n^  conteoant  que 
lee  variables  a!i\.k.\....  {i,  f^t-i  ^-f  ...  (/»••}  •^n»/'«'  On  peut  direalors 
que  daae  cette  «(quation  les  variables  sont  separdes.  Dans  ce 
cas,  il  est  dvident  que  les  eonditions 

sonl  satisfattes  pour  toutes  les  valeurs  1 ,  2, . . . ,  m  des  indices  r 
et  «.  D'apres  cela,  en  vertu  des  conclusions  prec^dentes,  au  lieu 
de  requation  donu^e,  on  peut  integrer  separenient  ebacuue  des 
equatious  aux  derivees  partielles  du  preiuier  uidie 

Ol,..,  u„i  desii^nanl  des  coiistantes  arldti  aires.    Si  le«  integralem 
conipletes  de  ces  equaliuns  6ont  rei>pci:iivcinent 
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1  inl^ale  eomplite  de  F^quatioii  doDo^e  eera  dgale  a  lear  somse 

s;©  +    +  =  » -f  « » 

tt  ^tant  la  aomme  des  eonatantea  arbitrairea  a^^,  »m*  intro- 

duites  par  simple  addition.   En  elet,  il  est  faelle  de  B*asmer 

que  cette  integrale  satisfait  k  r^quatioo  proposee,  et  qu'elle  reo- 
ferme  n  constaiites  arbitrairea. 

$8.   Remarquons  que,  si  une  des  feoctioas  «pi»  ne 

renfeitDe  qo'one  couple  de  variables  correspondantea,  telles  que 
et  pii  en  egalant  alora  cette  fonction  ä  unc  constante  arbi- 
traire       et  tirant  de  cette  equatioo  la  valeur  de  pt  en  xt  et  ay 
en  en  däduira  riot^grale  zt  au  meyeo  d*ane  quadratare. 

Si  une  des  variables,  xk  par  exemple,  n'entre  pas  explicite- 
luent  darii»  Tequation  duniiee,  on  a  alors  l'^quatioii  pk  —  akt  ^ 
quelle  correspond  l'integrale 

D'apr^s  cela,  lea  iotegralea  completea  de6  equations 
8«  _    /Bx      &  \ 

et 

peurent  a'obtenir  sans  particulaiiser  la  forme  des  foncfioDS 
et  il  est  ^videot  qa'elles  sent  respeetivement 

et 

» 

i/'i «  t//^ ,  • . . . ,  f^n  ^tant  les  valeurs  respeetives  de  pi »  p^, .« . . ,  ^ 
iröes  des  dquatioos 

59.  Seit  rdqaation 

y  /  8r       6t  8z  \ 

'=^V,Ö^/   8^"-'  öS,/ 
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Si  Tod  repr^eote  «on  iotegraie  par  requation 


OD  eo  lirera 


•D  posant 


dz    Bz  pn^ 


Ptr  la  aulMtitation  de  ew  valeara,  IVqnatioD  dono^e  prend  la  forme 

_El  Fl.        — -2lV 

dans  laquelle  les  variables  seilt  matetenaDt  söpar^s.  Par  cons^- 
()üent,  l'integrale  de  l'^qaation  traosfemi^e  sera  donn^e  par  la 
somme  des  integrales  des  equations  aox  diffirentielles  ordioaires 

La  derniere  ^quation,  en  particalier,  s'integre  simplenient, 
lomiae  la  fenctien  F  est  bomog^oe  da  degr«^  fi  par  rapport  a 

dz  dz 

85"'"*'*  Bx^ '        prend  alors  la  ferme 

(—1)." 

d'eft 

pn+i  =— [F(iii, . a„)y  .  J  • 
Pac  sttite,  rint^ale  cempl^te  de  rdqaatlen  traosferm^e  devient 

En  dgaUot  Je  aecend  membre  ä  sdre,  en  eo  tire,  penr  la  valear 
de  %  qni  aatiafait  k  l'dquatlen  propesde, 

^  /fc — 1  \u-i  (otaTi  4-  flgjTa  -h » •  •  +  qiia^n)iu--i 

^  ^  ^  [F(a|,  fl,,..., 

60.    CensidöroDs  ud  cas  plus  g^odral«  Seit  r^quatioo 


I 
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F  desigoant  une  lonction  homogene  du  degre  fi  par  rapport  » 

dz  dt 

dx^*"*'  häsi  ^  l&ide  de  ia  trauaformation  pr^ödeote,  et  en 
coiiservant  los  n^meii  notation«,  röqtiation  donn^e  prend  Ia  forme 

Le  Probleme  so  ramöne  dooc  ä  rintiSgratioii  des  deoz  ^quatioos 

L'iut<;grale  de  la  promiero  de  cee  deux  (^qoatiooa  est 

f» — j 

Desigoona  rintegrale  de  la  seconde  par 

Llotögrale  de  r^uaüoo  traiisforniee  aera,  d'aprea  cela, 

d'ou  Tod  tire  enfin  Tiotdgrale  de  r^^quation  proposee, 

\     ^     ^  II./  ^  v,-^" 

*  =  •  l''  U'i»"..  ^«f  ^»  fli»..., 

Comme  exemple  de  ce  caä,  preaona  l'^quatioii 

qui,  aprea  la  tranaforiBatioD,  prend  la  forme 

Ici  noua  remarqnooa  d*abord  qae  lea  couples  de  variables  Corres- 
pondantea  t  et  j»«,  sont  s^par^ea;  le  probltoe  se  r^- 

ro^ne  donc  k  rintögratioD  des  dquations 


r 

f 
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'     Or  il  est  evident  que.  dans  la  derniere  äqoation,  les  variables 
]     et       0-3  et      sont  egalement  separöes.   IVous  avone  donc  k  in« 
I    legrer  ies  qoatre  ^qoations  difförentiellee  ordinaires 

'  -  dont  Jes  integrales  sont  reape€ti?emeDt 

i'  +0'  =  ±  2oi2i, 

Par  consequeiit,  l  iutegrale  coinplete  de  l  equaüon  tranaformäe  sera 

'  Enfm,  en  efjalaiit  a  zero  le  seconH  n.enibre  de  vette  ^quation, 
t    oous  aurona  i'iotegraie  coiuplete  de  1  eqoation  propoade. 

61.  Dans  les  exemples  precedents,  la  solufion  conipfete  s'ob- 
[  leoaitaa  rooyen  de  la  seule  Separation  de«  variaMes.  IMnintt-nant 
I    Uneaera  pas  inutile  de  traiter  un  cas  dans  leqrH»!  l  appli*  afion 

dece  proedde,  quoique  «impliOant  le  probienie  vi  (]<.i,Man(  une 
I    pirlie  de  aa  Solution,  ne  dispense  pas  toutefois,  8i  I  on  veut  oh- 

teaif  riotdgrale  eomplete,  de  recourir  necessairement  a  la  m^tbode 
\   da  Jacob i. 

1 

I       ^oit  donnde  l'dquatioD 

I    Cette  equation  renferrae  six  variables  ind«  pondantes  Xi...,  ^r«,  et 
ne  contieiit  pas  la  fonction  inconnue  z  elle  mdme,  maia  aeolement 

8w  ddriTdea  partielles  ä~'  •  -         Ed  ddsignant  eelles-ei  re- 

»pcctivement  par  p^,  et  0  Introdur^ant  pas  d  autre  chanee- 

weatdans  la  forme  de  l  equalion  proposee.  cette  dquation  deviendra 
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Maintenaot  il  e^t  Evident  qne  les  variables  Xi ,  pi  •  ^»  pi, 
^8*  Ps*  d*ooe  part,  et  d'aulre  part  0,4,  /;4,  ^5,  jt«,  sont  wi- 
partes.  En  egalant  i  une  eonstante  arbitraire  «  Texpression  eelie 
crocbets,  qui  est  formte  avec  le  secood  groupe  de  variables,  oo 
ram^ae  le  probltoe  h  Tinti^ratloD  des  deux  ^(qoations 

(««Pi+*iP«)^8+«/^(Pi— Pi)  =  «• 

La  premiere  de  ces  equations  s  intcure  tres -sini[»len>ent  aa 
moycn  de  la  Separation  des  varialiles.    liii  effet,  remarquoüs  da 
bord  quo  la  variable  indepeiidaote      0  y  entre  pas  explicitemeDi; 
posoDS  par  coosequeiit 

l'equatioo  prent! ra  la  forme 

#>4*+  (ß  +  «4)0»+  *S)P*  =  «» 

II  e«it  evident  m.tintfiMnt  «jue  les  Heux  couples  de  variable« 
et  et      sout  separees.    En  posant  donc 

il  vient 

et  Tod  ea  tire 

par  auitet 

d'oü  Ton  tire,  par  l'integratioii^  la  fonction  cbercb^ 

1'  +  wl'  ~  1^ (a-^y-yx^)!  +  ^ar^^  +  log {ß  +a:*)y. 

62.  PassoDS  a  rintc^gration  de  la  aecoude  des  eqoatioos  pre* 
cedeates, 

1 

H  =  (.T2P1  +  Xi -f  apsipi  —p^)  =  tt. 

Ici  Ton  n'aper<;oit  pas  la  possibiilti'  de  suparer  lea  variables- 
Nmis  prendroDS  donc  la  m^tbode  ,£;enerale  de  Jacobi,  poor  (roorcr 
deox  foDctiona  Hi^      des  variables  Xu  J?t*  x^»  pi,  p^»  p^* 
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D  abord  noits  eli«reh«roii8  uoe  fonction  i7|  «atUfaisant  4  l'tf* 
qiialioii  Uodaire 


pois  one  aatre  fonctioo  JB^  satwfaiaant  ans  dem  ^quations  aimul. 
taa^a,  de  m^oie  forme  qae  ia  prMdente, 

im)  {U.  £ft)  =  ü.  (ifj,       =  0. 

D*aj)res  üela ,  Ia  fonctlon  ^|  devra  etre  d^terroinee  coninie 
uoe  de?*  iatögralea  du  systöme  d'eqoations  siniultan^es 

W  'dlT'^   BH    -   ofT^  hfl  'W~'~'JH~' 
dxg         dx^  dpi         dp^  dp^ 

lesquelles,  par  la  Ji^uUstitutiofi  de  la  vaieor  doooöe  de  H,  preDiieut 
ia  lorme 

dPt  ^^P9  _  dpM 

^iP%  + 

x^x^  f  a|>a         or,  —  «/Iii  ~"  a(/>|  -ji^* 

D'aprefi  une  [>ro|iriete  connue  des  rapports  egaux.  le  premier 
et  le  second,  le  (juatrieme  et  le  cinquieroe  rapport  du  Systeme 
precedent  donuent  1  equalton 

d{pi  -k-p^  _  _  d {xi  -f 
doDt  l'lottfgrale  eat 

{^i  =  const. 

Oa  peat  donc  i^aer 

Hl  +Jrj|} 

63.  11  faut  ensulte  detenniner  la  fonction  //<2  satisfaisaiit 
BimuttanemeTit  aux  deux  equations  {m).  I'our  ce  calcul ,  il  est 
comoiode  de  s  aider  du  tableau  suivant: 

Th«il  L.  84 


I 
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9 

0 

a*a 

Pl+P« 

0 

0 

0 

a. 

X,  +x. 

Pi 

• 

1 

-«1 

d. 

i»l+p» 

0 

0 

— p« 

— « 

—  l 

a. 

*ipl  +«IP» 

0 

0 

— *» 

0 

Pt-*l 

d. 

«Ol— p») 

1. 

0 

0 

0 

0 

=Pi'-P«*  =Cp.-Pi>«=Oi-'«) 

=29.  =  — x,6  +"{/>i^ 


D«M  ü6  tableau  noot  loscritot  eo  töte  des  difftfrenfos  cotoß- 
D68»  Im  symboles  des  fonctioos  qui  entrent  den«  le  «alenl,  ei 
dane  les  colonnee  ellea-inAines  ee  troavent  les  ddri^^ee  pertieOet 

a  a 

de 

du  tableau,  Indiquent  la  variable  par  rapport  k  laqnelle  est  priit 
cbaqae  ddrivte.  Eiifio,  au  bas  de  cbaque  eolenne»  iio«a  avod« 
placd  lee  valcura  des  combinaieoDs  de  la  forme  {A,  B)  de  h 
feaetion  eorrespoodanfe  a  cette  celonne  avec  les  foDctfena  piM- 
deates*  C'est  prlncipalemeiit  poar  te  ealcal  de  cee  eombiaaieMi 
qne  notre  tableao  est  commode. 

O'aprös  la  tbeorie,  il  Taut  comroencer  le  caicul  de  ü%  pv 
ddtermiDer  uue  integrale  de  l'ane  des  deux  equations  (m).  & 
Tod  prend  ponr  cela  la  premi^re  de  ces  dquatioos»  II  faudra  de* 
terminer  uae  des  integrales  du  syst^me(ii),  aatre  qae  ü^^cooät. 
Le  premier  et  le  second  rapport  de  ce  systtoe  feuroisseat  l> 
quatlofi 

Pt       Pi  ' 

doui  i  iategrale  Qsi 
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^  SS  ^  '-^  =  coost. 


Au  moyen  du  premier,  du  second  et  du  dernier  rapport  du  Sys- 
teme (n),  nous  avons  t  equatioo 

on' 

dont  rint^ale  est 


64.  tableaii  pr<^cedent  uiontre  que  Tinte^raie  (p  ne  pcut 
fournir  la  valeur  de  Z/^,  parce  que  le  resultat  de  ia  Substitution 
dans  (//j,  tp)  \\eM  pas  ^gai  z^ro,  et  que,  ce  rösultat  ^tant  une 
lunctiun  de  9,  aloris  en  vertu  de  la  Remarque  1  du  §.  18  (art.  49), 
la  functioii  qo  ne  peut  servir  pour  le  calcul  de  U^,  lorsqo'oo  a 
deja  cboieii  ia  valeur  de  //|. 

Oll  voit  par  lo  nieme  tabieau  que  l'integrale  1/^  satisfait  aur 
deux  equatiotiä  aimultaitees  (w);  on  peut  donc  preudre  JJ^=-iiJ. 

En  e^alant  les  valeurs  trouv^es  pour  et  pour  respec* 
ti^ement  ä  des  constantes  arbitraires  6  et  c,  00  aura,  au  lieu  de 
lequation  donnee,  les  trots  equatioDS 

Hl  =  {xi  +  x){pi  -i^p)  =  ö, 

x^ 

d  Oll  Tod  üre  algöbriqaemeot 


2a— 63-3  1 


psr  cona^aaat. 
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En  inte^rant  cette  expresäiuo,  nous  obtiendroob  la  öecondc 
partie  de  1  integrale  cberchee, 

+  -^^  .Mteng  ^g.  -  +  a^«, 

Par  consequeat  Tintögrale  cun^plete  du  probleroe  sera 

=  log  j  +  Ol  (*i—<ar,;  (€  +  -«-} 

A  —  A'-^  A'\  b,  e,  «•  ß,  f  dtfsigDaot  siz  eonstal^s  arbit 
dwtinetos. 

6(1.  VayoDS  all  n'est  pas  possible  d'obtenir  la  (ODlutioü 
{»robleroe,  «n  eommen^ant  le  caicul  de  la  fonction  //^  pWr  la 
tarmioation  d'una  iotagrale  da  la  aeconde  daa  dqnationa  (nf)- 


L'int^gration  da  rdqoation 


Q»J  Ä'W  dff  ' 


aa  rainena  ä  celle  du  ayatöme  d'equationa 

dpi         dpt       —  dta?t  —rfjTa 
Pi-f-Pi  a:|+aa|  «i-|-«a 

doot  les  iotegraie«  aont  ^videmmeot 

Pi  — Pt  =  coBat,  Pi  — pi  +  a:,  —     —  coaat 
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Pmons  la  premiAre  de  cm  integrales,  comme  ÜKOt  la  ploe 
cimple*  et  poeoae 

Le  tableau  ci-dessus  nous  fait  voir  que  le  rtisiiltat  tic  la  Substi- 
tution de  d  ä  la  place  de  dans  la  preniitre  des  equations  (m) 
est  — x^ß,  et  cette  fonction,  que  nous  designcrons  pur  6',  sera, 
d'apres  la  th^orie,  une  iiouvelle  integrale  de  la  secoude  equation 
(m),  Le  resuitat  de  la  suhstitution  cj®  ^  ^  place  de  IJ^  dao8 
ia  premiere  equation  (m)  sera 

La  fonction  ß"  est  evidemmeot  une  nouvelle  integrale  de  la 
seconde  Equation  (m);  mais  eile  s'exprime  eo  fonction  des  deax 
precedentes  6  et  Nous  arröterons  dooc  Ih  les  substitutions, 
et  DOOS  chercherons  une  fonction  F  des  deax  integrales  distinctee 
^  et  ß',  qui  satisfaeee  anx  denz  ^qaatlone  (m).  Poof  eela,  for- 
moos  lee  eqoatioDii 


La  premi^re  de  ces  äquatiooe  eat  eataelaite  par  une  fonne  quel» 
cooqae  de  la  fonction  F;  la  seconde  sera  eatisCaite«  ei  Ten  döter* 
aiiae  F  eomnie  mt^gfale  de  rdqaation 

^  +  eÖ» 

En  exposant  la  thöorie  gän^rale«  nous  avons  introduit  dans 
an  pareil  systöme  d'^quations  une  nouvelle  variable  r,  en  e^alant 
la  valeur  commune  des  rapports  pr^ff^dents  a  la  (Üffereotieile  dr. 
Mais  dans  le  cas  actuel  il  sera  ausäi  simple  de  se  passer  de  va- 
riable auxiliaire.  Eo  effet,  l  e^uatioD  precedente  peut  8*^rire 
sous  la  forme 
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£a  posant 


de'  ^ 
de  - 


er^uB,  aou   2jr  =  «  +  Ö^t 


.  ^du  .0 


d'oft,  eD  ioMgnnt, 

et  par  suite 

Cette  inti^grale  de  la  premitee  ^oatioa  («)  avait  d^Ji  Mi 
tirde  inaiddialtfinent  da  ayaMme  (»)»  et  ooua  raviona  ddaigode  par 
^.  Par  aaile»  la  nouFelle  voie  conduit  k  la  iDöme  inCdgnüe  ca»- 
plöte;  oependant,  qooique  plua  longne,  eile  eat  pliw  Intdreaaaate 
que  la  prdcddente,  en  oe  qu'elle  prdaeate  nee  appUcatioo  ph» 
compl^te  de  la  thdorie  de  Jacobi. 


{.  20. 

C6.  Nous  allond  luaintenant  introdoire,  dans  l'ezpoaltioo  de 
la  methode  de  Jacobi,  les  sim^lifications  et  les  coinpleineiits 
doot  il  a  etö  question  a  la  (in  de  l'avant  deroier  paragrapbe  (art  53). 

ReprdaeotoDa  encere  r^qaation  donode  par 

la  fonction  ioconnue  t  dea  variables  ioddpeadantea  ;r|,...y  ay 

entraat  qoe  par  aea  ddrivdea  partiellea  pi  pn\  et  le  ayatte 

dea  n  —  l  dqaatlona  cberchdea  qui  doiveot  la  compldter  par 

Bi  s=  Ol»        =s  o^***»   Äb— 1  =  flu— i* 

lea  Premiers  menbrea  devaat  dtre  dea  foDctieoa  dea  ▼ariaUas 

Pn,  qui  ne  coDtiennent  pas  lea  coostantea  aiK- 
trairea  oj , . . . ,  am—u 

Ce  systöme  de  n  eqaations  pent  ^videmmeot  dtre  resiplace 
par  tout  autre  syattee  dquivaleot.  Par  exemple,  par  la  pisiaWtf 
de  ces  dqaatkMia,  on  peat  ezprimer  pi  en  fooctioa  dea  autrsi  fi^ 


mat  itirMe»  partteiiei  du  premitr  wär;      CA.  V,  $,  20. 

riakies  et  de  a;  en  ftobstitoant  cette  valeur  de  pi  dans  la  secoode 
tfqoatioD,  on  poorra  en  tirer  la  valeur  de  en  fonction  de  tontes 
las  ?ariables  restaotee,  bormis  pt  9i  p^,  et  des  constantes  a,  a^, 
En  continuant  ainsi,  il  est  clair  qat  Von  pourra  g^nöralemeot  ex* 
primer  cbacane  des  n  premi^es  qoantUds  de  la  sdrie 

en  fonction  des  2;/  quantites  qui  le»  suiveiit  dans  cctte  serie.  K>i 
i'on  designe  ces  expression«  reapectiveinent  pur  a>|,  (o^,...,  coa, 
aoos  anron«,  au  lieu  du  Systeme  d'equations  precedent»  cet  autre 
•yst^me  ^quivaieot»  eomposi^  aassi  de  n  equatiooa, 

!»£— »1=0«  jsft  — (»a  =  0,...«  = 

67.  Comme  nous  avons  8<Mis>entendu,  dane<  cc  qui  precedet 
que  les  premiers  nicmbres  des  equatiuutf  ü=a,  //|  =  a|y«... 
«a(i«faisaient  ideotiquemeot  a  ia  couditioo 

(o)  {tii,  Uk)  =  0, 

pour  toutes  les  vaieurs  des  indices  t  et  k  prises  dann  la  amiv  des 
iiorubre»  0,  I,..,  w  —  1;  alors,  en  vertu  du  Theoreme  III  du  §.  17 
lart.  41),  les  premiers  membres  des  eqiiations  Pi  —  o>|  =  0, 
f^— 09^=0*...  devrout  satisfaire  ideutiquetueot  ä  ia  cooditioo 

jjour  les  memes  \aleurd  des  indices  i  et  h.  Et  de  nieme  que  le« 
^qndtiuiii*  (fi)  nous  oni  servi  pour  ja  tieteniiiiialiuii  successive  de» 
fooctions  Hx,...y  Hn~\  au  inoycn  de  la  fonction  donnee  //;  de 
meme  les  ^quations  (6)  pourront  servir  a  detenniner  les  fonctions 
(ü2,...,  o>a  au  moyen  de  la  fonction  donnee  eü^.  Mais  il  est  facile 
de  vuir  que  les  äquations  (6)  sunt  plus  simples  que  les  öquations 
(a;  correspondaotes. 

£o  effet,  ucä  deruieres  sont  toutes  de  la  möme  forme» 

etc  comme  cbacane  des  feoclions  Hu  Hu  contient  tentes  les  2fi 
fsriabtes  ort,...,  xm»  Pif'»pmf  cbacuoe  de  ees  dqnallens  anra 
2tt  termeSb  L'dqnatien  cerrespeedante  da  systöme  (6)»  formde 
d'aprte  ia  m^me  !oi,  sera 
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=  a 


Mais  si  Ton  observe  que  les  fonctions  (Otfi»  o>k-\\t  qui  peu- 
vent  rctifernier  toutes  les  variables  :r|,..,Xii,  ne  doivent  conteoir, 
parnii  les  variables  pi^...,  pn»  que  Celles  dont  les  indices  soot 
respectivenieiit  plus  graiuls  que  les  indicos  i -\- l  ^  A'-f  1  de  ces 
foDctions;  il  est  facile  de  s'assnrer  que  i'^quatioii  pr^cedente  aara 
d  autant  moins  de  termen  que  les  uuaibre«  i  -H  I ,  A  +  1  seront 
plus  grands.  D'apres  cette  reiuarque,  et  eii  suppo^ant  t<A',  on 
pourra  developper  cooiine  il  suit  la  äomiue  qui  forme  ie  premier 
nieiDbre  de  I  «Ration  precedente. 


im 

=  1) 

(m  =  2) 

*  • 

%  •  ! 

+ 

* 

Q. 

0 

0,  0 

I, 


(m  =  t  +  2) 


0 


+  ...  + 


c 

dorn 

OQ)i-fl 


Dans  ce  döveloppement«  noai  avona  remplace  par  des  aste 
risques  (*)  les  ^^meats  de  cbaqae  d^termioant  qui  devaieot  ^tre 
multipliiSs  par  z^ro.  II  eat  ^fideot,  d'apres  cela,  que  reqoatioo 
precädeote  peot  s'äcrire  corome  il  soit. 
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 doik^i      dco^  i      *=^-K^  dcüj^i  Bcük\^i 

(e)     {       Öar<+1       CJTk^i       m=i^i   Bpm  dxm 

■ts^s  \  d<v»  dpa  y  ' 

et  que  le  nonibre  de  ses  ternies  est  egal  k  2f}  —  h  —  %.  Ainsi. 
par  ezein|ile,  dan«  la  premiere  ^quatioo  da  Systeme  (6),  pour  la- 
qaeUe  t  =  0,     =  1 ,  il  y  a  2n  —  1  termes ;  daoa  la  deroi^re» 
Is»  — 2,  k^n^Xt  il  y  a  aeulement  3  termes. 

68.    l>  aprds  cela,  la  fonction  variables  Pi,.  -  -,  pn, 

Zn  devra  ^tre  determinäe  au  nioyeo  de  la  fonction  doooee 
par  l'iDtägratioii  de  T^uation  ünöaire 


ScOi         da>2        S«!  ÖODj 

(;»»-«»».  I».- ».)  =  - +     -  Ijj; 

+  "ü"  f^"'  ^'**  —  —  — ^  =1 0 


(I) 


dan8  laquelle  la  fonction  ehercb^e /^^  =  entre  non-seulenient 
par  Ke«  deriv^es  partielles,  ntais  encore  explicitement  danti  le» 
coellßcients.  I^e  nonibre  des  termes  est  2n — 1,  et  Tun  d'entre 
eux  ne  contieiit  pa««  les  d^rivees  partielles  de  la  fonction  cberchee. 

La  fonetioo  »b  des  variables  |»4a**»  pm  ari»*..»  Xu  devra  Atra 
dtftermin^  ao  moyeo  dee  foDCtiona  eonnnea  e»i  t  de  mani^ 
4  aatiefaiffe  aioialtaii^mant  ans  deuz  äqnations  Uo^irM 

ms4  VÖJ:»  dpm       dpm  dXm  )  * 


dont  lea  eoefficlents  conliennent  pareillement  la  fonction  chercb^e 
l^sscos,  et  le  nombre  des  termes  et>t  egal  pour  la  piemi^re  4 
ia— 2«  poor  ta  seconde  k  2it— 3. 

ßa  g^a^nil»  loiaqo'on  aufa  döj4  d^tenain^  tee  fonetiooa 

24» 


uiyiii^ed  by  Google 


362         JmscäeneisMjf:  Sur  VtrUegraUondes  iquattma 


c»2f  o>3f*>  ooit.  alors,  au  moyen  de  ces  fonctions  et  de  (a  fonc- 
tioo  donnee  cO},  on  devra  determiner  cak^ien  fonction  de ^*4.s».., p% 
Xi,.,.^  Xn,  de  maniere  &  «aCisfaire  «multan^ment  au  Systeme  dct 
k  ^quations  lineaires 

lesqiielles  sont  de  la  forme  de  requatioo  (c)«  et  s'obtieuneut  en 
faisant  sacceäsivement  daos  celle-ci 

jasO,  1,.... 

Relativement  ä  leur  forrne,  nous  n'aurons  qu'ä  r^p^ter  les  remar- 
ques faites  plu8  haut  sar  les  öquations  des  syst^mes  precedeuts» 
ies  nombres  de  lenrs  termes  serout  respectivement 

On  peut  ecrire  de  cette  manidre  cbacuo  des  n  systemes  d'^ 
qiiatlons  qui  servent  a  la  d^terroination  successive  des  fonctions 

093,...,  mn*  Mais  on  voit  par  ce  qui  pr^c^de  que,  dans  les 
differentes  öquatioiis  d'un  niemc  Systeme,  le  nonibre  des  variables 
n'est  pas  le  meine,  nun  plus  qne  celui  des  termes.  Aingt,  dans 
lej^  ^f]uatioos  {k)^  tes  uombres  de»  variables  formeat  ^videnuBeat 
la  s^rie 

Im  nombres  de  termes  ^tant  eiprimtfs  par  la  aärie  {k% 

En  cons^quence»  il  fant  timnsrermer  les  ^natloos  «{«desssi, 
de  maniAre  ä  reodre  I«  nombre  des  variables,  ainsi  que  celui  des 
termesy  identiques  dans  tonta  les  äqnations  d'on  mine  Systeme, 
et  respecti?ement  ^ganz  anx  oomlires  de«  variables  et  des  temes 
dans  ü  demiire  dqaaÜon  du  systteie.  Ainsi,  dans  chaciine  des 
dqoationa  {k),  on  rddaiim  la  nanbva  des  vatiaUns  4  %m^k»  et 
calni  des  termes  &       2it-f  t 

60.  Commen^ons  par  appllqner  eette  tranaforniatioD  anxdqoap 
tions  (S).  La  premi^re  de  ees  öqtiatlons  peut  s'obtenir  immddia» 
tement,  puisque  la  fooction  coi  des  variables  p%»»^9  pmt  «k««-*  A 
se  tire  algöbriqaement  de  l'^quation  donoee;  mäis  on  ae  peat 
forroer  la  seconde  qu'aprös  avoir  ddtermlnd  nne  integrale  p^=^ 
do  rdquatioo  (1).  D^s  qoe  Ton  cpnnattra  cette  intdgrale»  o&  «i 
d^igne  nne  fonction  de  /^s,...,  p«,  xi,...,  on  poorra  alors 
dvideroment  snbstitoer  dans  C0|  la  valenr  de  et  ezprfaner  alssi 
s»i  an  moyen  des  mdm««  variables  qne  «t»  d'<»^  U  devra  rdsnlter 
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ma  4UrMi$  parUeite»  du  fTmier  ordre.       Ck,  K»  963 

une  siniplification  de  la  prerniere  des  equations  (2).  En  d^signant 
par  Gl)/  ce  que  devient  ia  füiictiou  ca^  apr^s  la  Substitution,  et 
par  ^  unc  qaelcooqu«  dea  variable«  j!^,...,  ^  «i»*..*  ^  U  eat 
dair  qu  od  aura 


TT  -  IT  +  5i  ar* 


'  Cette  formole  indique  d*elle-meme  de  quelle  maniere  N  operera 
b  traosforfnation  demand^.  Pour  cela,  il  est  aisö  dp  voir  qu'il 
laiit  ajooter  i  la  prerniere  des  Equations  (2)  le  produit  de  la  se- 

ceode  par  ^  t  ce  qiii  donoe 

\C9^       9p%  0*%/  OXi 

/d(»i  dcD«     d&>|  doo^X     /d<D|  ^  dcD|  dcoxXdco^ 

00,  en  renarqnaiit  qae 

«I  ayaat  ögvd  k  la  formale  prdetfdente» 


mM\S£^  dpm  S^/' 


On  remplacera  par  cette  equation  la  prerniere  des  equations 
(2),  apr^s  quoi  ces  deax  equations  ne  renfermeront  plus  l'une  et 
lautre  que  les  memes  variables  p^,  p^*»-,  pn»  rr«,  et  au- 

root      nierne  oonibre  de  termes  2n — 3;  de  sorte  que  I  une  des 
Equations      transformera  daos  Taatre,  lorsquon  changera  a>i'  en 
et  vice  versa. 

II  eet  MIent  aveei  qoe  eee  deoz  dqnatione  peevent  Atre  re- 
pttenMee  synlioliqaement  aoiw  le  forme 

(l^i  — — «»3)  =  0,    ip^-m^»  p»-a>,)=0. 

I  ^^^^  combioaiaoD  deooe  encore  aoe  tcoiei^me 

>  <  ideotitö. 
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laqaette  doit  avoir  Uea  eo  verta  do  Tbdor^ae  IV  da  17. 

70.  En  suivnnt  la  lueme  niarcbe,  on  pourra  efTectuer  la  tran^• 
formation  voulue  dans  tous  les  8y8tenies  8ucceMsi(8  d'equatton« 

qui  servent  ä  la  deferrnination   des  fonctions  0)4,  to^,   San* 

BOUS  arretfT  donc  a  chacuii  de  ce5  synt^mes  eri  particulier,  noos 
allons  indiquer  la  niarche  (ie  cette  transformation  pour  !ps  ^b»« 
tions  (A)  fart.  (3li),  qui  peuvent  represeoler  un  quelconqae  ÖM 
systömes  que  i'oa  aura  a  considärer. 

On  ne  peut  fonner  iea  equations  {k)  qu'apres  avoir  d^jä  ob- 
tenu  le«  valeura 


PA     S  mh{pk-{.l ,  . . ,  pn,  Xi, . . . ,  4:«), 

doDt  la  premtöre  se  tire  algdbriquemeot  de  rdqoaCioD  doiiode,  et 
lea  cnivantea  raapactivement  de  l*iiild§tatloD  dea  dqoatiaaa  (I), 
(2').... 

En  aabatitaaat  lea  valeara  de pk»  pa-i« rapfdaeot^es  paf 
eea  dquationa  aacceaaivea,  dans  cbacnoe  dea  dquatioaa  pr^c^deotM. 
ao  exprimera  tautes  les  fonctions  (»|»  o^,...,  iok^\  de  la  ai^me 
mani^re  qa*eat  exprimde  la  foaetloa  m,  c'eat-a-dire  an  mayead« 
variablea  pit-i-i >....«  pmt  dPf  >....»  ^r«.  Si  Tod  ddaigne  par  a^'« 
os',...»  tta-i'  ce  que  daTlenneat  caa  fanctions  apr^s  les  sobifi» 
tutioos,  et  par  i  iine  qaelconque  daa  variablaa  daat  ellaa  d^pi» 
dront  alara,  il  vieadra 

""ST"  —  '^dT  ^  öpk^i    dV    Ipk    dt  • 
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71.  Oes  formules  montrent  d'elles  -  nieraes  comnient  on  devra 
proceder  pour  faire  la  irauafonnatioii  demamM«.  A^reaooa  loa 
äquationa  (ik) 

Poor  les  reduire  ä  la  forme  de  la  derniere  (Ick)»  on  comroen- 
cera  la  trausformation  }iar  l  equatioTi  {kk-i}»  et  pour  cela,  comme 
riiidique  (a  premi^re  dea  ^uations  (d),  oo  ajoutera  k  l'^quatioa 

(Ai-a)  rtfqaalioD  (kkjf  maMbgliU^  par  ce  qai  domm 

quation 

M.  MI  mta  de  la  famral«  co  qnaatlon,  rdqnalloo 


qnl  renplacera  r^qnatioo  (ib-i)  cId  ayattme  (i). 

Pour  tranaforaiar  T^quatioD  (it^),  II  faotet  il'aprto  la  ae- 
«oade  doa  formolaa  (iQ»  «footar  ^  l*tfqo«tiao  (Äm)  rdqoaHon 

(A^O  muUipliee  par  et  l'^quatioii  (Aa)  moltipliöe  par 

*  *  doDuera  l'^quation 


Ott 


•i>=dk-fS\  ^^m      opm  dpm      Bxm  )  ^ 

Sttppoaoiia  qaa»  ea  confiiiiianC  de  calte  awiiAra,  imnu  ayana 
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(V) 


trawronntf  tontoc  les  «^qoations  du  Systeme  {U)^  h.  I'exeeptioo  öe 
Ift  prMiUre;  «loM.  pour  transformer  au^i  ceiie-ci,  oa  formera  1'^ 
quation 

laqueiie,  en  verta  de  la  deroiere  de«  formniea  (d)»  pren4lra  la  fome 

et  c'est  par  cetto  Quation  qu'on  remplacera  l'^iuUioD  (i^). 
73.  Ainsi  le  «ystdme  traoaformä  se  composera  des  eqoatioM 

(A^O..-*  (ib^>,  (At.iO.  M. 

Dans  chacQDe  de  ces  equatioos  entrent  lea  aeulea  et  memes  va- 
riables |9ik-(-s,..>  pn,  ^i>.  -,  ctn,  et  eUes  cootieniieol  toutea  lera^iaa 
oombre  de  tJ^raea  ^n—'JLk'^l, 

II  est  evident  que  ces  ^quations  se  traoafornieDt  lea  uoe« 
dan8  les  autreg  par  l'ecbange  des  fonctions  w,',  oV»  -»  c«t; 
on  pourra  douc  les  repreaenter  toutea  par  la  meme  lorinule  geoöralc 

QU  Ion  fera  successivemeot  i=l,  2,...,  k, 

Cetta  m^ino  formale  peot  aervir  k  rcprteenter  les  äquatioas 
de  tow  lee  aotres  ayatöniea,  qul  e*eii  d^niaent  toutcs  en  doo* 
nuit  svceeMlFeneDt  k  riedice  k  lee  valeara  1,  2,. n  — I,  et 
attribnaott  poor  cbacaae  de  cee  Yateara,  k  l'indice  /  toutea  les 
^em  DOD  plu«  grandee  qoe  k. 

Enfim  Fenarqaone  encore  qne  le  eysMine  (k)  Ciaasrocmd  peal 
•*dcrire  eymboliqseaiettt  eoua  le  forme 


rA  ceä  equaüonii  on  peut  encore  joindre  ie»  identitäe 

qui  ont  lieu,  en  vertu  du  Tb^r^me  IV  du  §.  17,  pour  tootes  les 
'  valears  de  /  et  de  l'  prises  dans  la  «aite  des  oombres  1,  2,..,  Ar. 

$.  21. 

73.  Avant  de  traiter  de  rintegratinn  de«  systemes  d'^qna- 
tions  ohtenus  dans  le  paragraphe  precedent,  faisons-leor  eabir 
eneore  une  derni^re  transrorniation ,  d'ailleurs  tr^s-simple  et  ani» 
forme,  et  qu'il  sufYira,  en  cons^quence ,  d'cxpiiquer  8ur  l'^qoatioD 
(«),  qui  repreeeote  le  type  g^öral  de  toatea  lee  Aotre«. 

Dans  requation  (e),  pk-^i^f^k^i  di^sigoe  ia  foiiction  cberchee 
des  variables  pk^z,..,  pn,  X},..»  Xnl  et  w/'  est  une  foDction  doo- 
nw,  dans  laquelle  eotre,  outre  les  variables  pr^cedente«*,  Ia  fonc- 
tion  elle-m^me  pk^i  =  rtki^i  qu'il  «  agit  de  deterrainer.  U'apres 
cela,  buivaijt  le  [irocede  ordinalre,  on  transforraera  cette  equation 
CD  aoe  autre,  pareillement  lineaire,  dans  laquelle  la  variuhle  pk^i 
•e  joiodra  aux  pr&cedeotes  comme  variable  ind^pendaote»  et  oü 
la  nouvelle  fooctioo  iocooBue  n'entrera  plus  dans  les  coeffieMOta 
de  1  eqnation. 

Sopposons,  eo  effet,  que 

swt  r^uation  d'oü  Ton  dotve  tirer  la  valenr 

satisfaisaDt  ä  l'^quation  (e).  L'^qaation  fk=ak,  par  la  sabstita- 
tioD  de  la  valeur  uikA^x  de  pi\i,  se  cbangera  en  identif^;  par 
saite,  en  la  diff^rentiaut  par  rapport  a  Tune  qaelconque  t  des  va- 
riibles  pk-t*»"$  Pm,  Xi,„.f  JCn>  Dous  aurons  eocore  une  identite« 

3pHi    S<  "dt' 
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En  nalttpliant  dooe  T^aation  («)  |iar  —        '  ^  vieadra 

aA  M     Bfk  ^t4*   ^*  /    aA_  a«i*+i\ 
(a<«i'  /  (  JA,  öc«t+i\\ 

ou,  en  vertu  de  l'^galite  precedentes 

«i+aVä^*  W"®- 


Enfin»  cetto  ^aatioa  paat  aaeore  ae  mettra  aona  la  forii» 
aymboliqna 

Mf '  M  A  repr^aatant  daa  faactioaa  da«  aaalaa  at  mAnaa  variabict  | 


74  Toataa  laa  dqaatloaa  diaat  finalanaat  •  ramaadaa  4  It 
fonaa  eoavanabia«  eooa  poavana  naiatanant  aipoaar  la  ahdllHide 
paar  laa  iatdgrar.  La  plan  gdadral  at  Taatanaa  da  procddd  ndcM» 
aaira  paar  la  aaceia  da  eatta  intdgmlian  aant»  dnaa  la  aaa  aetoilt 
aaalogaaa  i  ca  qna  noaa  avaaa  ddvaloppd  aa  {.  18»  an  tiaitant  d« 
rintdgmtiaa  daa  dqaatiaaa  canatpoadaataa»  da  forma  aoa 
ainiplifida.  La  diffdrenea  da  ddtail  proviaat  prladpalaBaal« 
la  caa  prdaant*  da  rdlimiaatioa  gradaalle  das  Tariablaa  • 
daaa  laa  dqaatloaa  qa'il  laut  iatdgrar  paar  la  ddtarmlaatiaa  aac- 
caativa  daa  »—1  fondfoaa  laeanauaa.   Efa  aatta  maai^raj  aooi 
aaroaa  ancora  Ici  a-I  ayat^aaa  k  Intdgrar«  laaqaala  aa  aoiap«- 
aaraat  daa  mdmaa  aoaibra«  d'^aatioaa  qaa  prdcddaanwaft;  »aii, 
abaqaa  fola  qa*oa  paaaa  k  la  dötermination  d'aaa  noaralla  fanctlai^ 
la  aanbra  daa  variables  est  diroinu^  de  denz  naitda,  par  auite  dt 
rdUmlaatlon  atactuda  k  l*aida  de  la  fonctioo  que  1  on  vieot  da  dö- 
tarmiaar  Imni^diatemeot  afaat  calle  que  Toa  cbarcba»  £a  m^me:.^ 
taopa  qaa  la  th^orte  »e  tranva  almpllfida  par  aa  praai^d,  alle 
aat  ancara  parfactiannda  aaaa  an  antra  rapport:  les  ^<;^ations 
d*an  nidna  aysteme  cootieoaaat  malntaaant  an  #gal  nomWa  de 
variablaa;  mala  lea  tarlables  oe  sont  paa  toataa  idaatiqaaa  %»a  \ 
laa  divaiaaa  dquationa,  et  cette  circonatance  a  poor  a^at»  comil 
naaa  la  varrona  bientdt,  de  dölivrer  Ja  tbdorie  de  rimperfe<stioiS 
qaa  nous  avons  sig^nali^e  daoa  la  Reniarque  1  du  §.  IS  (art.  40), 
at  qui  diminaait  la  «Aratd  daa  applleatiaaa  da  la  mdtbada. 


üigitized  by  Google 


imx  dert9i€9  parHeUei  du  premier  ürdre,       Cä,  f,  $.  ZU  369 

75.  iia  dätermiDation  saccessive  <1m  ü— 1  rooctioo«  ineon* 
i»ef»  D^mire«  pour  la  aolatioo  de  aotre  probt^me»  peot  4tre 
prtent^  eomm«  il  aalt  aooa  uae  forma  g^a^rale. 

De  r^oatioD  donn^e  ans  ddri? dea  partiattea  da  prämier  ordre 

OD  tireta  alg^briquement  la  valeor  de  l'one  doa  ddri?dea  partielle» 
Pi,  ea  fonetioo  de»  antrea  et  dea  tariablea  aoit 

Pl  =  a?!,.., o) 

cette  valeor«  Pour  ddtermioer  rdqnatioa 

fiip^*^»  P»»  ^i»"»       fl)  —  conat.  =  fli, 

d'od  Ton  tirara  rexpraaaioo  de  |%  eo  fbaction  de  pa... »  pu 
jTa»  a»  «if  oo  prendra  rdqoatlon  liodalte 

qui,  en  vertu  de  la  formule  (g),  est  de  la  torme 

et  Ton  ddterminera  nne  de  aea  intdgralea  particalidrea,  renfermaot 
ee  qei  ae  ramtoe  k  la  ddtermloatlon  de  rone  dea  latdgrale« 
du  eyalime  dea  Sn— 2  dqnatioiia  almultaodea  ans  diffdreatiellea 
erdiaalrea  eiitre  2»— 1  yariablca, 

Si  Ton  reprdsente  cette  integrale  par 

# 

9  ( /^Ä»  •  • »  P«»  ^1  »•  • »      «)  Ä  coaat., 

00  pourra  prendre  /*!  =9,  et  de  rdqoatioo  /|  s  Oi  011  tirera  U 
valeur  chercb^e  de  aavoir 

P%  =  ^^tiPn»"*  P»»  ^n»  «»  Ol)- 

Ed  portaut  iliiits  la  fonction  i/>|  la  valeur  que  I  on  vietit  de 
troQver  pour  p^,  et  ddaignant  par  t»^'  ce  que  devient  aprös 
cette  aubatitutioo,  on  aura 

Pl  =  »1' 

Th«il  L.  85 
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ponr  la  ▼aieur  de  pi  eiprim^  an  noyei»  des  indaiee  ▼•riabl«s 
qnepti. 

76.   Ponr  dtftermioer  eneuite  rdquation 

qin  doit  fonrnir  rexpreeelon  de      cn  fooction  de  fi^^..»  pu» 

»f  jTii»  Of  ai,      on  poeera  les  deux  dquatione  liadairea  »Imiiltaadti 

(«)  (ft-V. /i)  =  0,  (Pa-«i.A)  =  0, 

qui,  en  vertu  de  la  formule  (g),  eoni  de  la  forme 

f       ^  «iV.&r«  ÖW-"' 


et  Ton  en  determinera  uno  solutiou  commuDe.  A  ces  ^qiiatioiw 
OD  pourra  eneore  juiudro  üdentUe 

qui  a  lieu  en  vertu  du  Theoreme  IV  du  {.  17. 

La  d^tcrmination  de  la  fanction  «attsfaisant  aus  äquationtt 
simultanee»  lineaires  aux  derivöes  partielles  (a),  s'effectue  en  s'ap- 
puyanl  sur  ie  Iheuieme  i  du  §,  17,  et  »  aidaot  de  Tideotitö  (o). 

Od  cberchera  d'aberd  an«  Intdgrale  parttculi^re  de  l'oDe  des 
^quatiooa  {a),  iatdgrale  qol  reofernie  ;  ce  qui  se  ram^nera  a 
la  rechercbe  de  Tone  des  Intdgralee  du  ayattme  d«a  2tt*-4  ^qoa- 
tiena  aimaltBodea  ans  diffdreotleliea  erdlnaira«  entra  2m^8  fi- 
flablea 


I        .  a«i'   aa»i'  ~ 


81  Ton  vcut  ohtcnir  une  iotögrale  de  la  premi^re  dea  ^quatioo« 
(a);  ou  du  Systeme 

dx^       rf^a  _    rfj^ü  f//?3    dpn 

ai  Ten  veat  ebtenir  ane  intdgrale  de  la  aeconde  dea  dqaatioDa  (a). 
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Sopposons,  par  exemple,  qiie  nous  ayoiis  determiae  une  in« 
(ägraie  du  preioier  de  eea  ayaiemea, 

'^(Pif»  P*f  ^i»»«t  *■»  Of  Ol)  =5  const., 

daD8  Uqaelle      pourra  entrer  en  jonant  le  rdle  de  constante. 

Celle  fonction  t/;,  qui  repräsente  une  integrale  particiilidre  de 
la  premiere  equation  (a),  sabstUuoDS^Ia  dans  la  seconde  de  ces 
equations  h  la  place  de  f^;  substitoons  le  resultat  ^if^  de  cette 
substUttlion  daos  la  m^ine  equation  ä  la  place  de  f^,  et  aiiisi  de 
eoite.   Nona  obtieodronH  aiiisi  la  serie  de  fonction« 

On  prouve  aisement,  au  moyen  du  Tbäor^me  1  du  §,  17,  que 
les  fbnctions  i/;,,  i/zj»  •  •  des  integrales  de  la  premiere  Equa- 
tion (a).   En  effet»  en  prenaiit  1  identitE  qui  exprirae  oe  tbäoreroe, 

lA.  (B,  OJ         (C,  (J,  B)]  «  0, 

si  1  üii  y  fait  A  =  — aij',  B  =  p^—m^t  que  Ton  ait  Egard  ä 
i  ideotite  (ja*),  on  trouve 

(Pi  [jii-«,.  (C,     -«,01 «  0, 

identite  qui.a  Üeu  pour  toute  fonctioii  C  des  variables  jci,.,,  Xn» 

r 

Ed  faiaaot  nialntoiiant  toar  k  lour 
oo  obtient  successivemeot  tes  ideotil^ 

•tC*  •  •  9 

qai  d^montrenl  le  th^ortee« 

Puisque  4/,  t^i,  i^2>---  repr^sentent  des  integrales  de  la  pre- 
miere des  equations  (o),  il  s'ensuit  de  la  que 

^  S3  const,  ^  =:  eonst«  ^  s  conat, • 

8ont  des  iDt<^gra1es  du  Systeme  des  2n  — 4  Equations  d'ifferentieltes 
ordinaires  simultanöes  iß),  Mais  ce  Systeme  n'admet  que  2n— 4 
inlEgrale^  distinctes  ou  independaiites  entre  elles,  et  toutes  les 
autres  integrales  du  meme  Systeme  en  sont  des  fonctionb.  Donc 
81,  dans  le  calcul  de  la  serie  t^,  ^1,  i^t>">  od  ne  rencootre 
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pas  de  terme  qui  se  r^duise  a  une  constante  quelconque  ou  ä 
zi^ro,  on  devra  alors  parvenir  n^cessairenient  k  un  terme  Vi  <|ui 
sexprime  en  fonction  de^  pr^cedents,  et  qui  pourra,  outrt, 
renferroer      en  qualite  de  coostaote.  »Supposons  que  Von  ait  aitwi 

riadice  t  ne  devant  pas,  ^videmmeat»  8urpa«ser  'in  — 4. 

11  serait  inutile  de  pousoer  plu»  loin  Ic  caicul  de  ia  K^rie  pre- 
c^dente,  pulsque  les  nouveaux  termei^  ajouteK  Ncraieiit  bien  de« 
inttigrales  de  Ia  ]>ren)iere  equation  {et),  niais  N'ezpnmeraient  tnu« 
en  fonctiüii  lieü  inle^rale^  dejä  trf»iivees;  et  noti8  savotiH  a  priori 
qu'une  fonction  arhitraire  d  une  ou  de  j)lu>itMirs  integrales  ü  uic 
äquatioii  lineairc  aux  deriv^es  partielles  est  aussi  uiie  integrale 
de  cette  equation.  En  profltant  de  ce  qu  on  peut  choisir  arbitrai* 
rement  Ia  forme  de  la  fonction  des  variable»  jt^,  tp^  ^'i,-.,  Vi-» 
qui  satinfait  ä  la  prämiere  äqoation  (a),  on  pourra  determiner 
cetto  forme  de  nianiire  qu'elle  satiiifasäe  en  outre  ä  la  seconde 
Equation  (a). 

Soll  ^tf"9  Ifv-i)  la  fonction  cbercb^;  en  la  aoM 

taant  k  la  place  «lo  daoa  ia  aeconde  dqaation  («X  od  voit  qoVi 
▼erta  de  ia  formale  (8)  du  f,  16  (art.  37),  eette  dquation  ptcad 
la  forme 

oo 

d9         BB         BS  „  dß 

S55  +  **äv;  +  ^*8^+  *  +  ^^^^^  = 

L'intögratioD  de  cette  Equation  Unfaire  se  ramene  h.  celle  du 
t^me  d'öquatioDs  diif<^rentielle8  ordinaires  aimultanees 

1  "  1^1  "  1^  F(art,  iH^iy 

qui  se  r^daisent  tres-Miaipleraent  k  une  seule  equation  diff^reo* 
tielle  ordioaire  de  l'ordre  i,  eotre  iea  variables  a:^  et  ^, 
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•t  qQ*OD  y  snbstitae  les  ▼alevra 

MI  aorm  iiDa  inMgnüe  du  syatAm«  prMdest  d'^aatioos  ifniiiltaiidea, 

Pkr  ««Dsdqo«!!^  /^ss10s|  aata  nn«  lafdgrale  eonmnm  d«9  dqoa- 
fioiM  (a).   En  poaant 

«  < 

M  eo  dddnira  la  Taleiir  dicrcMe  de  en  fonclloo  de  P4$»*9  pm» 
^■••9      1^  ffi*  A|>  TalMr  q«e  noo«  reprdsentorona  par 

Si»  dana  le  ealeol  de  ta  antte  ^s,..»  oo  reiicoatr«  an  tema 
qoi  ae  rddaiM  4  iine  conslaiit»,  alora  la  ddterroination  da  Hiitd* 
giila  contmana  daa  dqoafiana  («)  aa  fara  trda^aimplaaiaat  Salt» 
ea  elat«  ifi^zk,  k  dtaat  una  eooatanta;  naua  aorana 

d'oa  Ton  tira»  an  iot^grant 
•I  par  anlf  a 

77.  La  m^tbode  que  nous  veiions  d  exposer  potir  la  döter- 
mmatioa  de  l'int^grale  conimane  des  equations  (a)  ne  präsente 
ptiui  les  imperrectioiiM  de  detail  dont  nous  avons  pariö  daua  la  Re- 
marque  1  dü  §.  18.  Cela  tient  ä  ce  qoe  daos  la  secoode  des  ^qua- 
tioDs  (o)  ee  troiive  la  variable  qui  entre  corome  conMtante  daiis 
la  premi^re  de  cej>  ^quations.  Si  nous  ^haogions  les  rdles  des 
deox  equations  (a),  oii  parviendralt  eocore  anz  nitoea  cons^ 
qaaocas,  parce  que  la  premiere  ^qoatioo  contient  la  variable 
qai  antre  comme  coustante  daoa  la  aecaada.  En  effet,  ai  eat 
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une  fonction  de  .r^  et  de  i/',  que  nous  d^signerons  par  /'  (ji, 
on  pourra  alors  prendre  pour  1  integrale  Gommiuie  aiix  egnaÜoii 
(a)  uoe  integrale  particaii^re  de  röqaaüon 

OQ  an«  int^rale  de  l'äquation  diffäreotielle  ordioaire  da  prMikr 
ordre 

Lorsqa'une  des  variables  ^,  ou  toates  les  deuz  manqueot 
dans  F,  il  est  clair  qu'H  n'en  peut  rösulter  qa'nne  eimplifieitiM 
dans  riDttfgraHoD  de  rdqaation  ptdc^dente. 

78.   Eo  snbetituaot  la  valeur  (roov#e  p^^mg  daiw  les  foae- 
tioos  «*|'  et      00  obtiendra  de  noovellee  ezpresaione  de  pi, 
qoe  aone  ddeignerone  par 

eea  espreesiooe  ae  cootenant  plus  qae  les  variables  qui  eatttil 
daoB  la  valear      de  p^. 

Paar  troaver  easoite  rdqoatioa 

fiiP4^"»  P»»  *'!»••*  ^«»      "i»  ^  ~  cunst.  =  cig, 
d*oü  se  ddduira  la  valeor  de     en  feneftieQ  de  p»,..,  ffm  «k»*-» 


e»  Ol»  ^  Oa»  preodra  les  trois  dqaatloos  slmalta&dea  aoz  d^ 
riFdes  partielles 

(y)  ipi  -  <»  /*•)  =     (i^     » Ä)  =  0*  Ci^  -«'i»  /»)  =  0» 

qui,  d'aprto  la  formale  (g),  soot  de  la  forme 


et  l'oa  ea  dötermioera  oae  iotdgrale  commuae  /§; 

A  ces  dqaatioas  II  faat  encore  jeiadre  les  ideoticds 
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qai  oDt  lieo  ep  ▼eitii  4o  Tb^ftee  IV  du  («  17. 

Les  ^qoatioDS  (7)  mdI  de  nAme  forma  qae  les  ^nations  (a), 
a  cala  ptte  q«*allaa  fanfernent  uo  moiodra  nombra  da  wiablaa; 
OB  poorra  done»  par  la  ro^thode  expoatfe  ai^dessua,  di^terminer 
oaa  latdgrata  comarane  k  deoz  qaalcoaqaea  d'eotra  allea.  Sap* 
poaooa  qve  1'od  ait  ainai  tronvd  nne  foaction 

qoi,  mise  ä  la  place  de  f^,  eatisfasse»  par  exemple,  aux  daaz 
praiaidrea  equationa  (]f)«  Qaoiqaa  la  quantit«^  n'entre  paa 
comme  Tariable  dana  ces  deoz  dquatioDa«  elia  eat  toutefoia  ren- 
feraida  daaa  leora  coefBcieola;  ooiia  paovoaa  donc  admettre  aa 
prAaoca  daoa  ia  foaction  0. 

Subatitoona  <P  ^  /g  dans  la  troisiöme  ^qaation  (y);  »ubati- 
taaaa  de  oonVean  le  r^ultat  de  cette  Substitution  a  la  place  da  /g 
dua  la  möme  öqnation,  et  ainsi  de  aoita.  Mona  obtiandroiia  da 
eilte  aaiii^  la  aolto  dea  fonctioDa 

(i»a— «a.  *i)=^-f  (i^-«*. 

qul  seront  des  intägralea  de  la  premiere  et  de  la  aeconde  dea 
^aatiooa  (y). 

Ed  effet,  d'apr^s  ie  Theoreme  1  da  {.  17,  en  faiflaDt  d'abord 
il=:|j,  — wi",  Ä=Pj--w3,  puls  A—p^  —  oj^\  ß  =:p^—m^,  et 

ayant  dgard  k  la  aecoode  et  a  la  troiai^e  dea  ideotit^  iy*),  il 
vient 

[ftW,  C)}  +  [ft  ^«p»,  (C,  pa-V)]  =  0, 

idaatHda  qai  ont  lien  poiir  tonte  fonetfon  C  dea  variablaa  jt^»..,  Xn, 
Pif»  pa*  En  y  fiüaaat  aneooaalireinaiit 

at  se  rappelaot  qae  0  eat  nne  iotdgrale  commune  dea  deux  pre- 
mlAraa  dqQationa  (/),  on  obtient  cette  donbla  adrie  d'identitds» 

I 
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[pi^^i",  (pi- w«,  <i>  )j  =  0,  ou  (pi— 0»,".  a>,) i«o. 

[ft- (P»  )]  =  0,  ou  ifin—^'f  ^0  =  0; 


qiii  d^montrent  la  proposition  ^nonede. 

Si  la  sörie  <2>,  (Pi«  O,,..  ne  «e  clot  pas  par  un  terme  egal 
ä  une  constante  on  k  z^ro,  on  devra  afor^  finir  par  obtenir  oit 
terrae  qai  s'exprinie  en  fonction  des  prec^denfM,  pni»ique  cbacune 
des  deux  premidres  ^qnatioos  (y)  ne  peut  4§tre  ^atisfaitc  que  par 
2« — 6  integrales  particulieres  distinctes.  So\{  Ok  ce  terme,  dafm 
l'expression  duqiif't ,  nntre  les  quantites  ^i»««*  pourra 
entrer.aoMi  la  variable  a:^,   Posoii«  dooc 

ifc  o'^tMit  pas  plaa  graod  que  2«— ö. 

Poisqn'aM  foBctlon  arbitraira  de«  variables  ^»  <2>|t...  Ot^-i 
satisfait  aoz  deoz  premiteea  dqvatloM  (/)»  il  «vfüt  d»  MenaiMr 
aa  forme  de  mani^i  sa^falrt  k  la  troiaita«  equation  (/);  dk 
aatUfera  eiicore  dgalement  aus  denz  premlMs.  8f  l'im  ddaigpe 
la  foaelioo  cberchde  par  on  troinre,  poor  la  ddletiuiner^  rdqn- 
tkw  Badelre 

dont  l'iategratioD  ae  rani^ne  ao  syatdme  d'equationa  sioiultaaees 

1   ~<Pi"-4P,   F  ' 

ou  a  l  equatitiit  (J  ordre  Ji  u  deux  variables 

Ed  d^terminaot  une  de  ses  integrales  preniieres 
et  y  sobatituant  les  valeura 
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oo  obtiendra  la  valeur  chercli^e 

de  la  fooetioD      qni  satisfaH  4  l'omenible  des  equations  (y). 

Si  daoa  T^gatiM  9jfc=:F»  Tindice  la  fonctioD  F  sera  de 

Teoe  des  formes 

^(«*,        FW»  F(ir»),   F=con8t,   F  =  Q. 

llans  touä  ces  cas,  comroe  nous  l'avons  montre  dans  Tart.  77,  la  t 
m<$thode  prec^dente  poiir  la  d^tenuination  de  l'int^grale  commune 
des  ^quations  (y)  ne  tonibe  pa»  en  defant;  au  contraire,  son  appli* 
cation      Uouve  simplifiee. 

71*.    Kn  posatit  /3  =  y=  consf.  ~  «3,  on  firera  de  ceiUt  t'4ua- 
tion  une  expressioii  de       en  lonction  de  p^f^pn-,  Xn,.,  Wut  di 
Q^,  8oit  * 

Par  ta  Substitution  de  cette  valeur  de  p^  daus  ie<s  lonctions 
«t'»  •»3»  designe  par  to,"',  oDj",  toj'  ce  que  devieaneot  c©« 

loootiou«  reäpectivQoieut,  00  aura  ies  valeur«^ 

Ä  =  ^'"f  P%  -  »a"»  Pa  =  «» 
de  p|y  exprim^es  au  rooyeii  dei»  menies  variables  que 

Pour  tiüuvef  maintcaant  TtMjuation  =  oorust,  —  04,  qui  doit 
tloniier  rexpression  de  pf,  en  (oiiction  de  pQ,  •  ■ ,  pn,  ^i^i,  -,  il 
fnudra  integrer  le  systerue  deä  quati  e  equaliuus  «»imultan^eä  lineaircs 
dux.  derivees  p^tieUes 

(p,— M»',  /4)sa   (iHi-a*,  f4>s0. 

80.  Alaia  Teasence  de  la  methode  a  M  ddjä  sufTisaminent 
ezpliqu^e  par  les  d^veloppenieotK  que  noys  avens  donnes  sur  la 
marche  g^n^rale  de  Tint^gratioii  des  deiix  Systemen«  («)  et  (y); 
de  eorte  qu'il  est  mainteiiaiit  tr^a^facile  d'eteodre  rappHeation  de 
cette  methode  au  syatdme  des  quatre  equations  que  nous  venona 
d'^rire«  ainei  qu'aaz  aystemcs  treijuations  suivants.  Supposons 
qae  de  cette  mani^re  eo  ait  dejä  integre  /i  — 2  systemes»  et  qa*il 
ne  reate  plas  i  integrer  qae  le  (n-*  1)^^'»«  et  dernier.  Soienl 

•26  • 
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f%{Pn»**9  pm  *if#  ^«t  «»  «i)  =  ««» 

r^qaatioD  dono^e  et  les  integrales  des  i»  systömes  döjä  iatdgres. 

O'apite  la  intftbode  d*lnttfgration  präc^deate*  od  dem  tinr 
de  chacqne  de  cee  ^uationa  les  ezpreaaioaa  de  chacoae  dc9 
II  —  1  premi^rea  quantit^a  de  la  anite 

Pl»  Ptf'*»  P»-U  Pm,  ^if»  Xmt  a,  Ol«..,  amr-% 

ea  fonetlon  dea  %i  qui  la  aaiveat  Ed  coDBenraat  lea  Dotatio» 
pröc^deatea,  repr^aeatODa  eea  ezpreaaloaa  par 

Ii  taudra  ensuite  porter  les  vaieurs  de  pu—i*  pM—2  ,  Pt 

fournies  par  les  equations  du  Systeme  precödeot,  en  remontm: 
depuis  la  donti^re»  daus  toutes  ces  equatioos  jusqu'a  la  premiert. 
En  conservant  le  mode  de  Dotation  d^jä  employ^,  inarquous  le 
nombre  des  substitutions  successives,  effectuees  daus  chacuf» 
des  fonctions  oji,  ws,..»  en  aflfcctant  ces  fonctions  d'uo  iudice  ^ur 
perieur  correspondant,   On  aura  de  cette  maiuere 

=    (•-■),  |%=«^("^),,.,  pMSs«w»-a',  pü-issoi»-!, 

pour  les  expressioQs  de  J^»«*»  pu^i  au  moyeu  de  pm»  :r|«...,i» 
a,  Ol,...»  an~^ 

Paasons  luainteoant  ä  la  determmation  de  l'tlqoatioo 

fn-^l(pn»  Jfwf  0*  Ai«..»  O^^)  S CODat.  =  a«— |, 

d'on  l'oB  doit  firer  pn  en  fonction  de  Xn,       «j,...,  (fi«-t 

Pour  cela*  preuona  le  syaUoie  dea  öquatioos  aux  denveei  yu- 
tielies 


leaquelles,  qd  vertu  de  la  iormule  (^),  soot  de  la  forme 
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Bf u-1       Bwn-l  Bfn-l  flft'n-l  dfn^l         _  ^ 


et  determinous  leor  integrale  cominune  fn-u  Les  principes  de 
la  metbode  d'Iritegration  de  ccs  sortes  de  systemes  d^^quatiuns 
oni  ete  expos^s  ci-dessus  avec  dötail;  c'est  pourquol,  dans  le  cas 
(iresent,  iious  nous  borneroos  ä  de  courtes  expiications. 

81.  Oo  eommeneera  par  dtftemiDer  ane  ioMgrale  parttenlitee 
de  Tune  das  ^uition«  (d).  Sl  ifon  cboisit  la  preiniAra^  od  devra 
cbercher  nne  dea  deux  iot^ralea  du  «jraMme  d'tfqaationa  difftf* 
reiliellea  ordinaires 

dx^  _       dxn   dp 


d/l«  bxu 

Soit  £sconat  cetto  intöf^rale«  {  dfant  ane  fonction  den  va- 
riablea  pn,  Xi,  Xm,  et  pou^aot  contaair  x^,,.,  a?«-.i  comme  eoo* 
•tantea.  Sabatifoona  cette  fonctioo  k  la  place  de  fm-^  dana  ane 
daa  autrea  ^qaatioaa  (S),  dana  Ja  aeeoade,  par  ezemple,  et  aab- 
stitaona  de  aouvaau  le  rdaultat  k  la  place  de  /««.i  datia  la  m^iae 
^qaatiaD.   Noua  aarona  de  cette  mauitee 

(|,^-«,(-3),  ^)  =  4',  (Ä-o-aC-w,  {')  = 

8i  I'  s'ezprime  en  fonction  de  |,  x^,  x^,.,..,  Xn,  Tint^grale 
commune  des  deux  premieres  equations  {6)  sera  deterininöe  comme 
integrale  de  requation  differeotietle  ordioaire  du  preiuier  ordre 

cntre  les  deux  variables  |  et  j.^-,  les  <|uanti(e8  x^^..,  a:,,  pouvant 
s  etre  consid^r^es  comme  des  constintos.  l>aiis  ie  cas  contraire, 
I"  s'exprimera  u^cessaireiiient  en  lonction  de  |,  |'  et  de  x^,  x^j.. 

Xn'^  2\oTA  rint<^gra1e  commune  cherchee  des  deux  premieres 
^((uatioiis  iß)  sera  une  des  deux  integrales  preroiöres  de  T^qua- 
iion  du  second  ordre 


Digitized  by  Google 


imschenelikff:  Sur  vitUegraUan  de»  4quaUons 


entre  les  «leux  variahles  |  et  a:^,  puisquc  Ton  doit  conniderer 
x^,,.,,t  :Ih  cunimc  des  coastaiitei».    En  outre»  dan«  te  secoud 

roembre  de  l'^imtioo,  on  deFra  renplacer     par  ^  • 

8oit 

Ii  =  const. 

une  iotdgrale  de  Tune  ou  de  Tautre  des  deex  equations  pr^e^ 
dentes,  et  par  eoite  ene  intdgrale  comniiine  des  deiu  (ireniite 
dquations  (d).  Si  eile  est  tirde  de  rdqeatlon  du  premier  erdit 
(!')*  ti  «»e  fesetion  de  |,  x«,  a:,,..,  xi^i  si  eile  est  llfde  de 
rdquatien  du  seeosd  oldre  {l"),  ^|  ceetlendra  en  plos  la  ddtivfo 
ää 

dx  *        faudra  reiaplacer  par  la  fonctioo  4'« 

Cnsuite,  pour  d^terininer  une  integrale  comaisne  des  trois  pif- 
rotere«  ^aations  (d),  foraons  les  fenctloas 

AcCueUemeDt»  on  ^i'  s^xprimera  en  fenctlen  de  &j^a>*«»'^f  ^* 
si  noo»      s*expriniera  necessatrement  ae  meyeti  de  ti,  tt'*  ^*** 
.Tfl.  Dans  le  premier  cas,  oii  ddterminera  Tiofdgrale  de  rdqst> 
lion  du  premier  ordre,  entre  len  Fsriables  d  et  Xg, 

daiis  I«  second  cas,  on  deternitnera  une  des  intdgrales  preniMfCS 
de  lequation  du  second  ordre,  entre  les  mdmes  variables. 


daufr  le  neeond  uieiiibre  de  laquelle  on  aura  remplace  |i'  par 

^  —  const. 

uiie  iiiieurale  dt'  l  ime  ou  de  l  atilre  <le  ccs  (U*ux  ©qnations,  et 
par  Miilc  une  int*-'.' r.ile  commune  des  Uo\!>  prcmiere.^  iMiuation? 
(ö).   6i  eile  eü>t  titec  de  i'equatioii  du  second  ordre,  alor«»  daius 

la  fonction     oo  substitoera  1/  &  la  place  de  • 

De  ineme,  au  moyen  de  |«,  on  ddlerminera  une  lotdgcile 
coniiiiuue  Is  des  quafre  premi^res  dqualions  (d) ;  et  ainsi  desnite. 
Supposons  que,  cn  continnant  ce  csicul,  neos  ayons  ddternM 
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ODO  \nt4gttAe  eommune  ^-3  des  ti---2  premieres  öquations  (3); 
poor  «l^temiiAer  eofio  une  integrale  .commune  de  loates  le»  öqua- 
ÜMis  de  ee  «yitMiiie»  calcnloos  les  foocUoDs 

LlnM^le  eomiDane  cfaerchöe  du  systdme  d'dqnations  (d)  tmii- 
fera  par  TiaMgratioo  de  rdqaatioii  de  pveniieff  ordre 

•i        eat  une  fonctioD  de  dans  le  caa  contralre, 

ce  aera  Tane  dee  deiix  inlegralea  preniirea  de  rdqnation  da  ae- 
eond  ordre 

oft  bH-af*  aera  ndeeatairemeol  uoe  fon^on  de  4:^-1, 
dans  laqueile  oo  remplacera  |«-3'  par  g^^*    ^  clair» 

60  ootre»  qae  Xm  dem  dtre  conaiddrd  corome  une  cooatante  dana 
les  denx  (^aationa.  Solt  done 

ane  integrale  de  Tone  00  de  Tautre  dea  doox  dqnatiooa  prdctf- 
deotoi^  et  per  aoUe  ane  iotdgrale  commooe  den  ^quatlona  (d)i  Si 
alle  est  tirde  de  rdqnation  du  aecond  ordre,  on  dovra  aJora  y 

3 

renplacer  de  nooveau  Pa^  U^i'» 

82.  Apres  la  (Ie(ermination  de  l^quation  /n-i  =  crn-i,  le 
Probleme  aach^ve  de  la  maoiere  auiTante.  Tirona  de  cetto  dqua* 
tioD  la  valeur  de  pm  en  fonction  de  «g»..,         Oi,,.,  am~^u  aolt 

cette  valeur.  En  la  snbstitaant  dana  les  fooctiona  Mt^****^«-«  am-^i* 
qne  nooa  ddaigoeroni«»  apr^a  la  aubstitntioo»  par 
aurooa 


pottr  lea  «xpresaiona  dea  ddrlvdea  partlellea  de  la  fonetien  eber- 
€lide  s  an  noyeo  dea  miablea  Inddpendantea  jTi ar«  et  dea 
a— 1  cooatantea  arbitralrea  4r|>.., Uü-i.  Cea  ezpressiooa,  d*aprto 
la  ndtbode  mdme  qui  a  aervl  1^  lea  ddterminer»  doivent  remplir 
Bdceaaaireoient  lea  ceaditioea  d*integrabilitd  de  la  fbme 
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|Miar  tollte«  Ics  valear«  de  i  et  6b  k  prieet  dans  ia  mite  des 
nombrae  l,%„,n»  En  les  fliibetitimit  dooc  dane  Ia  formvle 
ntfrale  de  Ia  diffdrenlielle  de  la  fonetion  clierebde 

dt  SS  pidx^  -^P^t  + ...  -^pnfiLvm» 

OB  aura 

dz  =  »4^«-')  dxi  +  i^j:^  -|-  . . .  -|-  oif^n* 

En  integrant  eette  ^qoation,  on  obtSent 

z  =:/(«i,l"-*)iiari  + . . .  +  »iiiia?«)  + 

pour  rezpression  cberchäe  de  Ia  fonetion  2  des  variable»  indepen- 
dantes  Xi,...,  xn,  renfermant  n  constanfes  arbitraires 
c*est-&.dire  pour  rintögrale  compl^te  du  probleme,  de  laquelle. 
par  la  Variation  des  constantes  arbitraires,  oo  pourra  dddnire  lln. 
tdgrale  la  ptua  gdndrale. 

tSk  Noos  avona  avanc^  tout  k  rbenre  qae  le«  expresaloiit 
(p)  dea  ddrivdes  partielles  pn*  d'apr^a  la  nanl^re  n^ne 

dont  ellea  ont  dtd  tronvdest  doivent  eatlsfaire  anx  conditlona  dls* 
tdgrabilit^  {g).  Ddmoiitrone  eette  proposition. 

Los  expreesiona  (p)  sont  tir^ea  da  ayat^me  d'^natlona 

//  (Xi,..,  Xui  Plft  p»)  —  fl» 


if) 


En  anbatitoant  la  valenr  de  e,  ddtemiia^e  par  la  premi^re  ^w* 
tion,  dans  toutea  les  aatrea  tfquationa;  pnia  ia  Talenr  de  Oi ,  d^ 
terniinee  par  la  seconde  dquation,  dana  tonten  les  auivantes,  et 
dliminant  de  m^nie  les  conataatea  a^, . . »  ap-2,  les  preniera  nieiii* 
brea  fi,  /t»...»  fn-i  des  dqnattona  .pr^c^dentea  deviendront  des 
fonetfons  dea  senlea  variables  x^, Xn,  fii,...»  flu»  et  nons  le§ 
däsignerons  fespeetivement  par  tii,  H^,.,,  JJn^u  Nona  anrsap 
ainsi,  an  Ken  dn  aysttoe  pr^eddent,  eet  antra  dquivaient 

(h)     H^üt  /fi  »  ai,   ^a  ~  **«t.»»  ■öii-i  ^  nn-i- 

II  est  evident  que  du  Systeme  {h)  on  deduiru  les  m^roes  va* 
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leois  de  pi,..,  pn  qae  du  «yst^me  (/*);  dooc,  ep  vertu  du  Theo» 
rine  11  du  $.  17,  il  sutöra  de  dernontrer  qoe  les  preoiieru  aem- 
brci  de«  dquatioDfl  {h)  v^rifient  identiqueinent  la  condilion 

(a)  {Hi,  Uk)  =  0, 

pour  toutes  lee  valeurs  0,  1,..,  «  — 1  attribaiieB  auz  indices  i  et 
kl  alors  la  proposition  eo  queetlon  sera  dtablle, 

84.  D^montroDS  d'abord  que  les  premiers  meoibree  dea^ua- 
tioDB  {/)  v^rifieot  tdentiquemeot  la  coadition 

(6)  (Si.  fk)  =  0, 

pour  les  mÄniea  Taleurs  de  i  et  de  ik,  en  eopposant  eo  ootre 

Ell  effet,  les  n  —  1  syst^mes  d'equations  sirnuitaiiee^,  dout 
Hiit^gration  tiou»  a  fourni  les  equations  (/*),  sont,  conime  rious 
Tavons  ?u,  des  consequences  imm^diates  des  n —  1  autres  sys- 
times  d'equations  simultanees  donnöes  au  §.  20,  et  dont  le  type 
general  e«t 

ou,  en  supposant  i^k^ 

doih\\  doij^^x   "•==^*  diui^t  d»*<l-i 

(«)  { 

Par  consequent,  les  integrales  des  deux  synt^roes  en  qaestion 
soDt  foarnies  par  les  memes  equatioos  (/*)•  £o  preoant  dooc> 
parmi  ces  deroiöres,  deux  ^uatiooa 

«t  tiraiil  de  la  premitoe  la  valeur  de  pi^i  en  fooctien  de  J9<4a».. 
••f  pm,  j;»,  et  de  la  «eceode  la  yalenr  de  pk^  en  fooctloo 
^«  Pi>S)«*>  piu  ^if»  et  Ten  dc^sigue  cee  valeura  respectlve- 
meat  par 

la  anbatitntien  de  ces  valears  des  fonctions  ^i-^i,  uk-fi  reduira 
l'^quation  (c)  k  noe  Identitd.   Or  U  eat  aiae  de  ?oir  qoe  cette 
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derniere  n  est  autre  cliose  que  i  eqaatioo  (6)  ecrite  sous  une  aotre 
lorme.  En  eüet,  si  i'on  met  dana  l'eqaation  fi=i  ui  la  valeuf 
=  ot  daos  l'equation  fk  =  Uk  la  valeur  pk^i  =  wjtji,  oa 
changera  ces  «Mjiüitions  en  identites.  Ei»  designant  donc  par  i 
une  des  variables  <|ni  entrent  daiis  et  dans  •fk^u  et  dift> 

rcntiant  iea  ideuUte«  quesUon  par  rapport  ä  cett«  variabie, 
il  vient 

9/**  ^fk 

Si  donc  on  multiplie  l'ägalitö  (c)  pat  ^pi+i*  ^  tnmt 


Or  cette  dmlöre  öqnation  a'eat  autre  choae  que  le  d^alopp^ 
ment  de  la  coadition  qui  dtait  dccite  ayiabelUiaeiiient  aoai  la 
forme  (6). 

85,  Eofin«  paar  ddmoatrer  qua  lea  coadltioaa  (a)  aoat  «ata* 
faitea  dte  qae  Icsa  eonditioRa  (A)  le^  aaat,  U  hMt  de  reaiafqKr 
que  lea  premiirea  «'exprimeat  aoua  forme  liadaire  au  moyen  dci 
aeeoadea.  £b  eflet»  d'apr^a  ce  que  noua  avona  ezplique  plat  hiot 
aar  le  paaaage  dea  «quadoaa  (/)  '«az  dqualiaaa  (k),  on  a 

Cette  reraarqiie  faite*  dömootroos  d'obord  qu  une  ejLpre:>«^io(i  k 
la  torrue  (/",,  Hk)  s'expriine  sous  forme  lin«iaire  an  luoye«  di« 
f9nctiou8  qui  forment  les  preiuierö  lueiiibres  daa  ^^^atioo»  if^f 
Car»  d'apres  la  formule  (8)  du  $.  J6,  od  a 

m = ifi,  m  £^  ifi,  tft)  g^. 

Olk  Ton  auppoae  dvidemment  i^<i(. 

En  appllqnant  la  mAme  formale  aa  deTeloppement  de  (fu  Bk 
noua  rexprimerona  au  moyen  de  {fufif)  et  de  {fu  JHf)»  ou  ^''<^ . 
En  continuant  de  la  aorte  non»  exprimeraoa  fiaalement  ffi,  ihl 
aooa  forme  lindaire*  au  moyen  de 

ifh  fkh  (fu  ft),  ifu     M    /o) « (A. 


ninitiypr!  |    (  ^OOgle 
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9t  eonme,  en  verto  de  (6),  c«8  dernidMs  quantiMi  «m«  Menti- 
q«8B«iit  qoUm^  il  »'easuit  de  quo 

poor  tontes  le«  Taleora  0^  1,  2»..,  n— I  des  indkes  i  «t 

Ue  plus,  eo  vertu  de  la  formuie  iß)  du  §.  16,  ou  a 

Uk)^{fu  fk)  -^^^ifi^  ^^>im. 

Ür.  vertu  des  equations  (6)  et  (//) ,  les  trois  preniiers  termes 
Jii  serond  roembre  de  i'equation  precedeiite  se  reduisent  ä  zero; 
(lar  cori«$equent,  /^n)  f  exptime  lin^airement  au  moyen  des 

symboles  (Flf,  Hk*),  dans  lesquel«  <'<i,  h'  <^  k.  Eii  continuant 
aicsi,  on  exprimera  finalement  (//,,  11^)  sous  forme  lineaire  au 
nioyen  des  expressioos  qui  lüriucnt  ies  prcmiers  membreä  des 
egalites  (6)  et  {d)s  et  qui  «ont  ideiitiqueuieiit  iiulie«^.  On  a,  par 
consequeii  U 

poor  tontea  lea  valaura  de  i  et  de  k  priaes  dana  ia  aoHe  dea 
nombrea  D»  1^  2,..,  n — 1. 

86.  Le  mode  de  dämonstration  qui  vient  de  nous  servir  pour 
etablir  le  tböor^me  precedent,  peut  s'eiuployer  absolument  de 
Bierae  pour  faire  voir  que,  si  toutes  les  fouctions  qui  fornient  les 
Premiers  meiabreft  dea  equatiaiia  (/)»  priaea  deuz  a  deuz,  v^ifieol 

{fu  fit)  «  0. 

rette  identite  subslstera  lorsqu  nn  remptacera,  dans  l'une  dt» 
fonctioiis  fi,  fk,  ou  dans  toutes  les  deux,  uiie  ou  ]d!j&ieurs  des 
constantes  arbitraires  qui  y  entrent  par  les  foticliuns  qui  leur  sont 
egales  en  vertu  des  equations  (/);  nu,  plus  c^en^raleraent,  cette 
ideotit«^  subsistera ,  quelque  transiormatiori  que  l'ou  ait  ta^ii  subir 
aux  toMCÜons  fi,  fk  en  vertu  des  äquatioiis  (f). 


§.88. 

87.  Pour  apprecier  ia  valeur  tbeorique  de  la  uietbode  d'inte- 
gration  des  ^quatioua  ans  d^riv^ea  partielleadu  prämier  erdreqae 
neoe  iwooe>d'expoa«r,  od  tie  peet  paa  ae  diapenaer  de  preodre 

Theil  I«.  86 
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en  consitleratioii  la  qiiewtioii  suivante:  Corubien  y  a-t-il  en  tout 
d'integratiotis  a  effcctuer  ponr  ohtenir  (  integrale  con)[il»*te,  c^ans 
le  cas  de  n  variables  independantes ,  qiiand  la  Iniit  tion  inconnue, 
qai  en  dopend,  nVntre  dans  requation  donoee  que  par  sea  den- 
vöes  partielle«  du  premier  ordre? 

La  methode  de  Jaco{>i  conduit  succesHivemeot  a  differeot« 
systemea  d'equationa  siiuultaiiees  de  la  l'orine 

daiis  lej^quels  le  uombre  des  variables  ar,  Jf.-.«»  u  s'abaisse  t;ra» 
duelleiueiit;  et  eile  n'exi^c  pa«  rinte^ration  coniplete  de  ces  equa 
tions,  mais  seulenient  ia  determination  d'iine  integrale  de  chaque 
isy.steme.  En  gtMieral,  la  difliculte  de  satihlaice  ,i  cette  condition 
depend  de  Tordre  de  l'equation  ä  integrer,  lequel  8e  determioe 
d'apres  le  iiombre  des  coiistaateM  arbitraires  introduites  par  Tio* 
te^ration  complete  d'uii  »ynt^me  de  ia  lurnie  (o),  et  jiar  8uite  e«t 
egal  au  numbre  des  variables  x,  y^*.,  u,  diniinue  d'iine  anite. 
Les  Bystemes  de  la  forme  (er),  qui  se  rencotttrent  dans  la  mö- 
tbode  de  Jacobi,  se  diviseiit  en  principauz  et  auxi  liair  eü. 
Lea  Premiers  sont  chacun  d  im  ordre  coropletcroent  determioe. 
non  susceptible  d'abai(< seilt erit,  tamiis  (jiie,  pour  ies  seconds,  on  se 
peut  indiquer  d  avance  que  ia  limite  sup^ricure  ä  laquelle  ienr 
ordre  peut  a'dlever. 

Pour  taire  compreudre  la  diätinction  entre  ies  systemes  prio« 
cipaux  et  les  systemes  auxiliaires^  il  suftit  de  montrer  un  systenie 
appartenaut  a  chacune  de  ces  deux  classes.  Dans  le  paragraphe 
precedeut,  nous  avoiis  vu,  par  exeiuple,  que,  pour  determiner  la 
tbiiction  f^^  qui  devait  i»atisfaire  siuiultanement  aux  deux  equatioos 

(«)  (|»i-»i'./a  =  0.  (pf.-^M'^O. 

il  fallait  trouver  uoe  ded  iotegrales  de  Tun  des  «ystöines  de- 
quatioos 


qui  soat  chacQD  de  Tordre  n  — 4,  cet  ordre  oo  pottvant  dirs 
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abaisAe.  Ce  «yatöme  et  le«  «ystemes  aoalogae«  aont  dite  prin- 
eipauz. 

Lor0qii*oii  a  Uovlv4  une  inWgrale  ^sconat.  de  rnn  des  ays- 
Um9B  (b),  da  premier  par  eiemple,  on  obÜenC  wlm,  en  sabati* 
tmot  eette  intdgrale  dans  la  aeconde  dqaatioo  (o),  aoe  adrie  dlo- 
t^gratea  da  preoitar  ayattoe  (6), 

tp  =  conat,    <Pi  =  const, . . ,    <pi  =  const., . . . 

Mais  comroe  le  nombre  des  integrales  distinctes  qu'adroet  ce 
Systeme  est  ^gal  k  son  ordre  2ii  —  4,  il  faudra  necessairement  qne, 
dans  la  särie  (p,  q>i,..t  on  rencontre  ane  fonction  qai  s'exprime 
aa  moyen  des  pr<^cedentes.  Supposoiis  que  <pi  soit  la  premi^re 
qni  soit  dans  ce  cas;  son  indice  i  ne  de?ra  pas  sorpasser  2n  —  4* 
Nooa  poorrona  alora  derire  imoiddiateaieiit  le  ayattoe  d'dqaationa 

dx2,     d(p  difii^i 

qoi  aara  de  l'ordre  i,  et  daot  uoe  dea  iatögralea  aera  la  valear 
cbarcbde  de 

Le  systdmc  (c)  eat  dit  auxiliaire;  toat  ce  qae  Ton  sait  sur 
ee  ayst^me,  c'est  que  son  ordre  t  ne  peut  paa  dtre  plos  ^levd 
qne  l'ordre  2n — 4  des  öquations  priecipalea  eorrespondantea 
(6).  Mais  il  est  clair  que  l'ordre  de  ce  systdme  peut  ötre  iofd- 
rieor  h  cette  liniite,  et  qu'il  doit  varier  gdadralemaot,  quand^  aa 
lieo  de  l'integrale  q»  =  const.»  oo  prend  une  aatre  iatdgrale  du 
prämier  ayat^oie  (6),  oo  bien  nne  intdgrale  da  aecoad  ayatöme  (6). 

88.  D'apres  cc  que  nous  vcnons  d'expliquer,  il  est  matnte- 
iiant  facile  de  repondre  ä  la  quti^^tion  posee  au  coniuiencement  de 
i  art.  pröc^dent,  eii  iiüu8  pla^ant  dans  le  ca«  le  plus  de«;ivaii- 
Ugeux,  c'est-ä-dire  dans  celui  oü  touü  ieö  öyjstemeti  auxiliaires 
80Ht  de  rurdre  le  plus  eleve  possible. 

Daos  ce  caa,  d'apres  ce  qni  a  M  vu  au  paragraphe  prdcd* 
deo^  la  ndtbode  de  Jacobi  ezige  la  ddtermiDatioD  d'uDe  aeule 

integrale  de  cbacuo  des  ^^"^  '^^  systemes  d  equationa,  dont  il  y  a 

I  de  Tordre  2a— 3,  aervaat  k  ddterminer  la  foaction  fi, 

'2  2n-4,  

3  2»— 6   • 

i  2n-2t,  fi, 

l  2,  A-i. 
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Remarqiions  d  aiileurs  que  le  cas  le  \A\m  defavorable ,  sap« 
pos^  dans  ce  tableau,  ne  se  rencontre  pas  d'ordinaire  dans  le^ 
aj>plicationi?,  Tordro  de«  ecjuations  auxiliaires  etaiit  le  plus  souverit 
moindre  que  la  liniite  superieure.    Pour  ce  qui  eMt  du  iiumbre 

total  ''^"^      des  istogniles  ezig^s,  l«|oel»  tftaot  w  aoabn 

triangulaire,  croU  assez  rapidetnent  avec  le  nonibre  n  des  varia* 
bles  indöpeodantes,  on  pent  faire  ä  ce  sujet  les  remarques  sui« 
vantes.  Le  probl^roe  qui  iious  occupe  eet,  par  «a  nature  in^roe, 
iodetermin^,  et  la  th^rie  de  Jacobi  preseute,  k  chaque  pba»e 
du  d^^veloppement  da  caicul,  utie  latitude  coneid^rabie  dang  le 
cboix  de  requatien  dont  on  doit  däterroiner  une  integrale  poor 
faire  faire  au  caicul  du  problöroe  un  pas  en  avant  ü'apres  cela« 
dans  un  grand  nonibre  de  cas,  oa  peut  choiair  des  öquations  dont 
tes  integrales  se  pr^aentent  d'une  maniere  Evidente;  de  »orte  qae 

le  total  g^ndral  "^"^  intdgratloiut  se  rdduit  k  an  nonbi» 

beaaconp  moindre  d'iatdgralions  h  effeetaer  rdellement 

89.  Pour  montrer  ooe  applicatioD  de  la  inifhode  de  Jacobi 
soas  la  forme  cxposde  dans  le  paragraphe  precedent,  et  pov 
donner  en  mdme  tenips  an  exemple  des  simplificatioas  qoe  noot 
venona  d*lndiqaer,  traitona  encore  an  cas  particulier. 

Seit  requatioii  du  pretuier  ordre 

+  (4ii>  +  Öp)  ^  +  (3w  +  2»)^  +  ^1  =  0. 

aux  derivees  |)artielles  de  la  lonctiou  z  de^  variables  iodependantes 
U  u,  t?,  w,  y,  • 

Introdaisons  les  notatioos 
ds  dt  8s  dt  fix 

ä«^''«*  s^*^'  a-''*-  s«*'*»' 


et  tirons  de  i  equaüun  proposeo  la  vaieur  de  ^  ou        que  ooos 


dz 

vaieur  de 

repr^eoterons  par  «»|.  Noos  aarons 
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m$x  mMH  p&rtMit^  dB  prenOtr  urdn.  1    C*.    $,n.  889 

Pcvr  obtonir  Im  qaatre  öqoatioiis 

fx^Ptf  ih*      Pb*  ^i.--»  ^ft)  =  «it 

/»(P4»  P»»  flj,  Oä)  = 

A(Pft*  ^»  «I»  «t»         — «4» 

(fli,..»  04  d^signant  des  constantes  arbitraires),  qui,  jointes  ä  la 
proposi^e,  doiveot  fouriiir  les  valeurs  de  Pi»**»  p^  poar  lesquelle» 
Pidxi  P&da:^  deviendra  une  diflferentielle  exacte,  ii  faut, 

d'apres  U  th^ori«  q«e  oons  avons  expo«^  proc^der  C0IIIIII6 
il  8oit: 

On  d^terminera  la  fooction  fi  comiue  inttigrale  particuliere 
de  l'^quation  lioeaire 

(pt  —«I.  fi)  =  0. 

c*e8t-ä-dir6  eomaie  iotögr»le  du  ayattoe  d'^ations  diffdreDtiellea 
ordinaireii 


I 


dx,        djT^  ^P%  dPh 

1  Ctot  ^  ^1 

w  iDoyeo  desqoelles  od  troave 

^  —    ^(P*^Pi)    _  tiiP2-Pi)  ^ 

ce  qui  donoe  iminddiatonent,  en  iiit^rant, 

En  tirant  de  la  la  valeur  de  p^t  que  mmn  tle.si^iieroMs  par  o»^. 
et  la  portant  dan«:  l'expressiou  de  utg,  qui  devieot  apres  la  (»ul>< 
stitution  iui',  il  viendra 

l^a  fooction  devra  dtre  determin^e  «i^lone  lat^ala  parli* 
caliere  dos  dqaatiooa  Jiadairea  aimoltandea 

{p%  —      /«j  =  U.   (pi  —  —  ü. 

L*int^ation  d»  la  pre«f6re  de  ees  dqaaüona  ae  dddait  da  aya- 
tteie  d'dquatioiia 


d90       Imiekeneiihp:  Snr  tiiU^atHm  dn  ^gmmämu 
dx%      dx^  dx^  ^  dx^  dp^  dp^  ^  dp^ 

^4  ^<^4  ddE^ 

L'^qaatioii 


doiiiie  rintögrale 


En  la  substitiiant  a  dan«  la  secoiide  des  et|UÄtioiit»  lin^airet 
precedeutea,  il  vient 

(Pi— .  «>)  =  9-1  =  5^  =  8^  +  ^  ä^- 

9i  =5  —  2|»9— ti|i^  =  —  7g>  —  2iiie"~*». 

Donc,  en  vertu  du  paragraphe  precedent,  la  valeur  cherchee  de 
la  fooctioo     a'obtiendra  comroe  integrale  de  l'öquation 

et  Ton  aura 

Tiraot  de  Vk  rexpremion  de  «^^  et  la  sttbslHiuuit  dau 
mi\  qae  noae  ddeigeeroDS«  aprte  la  anbatitatlon»  par  mi*9  dms 
anrena 


m 


La  fonction  /i  devra  ^tre  d^termin^e  comme  intdgrale  dea  eqna- 
tions  linäairea  simultan^es 

A)=0,  (Pi-«i"./i)=0. 

L'iategration  de  la  premiöre  de  cea  ^%aatio08  se  ram^ne  a  edle 
da  ayat^me  d'öquations 

dx^      dx^  ^  dx^          dp^  rfpft 

£/>4         dp^       dx^  tx^ 
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^  =     t=  contt 

En  la  sobatituant  dans  la  seconde  des  ^quaüoo«  lin^aim  präc^ 
itoiiles,  00  trouve  identiquemeot 

En  sobstitoant  ^  aa  Ken  de  dane  lo  troioitaie  de  ces  m^meo 
^ulioos,  il  vioot 


a  caase  de  =  0,  —  0;  d'oü  =  —  pg.  En  substituaut 
aaioteoeot  ^  k     dans  la  mAme  ^oation»  il  vient 

=—  aie-'*  ^  +  • 

Par  cons^uent,  la  fonction  cherchäe/3  s'obtieot  commeMotegrale 
premiere  de  l*eqaation  du  eecond  ordre 

6i  I  on  raoUiplie  le  premier  membre  de  cette  ^quatioo  par  le  tacteur 

dsci',^ »  00  le  ttaBafoTine  en  une  diffdreotielle  ezacte,  dont  Tlnl^ 

grale  donne  une  integrale  premiere  de  i'öquation»  et  par  suite  on 
a  la  valeur 

ft  =  '«g   Ol«-«!  =  conat 

Ba  y  renpUi^Bt  ^  par  ^»  on  troave 

/•  =  log        «1«"''  =  iog  (  —  =  «ö"wt 

Tiroos  de  ia  valeur  p^^ta^f  et  öubdtituuQS>la  daos  tOi",  qui 
devieot  alore  tOi"',   Od  a 
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On  Merinincra  la  fonction       oomme  int^rale  commiine 

L*int^graUou  de  la  prämiere  de  ce«  equatiou^  depend  du  s^üteoe 

<ta?A  dp^ 

^5  dbr^ 


dont  une  des  etiuatioiis 


a  p(mr  integrale 

6  S  p4  S  CODSt. 

Subatituaiit  ceUe  expression  ao  lieu  de  dans  les  autres  ^oa- 
ttonn  lineaires,  lea  r^sultaU  de  la  subatitutioo  dana  la  aecami« 
et  dana  la  troiaiima  ae  r^diiiaent  identiqaeiiiept  k  wito,  et  la  qoa- 
triöme  donne 

(PI  -  a^-',  «  «  ^    -  (p.  -  ft>,.|  ^ 
Donc  bi  valenr  de  /«  eerii  d^t^rmintfe  comine  intä^ale  de  r^atÜMi 

dB  1 

d*o&  Ton  eoDclot 
De  Ii  rtfeolte 
et  par  auite  * 
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aux  äirisiu  partUiitt  dm  premier  ordre. 


Oll 


a,  de  plas. 


et  eaäo 


p,  =  -  7  (ar,  +  X,)  «,«-'■».  -  ^  (2*^— <^  •-». 

En  «nlMrtitiMmt  ee«  Talrats  de  pi  ,     dan«  l'ciprewioii 

Piia^-¥*'-¥ptßUti9  on  dem  obtenlr  vne  diifrratielle  encte;  et 
m  «fei»  en  teMgirat  eetie  eipreraion»  ob  fronve  TiiiMgrale 
pIMe  dl  ptehltoie  aeie  le  feine 


Nove  seile  bofoefone  Id  Ii  ceC  eoranple  lifanpley  d'eetent  ^ee^ 
daai  ce  qat  ve  eeirre,  eeoe  eoeeiddrereiifl  PappHeatioe  dee  piln* 
cipas  ceetooee  dane  la  tbdorie  de  Jacob!  i  dee  qeeetione  plee- 
gMalest  doet  lee  ezenplee  particnliere  ooDdeirost  k  employer 
!••  üiAeMMi  ndtbedee  dlatd^ratioB. 


Cluipitre  VI. 

laMgimtlm  dis  ^uatlenB  ibnltaalei  aoz  dMfto  parflellei 

ia  prenrfer  erdxe. 

90.  La  mötbode  que  doub  a?oo0  exposee  ramdne  te  pro- 
bl^me  de  rint^gration  d'une  ^quation  qoelconque  aux  derivt^es 
(partielles  du  premier  ordre  a  1' Integration  de  plusieurs  syst^naee. 
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de  forme  particuliere,  d'^quatiohs  lin^aires  ^iniultan^es  au:x  Ueri* 
v^s  partielles  du  preinier  ordre,  coni|)atil)l«'s  iMitre  cHes.  Jacob! 
ne  s'est  pas  occupe  de  U  question  f^^n^raie  de  l'intt'^ration  de 
plusieurs  equattous  simiiltatiees  aox  deriv^es  partieileä  du  premier 
ordre  et  de  forme  quelcorique;  maiä  il  8*e6t  born^  au  cas  parti- 
culier  qu'il  a  reiioootr^,  et  dans  lequel,  suWaot  la  remarijut 
qu'll  a  faite  (Nüv;i  ni(  thodu.s,  §.  Ib),  on  peut  employer  pour 
les  int^gratioiih  une  luethude  artilicielie,  foiidee  princifialeineiit 
Sur  le  Theoreme  1  du  §.  17.  Kt  te]MMidant  il  ne  restait  ijue  pec 
de  chose  a  ajoiiter  pour  arriver  ;i  la  Solution  com^lete  de  U 
question  generale.  Hour  a  inontre,  en  eüet,  dauä  sou  Memoirt 
tt^Mi  rintö^ration  Aes  equations  differentielles  partielles  du  pre- 
mier et  du  teücond  ordre**  (Journal  de  l'Ecole  Polytech- 
nique,  39^  Cahier),  que  riiit^gration  deis  equations  »imuUanee» 
de  ionuL'  quelconque  aux  derivics  partielles  du  prvniier  ordre  *e 
raineiie  tres-siniplement  a  rintc^gration  d'eqiiations  siraultanees  de 
la  forme  de  celles  auxquelles  Jacol»i  a  iimite  «es  rechercbe«. 

Paor  enviaftger  d*««  polot  de  Tue  ooniwni  \m  qwg—  de 
riBtdgration  d'one  ou  de  plusieere  d4|eetiee«  «es  ddrivdee  pertieiei 
du  premier  oidre»  revenons  en  quelques  mots  «er  la  •ignificetNe 
pfimitlve  du  premier  de  cee  deoz  problAmee»  lequel,  d'aprto  et» 
dtendoe,  forme  an  caa  partieuller  du  aecondy  tandla  qoe»  d'aprte  Ii 
mdthode  de  r^aolatloD»  le  ae^ood  est  reoferiDd  comme  ca«  pl» 
•imple  daoa  le  premier.  * 

9K   üne  .foaction  tncoamie  x  des  variables  inddpeiidaalei 
^  P<«t  ^ti^o  ddtermioeei  lorsqa'oa  donne  lea  expreaaiaaa 
de  toutea  - aea  ddrivde«  partieilea  du  ^emier  ordre 

8i  dz 

ajfi'^'^   dx.^^ 

en  fonctioD  dea  variablea  loddpendaotea  Poer  e€la,  3 

faut  aealement  a*aaaaror  que  lea  ezpreaaiooa  donndoa  de|i^»..»^ 
eoDvienneDt  ans  ddrivdea  partieilea  d'ane  mdme  fonetioo,  c'eat*a> 
dire  qo'ellea  aatiafoDt  ans  conditioBa 

ponr  tontea  lea  valenra  de  i  et  de  A  priaea  dana  la  adiie  1,  m. 

Dan!«  le  caa  od  ces  conditlons  sont  satisfaites,  la  foactioa  s 
a'obüeot  en  loMgrant  l'ezpieaaloD  de  aa  diffdreotieUe 
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92.  Si,  au  lieu  des  valeura  ezpliciles  de  |^ , . . ,  pu* 
tioB  des  veriables  inddpeedantos»  oe  doime  »  dqoetiou 

0)  B^O,  i^,  =0,.., 


ibae* 


(lont  (es  Premiers  membres  sotit  des  fonctions  de  ^i»«*»  d?»» 
il  existe  alora  des  caracteres  analytiqaea  gdndraoz  peiir  recon« 
oaitre  ai  Ton  peut  r^aoudre  algdbri(iuenient  cea  dqoatioiia  par 
rapport  ans  n  inconneea  Pi,..»/'«,  et.ai  lea  expreaalena  de  eea 
qi^aoütda  Tdrifieot  lea  cendUiona  (!)• 

8i  une  ou  plusieurs  des  fonctions  11,  H^..,  Um^x  aont  expri* 
mables  au  moyen  des  autres  et  des  variables  ^|,..,  Xu,  alors  ou 
les  equations  (3)  sont  insuffisantes  pour  la  determination  des  in« 
coanoes  pi,...,  pmt  eu  elles  soot  coDtradictoires.  Suppoaona,  en 
elel,  que  l'ou  ait 

Miss  g>  (Xi , . . ,  Xn»  B,  Hl , . .). 

£o  vertu  dea  dqaaUona  donndea»  neos  aareaa 

Hi^  (p{Xxf*  Xn*  0,  0,...)=Ä 

Si  cette  relatioa  est  identique,  il  faudra  alors  aiipprimer  une  uoitö 
da  Bombre  des  equations  donndea»  qui  devienoeat  alora  insufG* 
Sintea  pour  la  determination  des  n  inconnnea  |9t>**«>  Pn-  Si  la 
relation  9)=0  n'est  paa  identiqae«  aleraelle  eenttedit  rbypothtoe 
de  llnddpeDdaaoe  dea  wiabiee  x^. 

Nana  avons  etabli  plus  haut  (§-3)  le  caractere  analytique  in- 
diqa^  par  Jacobi,  et  d'apres  lequel  on  peut  toujours  juger  si 
ptrmi  les  fonctions  //,..,  //n-i  d  s'en  trouve  que!qii'une  qui  seit 
dang  le  cas  de  celle  que  nous  designions  tout  ä  l'beure  par  Hi. 
Pour  cela,  en  consid^rant  //,...,  Hn~\  comme  des  fonctions  des 
«ralea  variabiea  pm»  on  Ibrmera  le  ddteraüaant  foncüonnei 


(4) 


dpi  '  '  '  Sjpü 


BHn-l 


dpi 


Si  ^  se  rcSduit  identiqoement  ä  zdro,  alors  une  ou  plusieurs 
dea  ^ations  ^  =  0,...,  Hn-i  =  0  sont  ceatiadictetrea  avee  lea 
«itrea,  an  bien  ideatiqttea  avee  lea  autrea. 

93.  Mais  aoppoaona  qae  ^  ne  aoit  pas  nul ;  alora  ae  presente 
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cette  seconde  question:  les  exprejssions  de  pm»  tir^es  des 

^aations  (3)»  «atisfoot-elles  aux  coudiüona  (1)? 

8uppoj»oD8  qae  Im  valenr«  de  p^9,.,fhh  Me»  des  tfqoatioM 
(3)  4  vdrifient  les  conditiona  (1).  £n  remettaot  ces  Tatears  4  la 
place  de  pi,.,,  pn  daoa  lea  di|iiatioD8  (3)»  en  chaogeim  cellea-d 
en  identitda.  Si  Tod  pieod  deox  dea  Ideotitda  aiaei  ebteoaeap 

et  qu'on  lea  traite  ezactemeot  cemme  neaa  avooa  tralU,  au  {•  II, 
lea  identit^s 

nous  en  conclurons  de  la  meme  nianiere  qne  lea  fooctioaa  üi, 
JUk  doiveut  i«atiaraire  4  la  coodition 

peur  toutea  lea  valeora  Q,  If*  n  —  l  dea  Indicea  t  et  k* 

Rdetproqaeiiient,  al  laa  conditiona  (5)  aaiit  aatiafidtea»  alafa, 
•n  vertu  da  Thdor^me  II  du  (.  17,  nona  an  eanetaroas  fiie  lea 
ezpreaalooa  de  pi,..,  pm»  Hrdea  dea  dqeationa  (3)»  aaHafoiit  k  h 
eenditiea  (1) ;  par  ceaa^aent»  II  a'y  aora  qu'ä  lea  aabatiCiier  daai 
rezpreasioD  (2),  dent  riatdgrafloD  donnere  la  fonetion  t 

94.  Remarquona  qoe  lea  oonditiona  (Ö)  peavent  ^Ire  aat»- 
faitee  en  identiquement,  oa  en  verto  de  quelqnea-onea  dea  ^aa* 
tioaa  donneea  (3).  Dans  le  premler  caa,  i|  eat  dvideiil  qu*aa  liei 
des  ^qaatione  donn^es  (3)  on  aarait  pa  prendre  dea  rtqwntioaa 
plus  g^eralea»  en  ^crivant  dans  leors  seconds  raeaibrea  des  ee^ 
atantae  arbitraires  a  la  place  de  adre.  Dana  le  aecond  caa,  ob  le 
pourra  g^nöraliaer  de  cette  mani^e  que  cetlea  dea  dqaations 
qui  n'au rollt  pas  M  priaea  en  cenaiddratlon  penr  la  ediifttaliM 
dea  dquationa  (5). 

(^5.    La  questiuu  preceUente,  qui  est  entieremeut  detenuioee. 


Bour,  dane  son  BMmofre  cM  plae  hant«  deine  conetaanBaat  k 
la  ceadikSoB  (ft)  le  notn  deTh^or^ne  de  Lieavllle,  et  ajoalaaitee 
que  C0  g4oni4Cre  k  d^moekrö  ce  th^erine  daae  le  cenre  qa*!!  a  pfhmi 
en  t658  au  ColUge  de  France,  ll'untre  paK,  daae  le  Mönoire  de 
Donkin:  „On  a  claee  af  differentfal  Equations,  etc.**,  pnbIM  dnae  lei 
PhiloBophlcal  Tran«ar.ti Ans  (1HÖ4,  Part  I),  nomm  tteavoae  «■ 
luime  thcoreme  (Theorem  12.  p.  83)  meatioan^  (P>^t)  pnivl  lee  rdenl- 
tau  neuveaoa  ebleaoe  par  i'Aatanr. 
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devient  indäterminee  s\,  au  lieu  du  tystöme  coniplet  des  n  äqua- 
tions  (ß),  on  n'a  qu  un  Systeme  incomplet  de  m  öquations  entre 
lefi  derivöes  partielles  du  premier  ordre,  en  supposant  m<«.  Le 
cas  de  m  =:  1  constitue  ie  probl^roe  de  I'int^gration  d'une  seule 
^uation  aux  d<$rivees  partielles  du  premier  ordre,  rsuus  avons 
70  plus  haut  que  la  Solution  de  ce  problenie,  consid^re  au  point 
de  ?ue  th^orique»  est  toujoura  poMible»  e'est-ä-dire  qae» 
deimte  Tequation 

entre  les  variables  Xi,...,  x«,  jh,  --,  pn,  on  peut  toujoura  diiter« 
Buner  n — 1  autreg  äquatioo«  eutre  les  mömee  Fariables, 

doDt  Im  premlera  membrea  aatiafluaent  &  ta  condition 

{Hü  Hk)  =  0. 

pwr  tmitaa  toa  valem  d  1«-,  »—1  daa  ioiUcea  i  at  i;. 

Si  Taii  aappose  Mintenant  qua  la  noinhra  m  des  ^qnatiaoa 
doaotfaa  aax  dörbdea  partieJtaa  da  premier  ardre  soit  plus  {{raod 
qua  ruBitä,  on  arrive  alors  i  la  questioo  de  l'intdgration  aiaul- 
lan^  de  plusieurs  öqoatiooa  aas  ddrivdea  partiaUea  du  premier 
ordre.  II  est  facite  da  vair  que,  pour  an  m4me  nombra  de  varia> 
blee  Ind^pendantes,  noa-aaalement  ce  nouveau  problöme  n  est  paa 
plus  compliquö  que  le  premier,  mais  encore  II  est  plus  simple; 
et  qoe  la  th^rie  de  la  r^solution  du  second  probidme  ddcaole 
taat  aatoralleroeat  de  la  mdtbada  de  rdaalatian  du  premier. 

96,  I^a  (lifTerence  eseeiitielie  entre  Je«  deux  questioos  con- 
siste  eil  ce  (|ue,  dans  le  cas  d'une  senle  equatioii  aux  deriveea 
partielles  du  premier  ordre,  riiite^'ratinn  est  tnujours  possible,  et 
que  la  theorie  generale  de  cette  intet;ratiori  iie  iiniite  eo  rien  le 
choix  de  l'equation  proposee;  tandis  cjiie,  dans-  le  cas  ou  Ton 
donne  plusieurs  equations  aux  d^riv^es  partielles  du  premier 
ordre,  etles  n  admettent  une  intdgnüe  eommaoe  que  laraqa'eMea 
renpUaaeat  certaiues  cooditions. 

En  effet,  si  Ton  cboisit  arbitrairement  m  equatioim 

entre  les  variables  Xi,...,  x«,  il  pourra  exister  entre 

eile«  deux  sorte^  de  cas  d  incompatiliilite:  incompatibilitö  alge« 
brique  et  iocoHipi^biüt4&  d'integration.  Le  premier  ca«  a  liea« 


Digitized  by  Google 


308       imtekenetikp:  Sur  ttnSHfrääon  det  igmutmu 

lori^qirune  ou  plusieiirs  des  fonction^  ff^,,.».  Hm  s'expriment  en 
lonctioi)  des  autres  et  des  variables  JTi»..,  Xui  alors  uoe  ou  plo- 
steurs  des  equations  (6)  ou  seront  dM  ideiltit^f  OQ  Mt^Dt  «o»> 
tradictoires  avec  les  autres. 

Si  les  ^aations  doondea  na  aoot  paa  affectees  de  cette  eaoae 
d'lDComiiatfbilltd,  it  laut  eneore  a'aaaurer  ai  elles  appartiennent  k 
UB  ayattna  de  n  dqnationa  d*oik  Tod  puisse  tirer  ponr  pi»-*'*  f» 
dea  faleofs  ▼drifiant  lea  condiiloiia  (1);  c'est-ä-dire  a'aaaorer  aü 
eat  poaaible  d'obteeir  nee  infdgrale  aatisfaisant  simaltaodoieat  aas 
dqnationa  daiiBdaa.  Ponr  cela,  il  n'y  aura  qu'4  ezamioer  ai»  pcm 
totttea  iea  valenra  I,  2,..,  m  des  Indices  i  at     lea  eonditioBa 

(7)  (£f<,J7i)»0 

pcu^eat  etre  satisfaiteä  et  de  quelle  nianlere  elles  peuveut  l'etre. 

97,  Si  lea  dqnaHona  (7)  aont  satisraitea  aoit  IdentiqtteineBt 
seit  en  vertu  dea  dqnatiena  donndea  (6),  alors  l'iotdgrale  qai  sati»> 
fait  k  ebaieane  da  cea  deroi^ea,  et  qui  miWme  dana  aoii  aK* 
pteaaion»  ootre  lea  varial^lea  inddpendaatea»  «— m-|-1  constaatea 
arbHrairea»  ae  trouvara  par  -lea  proaddda  qna  nona  avona  eaqpoadi 
en  tmitant  de  i*intdgration  d'une  aeote  dqnatien  aux  ddrivees  paf* 
Üallea  du  premler  ordre»  En  äffet,  paar  rdaandra  le  prabltea 
de  cette  »ani^re»  II  anffira  de  aompldter  le  ayat^ne  denod  ptf 

m  dquationa 

dant  lea  preroiera  membrea  reprdsenteat  dea  flroetiona  Mdpaa- 
dantea  entre  elles  de  Xp..,  j:n,  Pi,»-,  p»,  lesquellea  devreot  dCie 
ddtarmiodea  de  manidre  h  satiafaire  k  la  condltioa 

ponr  tootea  lea  valeura  l:=:l,  2,..,  tt,  et  ifcsm-f  !•  m-f  S,..,  n. 

D'apr^s  cela,  la  fonction  //m-fi  peut  ^tre  determinde  par  U 
mdtbode  exposee  au  §.18^  eomme  intdgraie  oomnuiM  da  ayaltea 
dea  m  dquationa  lindairea 

(J^„  =  ü,  ^„-,1)  =  0,..,   (/i«.  llm^i)  =  0. 

Ott  ddteminera  de  la  mdme  mani^re  les  prenlera  membras  daa 
untres  dqnationa  (8);  et  ces  Equations,  joietaa  anx  dquations  don- 
ndea, feront  connattre  lea  valcurs  de  pi,.».,  pn$  lesqneHoe  reofier» 
meront  it<— m  conatantes  arbitrairea.  Par  anite,  l'latdgrata  cbar 
ebde  a  centiendra  n  —  m  -f  1  eenatantea  aibitndraa. 
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98.  6t  U  methode  pr^cedente  66  trouve  inupplicable  (dan» 
les  circoDstances  indiqu^es  daiis  les  Remarques  du  §.  18,  art.  41) 
et  51),  ou  8*1,  pour  d'autres  inotifs,  ou  veut  rameuer  les  äquations 
qu'il  laut  itUegrer  k  contenir  Je  moindre  Douibre  possible  de  va- 
riables; 011  exprimera  alors,  k  Taide  des  öquaüooa  (6),  pi,*>f  pm 
ea  fooction  de  pm-ti»»**  Pm»  «i>««»  Hh^  Öoient 

pi^nit  p^sswfj^,»,  pM SS 

les  exprefiäioas  trouvee«. 

.Ob8«ffoits  qii*«D  mte  du  Tfatfoc^M  III  ({.  17)  on  deit  «voir 
Im  JdaMOIdft 

(9)  «>6        ai)  =  Ü, 

poor  tonte«  lee  valeurs  ],  2,..,  m  des  indiees  i  et 

.  Pottr  dtfterainer  eneuite  Ti^pietien 

ti  (f^mf  1,..,  pnt  ^it",  JCn)  =^  cunst  =  a|, 

qui  doit  fourolr  la  valeor  pm^ssmw^^u  («Hifi  reprdseotBiit  uue 
fonction  de  ;^ra-i-a>..,  pnt  ^i>**»  JK«»  ifi)*  formei»  le  eyetAne  dee 
a  dfeaüoiui  Jiodaivee  elaulteiides 

iPi  -  «1»  /i)  =       (P*— =  0,. (om,  ti)  =  ö, 

eü  le  nombre  dee  miablee  eat  2(ii^m).-|- 1.   Leor  intdgrale 
«eaiMiie.poaBra  .eo,tre«Ter,  .lb  Taide  dee  ideetitde  (9).  per  le 
thode  ezpeede  en  $.  21.  .  . 

Ayaüt  determine  la  valeur  pai4^i=  com^i,  «ubatituons- la  dana 
les  fofictions  ca,,..,  ohn\  en  dösignant  par  ß)/,..,  cohi'  ce  que  de- 
riendront  ces  fonctions  apr^s  la  Hubstitutioii,  iioue  formerooa  le 
Systeme  des  m-l-l  equatiooa  lioeaires  simultauees 

eetre  2(n — m)  —  !  variablee.  Leor  ietdgrale  eemnitne  den« 
een  rdqeatieii 

d'eik  l'en  tiiera  la  valeur  de  jtoffl.  Et  aiaei  de  eolte. 

.  99.  De  cette  maeiire«  daae  la  ddleri^aatieD  aaeeeaaife  dei 
«— ai  ialdgralec  denaoddee 
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le  nombre  des  ^qaatlons  lin^aires  slmuttan^eg  en  augmentoot 
chaque  fois  d*one  unite,  tandis  qoe  le  norabre  des  variables  qui 
y  entreot  va  en  diminuant  de  denx  unites.  11  est  Evident  qo'en 
proc^dant  aiiisi,  Tint^graie  commune  des  ^quations  (6)  qne  Voa 
obtiendra  renfermera  dang  sod  expression  un  nombre  de  consüuntes 
arbitraires  egal  au  nombre  des  ▼ariables  imiependantes,  rooins  le 
nombre  des  ^qaatioM  doooees  dimino^  de  i  unilö*  c*est  ä-dire  egal 

Ub»  toll0  iDt^grale  commane  des  öqaatimiB  (0)  peot  <tre 
ftM%  rinttfgrale  eonpUte.  Od  peal  forowr  |Mur  #mi  oMy» 
llDMgrmle  la  plus  gtfntfraie»  mfennaiit  hd«  fonetion  arMMra  de 

M  qnantitds  variables«  en  se  ser?ant  de  la  variatioa  des  csa» 
Staates  arbitraires  ({§.  2—4). 

On  voit,  par  ce  qui  pr^cÄde,  que  l'integration  des  m  equations 
simuitanees  (6),  qui  satisfont  aux  cotidition«  (7),  se  lait  en  operant 
exactement  comme  lornqu  on  veut  achever  1  integratioD  d'uott  seoie 
«quation  aus  d^riviiea  partielles  du  premier  ordre 

aprte  avolr  ddji  troavd»  an  meyea  de  eetle  d^patfea,  lea  I 
dqaationa 

//g  S  Oy       J7g  =  Oy  .  •  .  I       Am  —  Oy 

satisfirfsaat  aai  eenditiona  (7),  et  iia'ea  demaade  da  ddlMria» 
eaeete  las  n^^m  dquatioas  restaatea 

A  ce  point  de  Tae«  II  est  elair  qne  le  probMme  de  riat^iatiea 
ainmItaDde  de  plusiears  dqaatioas  est  plos  simple  qoe  le  pro- 
Utee  de  riatdgration  d*aae  seale  dqnation  aoz  ddrlvdes  partieUos 
da  pianiler  erdia»  pear  na  mdme  neulire  de  taiiaUes  inddpea* 
daatea^  palaqoa  le  preaiier  a'eiige  qa  une  partie  des  caleala 
esasaifes  pear  la  aolutlon  da  aecead. 

100.  ExamtnoDS  maiotenant  dana  qnela  eaa  les  t^oatioos 
proposöes  (€)  sont  incompatibles  au  point  de  ?ae  de  llal^atioii, 
e'est-ä-dire  n'admettent  pas  d*int^rale  commune;  daas  qaelles 
circoastaaees  II  pent  fester  de  riaeertitade  aar  leer  coaipatibiUti^ 
et  coaiBieDt  on  doit  proc^der  aleta  paar  ebleoir  la  solotiea  la 
plu  eenpldts  <e'«et*a-dire  renrermaat  le  plus  graäd  nenbre  ps^ 
sible  de  ceastsates  arbitraires)»  si  eetta  eelatio«  «st  pesaiUa 

Las  Dilation«  (6)  sent  incompatibles«  si  les  conditioos  (7)  n« 
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peovent  £tre  satisfaites  ni  identi^oement ,  ni  en  vertu  d«8  ^qna* 
tiona  dorniges,  ni  en  vertu  des  fi — m  öquations  qai  eont  eneore 
inconnoes  et  qQ*H  faudraU  trouver  poor  compl^ter  le  »ystdme 
donn^  (6).  Ce  cas  aara  Itea  i^videmment  lorsqa'one  ou  plusieeni 
des  expressions  (ffu  ffk),  qai  entrent  dnns  le«  condition«  (7),  se 
rerfuiront  a  des  eonatantee  quelconquea  diff6rentea  de  z^re,  oti  k 
des  fonctions  de  jti,..,  St»,  ff%ff  JUmp  ne  s'annalant  pas  en  vertu 
des  ^oatioRS  donn^es. 

Mais  si  quelques«  -  iines  des  expre^siuns  qui  entrent  dans  ies 
conditions  (7)  eont  de  la  Coroie 

/^m+i,..»  ^n»+/ desi^nant  des  fonctions  qui  reiilerracnt  noi)-{»eu- 
leroent  ar|,..,  a*«,  IIit..t  /fm,  maiF  ptirorc  pn,  et  qui  ne 

^i'anniilent  pns  en  vertu  dos  tMjuations  doniiees  (0);  .ilors  rwi  n  a 
plus  le  droit  fi  allirmer  qiie  les  ^quations  donneeis  *oient  iuconipa- 

übles:  cur  le»  tonctions  //mf  i  ,  /^m-t-/  peuvent  s'annuler  en 

vertu  (]e  quelques- unes  des  ;/  —  m  equation»,  encore  incoiuiues, 
qui  doivent  complöter  le  Systeme  donne  (Oj. 

Pour  qull  en  eott  effeetitement  ahisi,  tl  tuffit  d*ailmettre  que 
les  ^nations 

faneeDt  partie  dea  «— m  ^qnationa  inconnuea.  Or,  en  ajeutant 
de  cette  mani^re  an  ayat^nie  ilonnd  (6)  /  nonvellee  dquatiene,  II 
faudra  aomnettre  cellee-ci  a  la  roeme  ^preuve  a  laquelle  on  a  dd 
aoQfliettre  lew  premiöre«,  e*eat-l^*dire  ezaminer  de  quelle  mani^e 
oa  pent  aatiefaire  aux  conditiona 

{Hu  Uk)  Ü 

peor  tes  iadleea  t'ssl»  2,..,  m-|-/,  et  ibssm-l-l m-^L 

101.  Le  calciil  des  expressions  qui  entront  (Inns  ces  con« 
dltions  forme  la  partie  laborieuse  de  la  nietliodo  qnp  tiouh  ex- 
posons;  par  consequent.  il  n'cst  pas  inufile  de  reniarqunr  tjue  le 
Theoreme  I  du  ij.  17  pent  epari^MKT  unn  [larlie  notable  do  ce  chU 
cui.  Si  Ton  d('si<;ne  par  j  un  de«  oombres  \,  2,..»  od  a,  eo 
vertu  de  ce  tbeor^me, 

par  conseqnent,  si,  dans  la  verifieation  des  conditiona  (7)»  en  a  d^Ja 
trouv6  {Hk,  Hj)srO,  {Hj,  Hi)s=iQ,  il  eat  evident»  aana  nouveau 
calcul»  que  Ten  auia  ausai 

Tkaiil..  97 


102.  Supposnns  qu'en  appliquant  une  ou  plubieure«  io\s  W 
procede  que  nous  vennris  d'iiidiquer,  nn  ait  ajoute  au  »«ysteiuf 
donne  (6)  un  ceriain  noiiiLre  r  d'equatious«  Oo  de?ra  $e  trouiet 
alors  dao«  uq  des  troU  csks  suivauts: 

1**.  La  nombre  m-^-r  Mt  ^al  &  n»  «t  les  coodititM 
(//,-,  Hk)  =0  ne  8ont  pae  encore  salisfaites  poor  tootes  le»  ▼alesn 
1,  2,..,  m-|-r  des  Indiees  i  et  k.  Alora  Im  ^^pMtMiM»  propoafo 
(6)  ne  poarront  avoir  aoe  integrale  eoninittii«. 

2^,  Le  nonbre  «4«*       moindre  qoe  it;  male  aoe  o«  pte- 
•ieera  dee  expreaeioee  qoi  entrent  dans  le»  conditiona  prdc^eeto 
et  rdduisent  ä  des  constantee  oo  k  dea  fooctiana  de 
Hl,*»,  Jtffltfr»  diiltfrentes  de  zdro.  Alors  lee  dqoations  propoMct 
eont  encore  iocompattblee. 

3^.  Le  nomhre  m  -|-  r  n'est  pas  plus  «»rarid  qiie  ,  et  forrt» 
les  conditions  precedentes  sont  sntisraites.  Alors,  par  ia  inethodr 
exposee  plus  haut,  on  ])oarra  deteriuiner  une  integrale  conimurr 
de«  dquatioua  (fi),  renferuiaot  n-— «^r-fi  cooaUotes  arbitrairea 

103.  Apr^s  raper(;u  que  nous  venon^  de  donner  et  qoi  reo- 
ferroe  Ia  theorie  g^nt^rald  de  Ia  resolution  des  problenies  deter- 
iDines  et  ind^termiiiii  aiix  derivees  particlies  du  premier  ordre, 
il  reste  encore  a  con>pleter  cetle  theorie  par  quelques  remarqae* 
et  a  Tödaircir  par  des  exeniples. 

Neue  avone  coneiddrd  lee  dqaatlone  aox  d^irdee  partieNee  di 
premier  ordre  avec  nne  certaine  reetricCioo  dan«  leor  fenne»  esvee, 
en  suppoaant  qoe  In  foeetion  loconnne  s  n*enlrait  pae  daos  cei 
dqoations  par  elle*mtoe«  maie  aeolemeot  par  eee  ddrlvd«e  pe^ 
tielles  Pi,»>,  pn»  Si  In  fonction  i  entre  eUe»mdnie dene  les  dfee- 
tions  propocidea«  ee  cae  ponrra  ee  ramener  an  prdcddent,  aa  aieyaa 
de  ia  traaaformation  indiqode  ao  {•  14.  En  effeta  ei  Tod  met  Vw^ 
tdgraie  x  eooe  la  forme  d'ooe  fonctioe  implicite  donnde  per  Fe» 
4|uatien 

et  qu*0D  diffdrentie  cette  dquation,  ü  vient 

(b)  pm  =  -  -Q-y-  zz  —         e«  poaant  ^«  =  ^»  = 
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La  «ibstitntioö  dm  v«l«or«  de  pm,  poor  ms^l,  2,,,,,^n, 
daDs  I««  öqiiatioiis  donn^s  raroeoera  calletf-ci  ä  une  forme  teü^ 
qa'ellea  reofermeroitt  lea  n-f  1  variables  iod^pendaetea  ari,.., 
s,  el  Im  ddriv^ea  partielles  9i»-.>  y»»  ^nfi  de  la  roDctioo  F,  la* 
quelle  n'eiitrera  paa  ella-ndme  dana  eee  dquatione.  Lor«iqu'on  aora 
obteou  uae  int^rale  dea  dqoatlona  Iranerorm^«  alors,  en  rejetaot 
Ib  coDstante  qui  y  etitre  par  eirople  addition  et  egalant  eette  in« 
t^ale  k  sdro»  od  aara  uoe  equation  qai  donnera  nne  valeur  de 
X  «atiafalaant  aux  dqaatlona  non  transforiiidea»  d'apröa  ce  qnl  a 
4H  ddiDontr^  k  la  lln  du  {•  14. 

104.  Comne  ezerople  d*application  du  tbdoriae  de  Lioii* 
rille  00  de  Donkin  k  dea  probl^mea  ddlerminda  aoz  ddriveea 
partiell ea  du  premier  ordre«  preneaa  la  qoeatioo  gdomdtrique 
selVaate: 

Conaid^roae  la  ligoe  dont  T^quatioa  en  coordonndee  polaires  eat 

(1)  T  =  /  (siiiö,  COS 6), 

$  4taDt  l'angle  polalre  et  r  le  rayon  vecteur,  et  en  cbaque  polnt 
de  cette  ligne  dlevona  une  perpeDdiculalre  au  rayon  veetenr  cor- 
reepoodant.  On  demande  de  trourer  la  trajectoire  orthogonale  de 
ces  perpendicalairea,  c*est»&-dire  la  courbe  k  iaqoelle  cea  perpen« 
dkolaires  aont  normalea* 

En  preoant  le  p6le  poor  origine  dea  coordonndea  reetangu- 
lairea  se,  et  Taxe  polaire  pour  axe  dea  rdquation  d'ooe  de 
ces  perpeudiculairee  aera  • 

(2)  X cos B-i ysxnB  =■  F(siri ö,  cüü Ö). 

L*dquation  de  la  trajectoire  cberchde  donnera  y  en  fonction 
de  ou  Tice  veraa.  Les  tangente«  des  anwies  que  font  avec 
i'axe  dea  x  la  normale  k  la  courbe  cbercbde  et  la  droite  (2)  oot 
rctpectivement  ponr  expreaaiona  * 


ces  taagentea  devant  dtre  dgalea,  rdquation  diffdrentielle  du  Pro- 
bleme aera 


II  ne  reste  ploa  maintenaot  qn'ä  exprimer  ainO  et  coa0  en  « 
et  au  meyen  de  IVquation  (2),  et  a  intdgrer  rdqoatlon  k  deox 
fariablea  (3).  MaU  il  est  aiad  de  voir  qne>  quelle  qne  eoit  la 


dx 


cos  Q 


(3) 


hiüB.dx — cos  6. dif  —  0. 
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fontMiori  l'\  ühi  0  et  —  cosO  duiveut  s'expriiiier  en  x  et  if  de  tdle 
mauiere  que  la  conditio» 

3  «in  ö     dcosß  ^ 

soit  .sati4.Iailc ,  tVoxi  il  «  eriMut  que  le  jneniiur  nienibre  de  l  equ4- 
tioii  (3)  forme  une  differentieüe  exacte.  Eit  effet,  en  faisant,  p«Qt 
abreger, 

sin 0  =  p,   co8d  =  ^  9i 
^rivoun  requatioa  (2)  sous  la  forme 

equatiuti  a  laquelie  uous  puurroiiM  juiadrc  eacore  la  suivante. 

Er  d^ignaut  respcctivenieot  par  9  et  ^  le»  prainiers  nien« 
i>re«i  de  ceti  ^quations,  il  est  aise  de  a'assurer  que  ia.condiliot 

e«(t  idetitiquement  satiAfaite.   Par  eonBdqueiit» 

öj/  öd?" 

^^eiiuus  ic  cas  particulier  ou  la  Ioiü  iuhi  i^'  se  redutt  ii  utie 
coii{staiite  ü'  afors  I  «»({uatiun  de  lu  coiirbe  douiiec,  r=«,  represente 

iiri  rcrrfi'.     Lo  >\>t«  iiie  <le8  perp<«rnlicufair«*s  est  celui   des  tan- 

ijeiitfs  au  cercle,  et  li'ur  (rajeetoiie  01  tlioüonale  cjst  la  developpanU 

du  cercie.    Lea  equalioiis  qui  detcriuinent  p  sout 

— //.r  i        a  =  0,   z;'*  +  9*—  I  Ä  0; 

en  le8  retfolvaiit,  on  trouve 

Partant,  l'^quafion  (3)  preiid  ia  forme 

et  lo  prciMier  inciuiiro  de  colh*  equatioii  doit  ('Ire  uue  differentidl« 
exacte.    Lii  eflet,  «in  peut  i'ecrire  ««ou«  la  forme 
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a 


ou,  eo  posaot 


arctaiig  -  =  p ,    jc*^  -f-     —  a*  =  »*, 


Or 


Donc  Hiitegrale  de  1  equation  precedente  eät 


üo^u-i^  a  arctang  -  =  const.» 


Ott 


=  eonst. 


105.  PreDons  niaintonant  na  probtonie  iodtftermiaö  aux  d^ri* 
Tdc0  partielles  da  preinier  ordre.  Suppoaona  qne  Teo  demaode 
de  d^termioer  Tiotegrale  commune  des  deiiz  equations 


&    8»  ^  dz  dt   


En  po«»ant 


?z    dl  dz  dz 

Bxi-P''  ^^^^'^  äi,^''"  «te«-^*' 


nous  ecriroiis  ietf  equations  de  cette  niauiere, 

Pour  essayer  leur  cuuipatibiiite,  lorniuiii»  Texpressioii 


1  0,  — arg  1 

—  :r4,  0, 

0,   —  JTi 

1  — x%,  0 

Ipk.  0  i 

0.  1^4 

+ 

'  0»  Ps 

—  *8;'3 — -^^pa  +   /'i  -  ^'ipi- 

Cette  expressiuii  iie  hq  reduit  pas  a  aöro  cii  vertu  des  ^uations 
donn^s;  mais  eile  peot  s*annuler  en  vertu  des  i^juatioos  eueere 
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P4  =  ax8>  Pi  ~     »      =  "J" »  Ps  = 

Dono 

En  int^grant,  on  tire  de  la  TinUgrale  conunone  cherehtfe  des 
eqoations  doun^e«, 

2  =        +  oxsir^  +  const. 


24. 

100.  GoBsiddroM  l  applieatioii  de  Hefdgratien  rinnltande  aai 
dqoatiooe  liodaires  par  rapport  aux  ddrWdea  partieliee  da  premier 
ordre.  Supposoos  qae  lea  dquation  doondes  aoient 

en  poaant 

et  dösignant  par 

m.n  foDCtions  donnees  des  variables  iDdöpendaalcs  Xi,.,, 

Nous  represeiitcrons  les  premiers  nicmbres  de  ces  equations 
«Ic  deux  mani^res:  soit  par  les  lettres  corregpondantes  jfif,  ^to, 
soit  par  les  syniboles  ^1(2),..,  Am{'^)'  Hans  le  eecond  Systeme 
de  notations,  le  resultat  de  la  Substitution  d  une  fonclion  quei- 
conque  9)  u  la  place  de  2  dans  la  premiere  equation,  par  excniple. 
sera  exprim^  par  Ax{(p)\  le  rcsiiltat  de  la  mdme  Substitution  daos 
la  derniere  ^quatiuu  sera  Am{fp)' 

10(7»  Eo  admettant  que  les  dquationa  donndes  aoient  algebri* 
quement  compatiblea,  il  faodra  ezamlner  ai  lee  expreaeiona  {Ui,  ät) 
poorront  dtre  rddeitea  k  adro  pour  tontes  lee  valeora  1,  « 
des  indicea  i  et  Ar. 
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Ces  expressioDs  seront  evidemment  des  fonctions  lindaire» 
par  rapport  i  Pi^,  pm  dont  la  forme  generale  ^'otitieot  aist^ment 
comme  il  suit.  D'apr^s  la  formule  du  coaimencement  du  §.  10,  ou  a 


aa.-i^«') 


aar» 


En  groupant  ensemble,  dans  le  secnnd  membrd  de  cette  egalit^, 
les  terme»  qui  contiennent  en  facteurs  commune  les  quantites 
Pi,,,.  pu»  appliquaut  la  autatiuii  iiidiquee  daus  Tart.  pr^., 
il  vient 

(Ä.  A)     M»(aiW>-^l(ii|<*>)]pi  +  

Oo  voit  par  qae  lee  expreaalons  {Hi,  Hu)  se  r^uwent  k 
s^o:  P  en  verte  des  equatioiw  dono^es,  «i  cIIm  m  rMisent  4 
des  fonctions  lindairss  bomogioes  de  quelques-ones  des  qosntiMs 
Hl,..,  üm\  ideDtiquement;  sl  les  coeffictents  de  pi,..tPm  dass 
ees  ^natioDs  sont  oale  sdpar^nsnt  Si  elles  ne  s'anoaleDt  d'ait* 
ame  de  ces  dem  luaol^reSf  aloi«,  en  «galant  ces  expresstons  k 
sdro»  on  ajoutera  aux  öquatious  liotfaires  donndes  d'aatres  dqiia* 
tions  dgalement  lindaires. 

Eo  appliqnaat  pareillement  ce  caicut  aux  noavelles  dqoatloRS 
ünMres  qae  l'on  Tient  de  former,  supposoos  qae  ron  ait  ajootd 
aoz  dquations  donndes  en  l;pat  r  dquations 

m-l-r  o'dtant  pas  plus  graad  que  n,  et  les  conditions  {Hi,iik)=0 
dtaot  satiflfaites  paar  toutes  les  valsnrs  1,  2»...«  m-^r  des  In- 
diees  I  et  k,  On  pourra,  dans  ce  cas*  trouTer  une  lotdgrale  satis- 
laisMit  simoltandaient  ans  dquations  dsnnta^  et  dont  rexpressioa 
coflipl^te  eoDtieiidni  »^m  — r+l  eonstantes  arbitraifes«  y  com* 
pris  Celle  qui  y  entre  par  simple  addition;  et  de  cette  integrale 
on  dddoira  ttte-sinplement  rexpressioa  de  riotdgrale  la  plus  gd- 
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Durale,  reDfermant  uoe  fonctioo  arbitraire  de  n^m-^r  fMidiiMi 
doDDÖes. 

108.  La  marche  du  caicul  th^  I  ir>tei»rale  coniplete  a  <te 
posöe  precedomment  dans  ud  ca^  plus  general  celui  des  ^quatioM 
simultandes  non  linealreo,  et  eile  s'applique  ici  aana  modifieatioa. 
Pour  niontrer  seuicmeiit  Tapplication  de  la  nouvelle  foraM  dti 
conditions  dMntügrabilite,  preiions  un  exemple  particoUer:  TroBTer, 
a'il  est  poäsible,  une  iotdgrale  aatisfaiaant  sinmltaiitfflMal  aai 
deux  equatious  lineaire« 

/'i  =  1^ + «  +     +  X«)     +  0^  +  «  -  3  j:)  gl  =  0. 

Pour  essayer  Icur  compatibilit^,  repreaaatotti  pw  ^t)  eli^:} 
les  prenaiers  membres  de  cea  ^oationa,  aC  foivioiia  TasptcaBioi 

Lea  danz  premiara  tennaa  «cot  duU;  poor  calculei  les  autre^  ot 
trom 

B(l  +       +  ««)  =S  «  +  (««<  +  y --X^)« +•!« — f. 

il  (irf-y)  =    +     +  arti)  <  +     +  tt— 3ar) 

Ed  paHiDt  eaa  Talears  dann  las  caalBciante  de  Taxpraaslon  pre- 
cddaat^  an  la  lamtoa  1^  la  ranna 

St  Bx 

(Äf«+^+i^+5«-a«i+«y-3f-i)(«a  +  Sf)- 

II  aal  dair,  d*apr^  cda.  qaa  la  candWaD  (If^  4)sO  aafia- 
Me»  A  l*aii  paao 
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En  representaot  le  preinier  membre  de  cette  deroidre  eqaa- 
tkui  par  C  (i),  il  vieot 

(«)  -  c« + +««)]  s  +   (1)-  c(y + n-a»)]  ^; 

(//,.  ^J  =  [Ä(0)-C(0)]^  +  IÄ(0)-C(1)]J 
Or  «m  a 

Donc 

(ff^  1/,) = - ,» ^  -  *  I = - »Ä-,. 

(if„  irj  «  -  (j*i+«if)^-(apf+ii)   =s  (»1+«)/%. 

Parlmt»  Im  condWoti«  (Ht»  4)5  0,  (ff,,  iS^^O  aoot  aatis- 
fiitos  60  vertu  de  rdquatioo  H%  =  0. 

Ainai  ies  troi^»  equations  lin^irea 

rempüssent  toutC8  ics  coiulitioniK  (rinteL'r.if)ilite.  DoDC,  curifor* 
mement  aux  conclusions  cie  la  tbeorio  generale,  Tint^grale  qui 
canvienüra  simuUanenient  a  ces  troi^  equations  devra  contenir 
ilans  80U  expression  roniplete  doux  coiistaote»  arbitraires  (dont 
une  par  simple  aihiitioii).  tie  c  ettc  integrale  compiete  on  deduira 
1  integrale  la  plim  generale.  f'X])riniee  .iii  nioyeii  d'une  foDCtioa 
art>itriiire  d'une  certaine  fonction  dunnee. 

Glief€lieaed*abord  Tinldgrale  eonpiMe.  En  poaant,  poor  abreger, 

8s   dz  

ddletiMnona,  i  l'aide  dee  dqoations  prdeddeetea»  lea  expreasiona 
dea  troia  premtAree  de  ces  quantitda  eo  foeetion  de  la  quatri^me 
et  des  Tafiablee  Mdpeadantea.  Si  Ton  ddsigne,  pour  abr^ger, 
oaa  expreasiona  par  iO|,       oa.  on  aora 
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(a^-l-Op«»»!.  Pi=-«P«=«t.  J^=-a|»*=«i- 

D'aprds  cela,  pour  determiner  reqaation 

qui  donnera  la  valeur  de  p^^  cherchona  uue  integrale  CfUnmuM 
de^  Uois  equaüüuä  ittieaire» 

Les  syHtemen  d'dquafions  simuitanäea  aoX  diff^rentieliea  ordioairei 
correspaodantea  aux  equatioos  prec^entes  seroiit 

dx         du         f//>4       dif         du  dp^ 

1  dcoi       8cO|  '     I  dfa%       dta^  , 

<{f        «/m    dp^ 

8(0t     c'ci)«     8cü3  ^ 
Or,  comroe  on  a      =      =  -^^  =  0,  Tiot^grale 

fszp^^  const.  =  a 

coDTieiidra  ä  eliacon  de«  troi«  «ysUmes  d'^uattons  stmnlfan^f 
et  h.  ebacune  de«  troU  ^quations  lin^rea  prMdentos« 
anitoy  lea  expressiona  dea  dörhrdea  partidlea' de  la  fonetfam  ebcr* 
cbde  %  aeroDt 

=~(3a;3-|-0a>  Pt  =  — »«.  p%^  —  SM,  p^sstt, 

Donc 

=.  —  a  {X'fu:'^  + 1)  dx  -t^dif    xdt  —  du\, 
d*oii  Tod  tire,  an  iotegrant,  Texpreaaion  de  rintdgrale  compUte 

X  =  «  (»  •;r'^;r<  — +conBt 

Ealin,  rezprmioii  de  l'intdgrale  la  plaa  gdndrala  peet  *tw 
donnde  aoua  deax  formea:  aoit  an  rooyen  dea  dquatlana 

a  as  «  (m  —  jr»  -     -  •■|-)  +  Ä  (c), 
fioit  au  moyen  de  I  equatlon  unique 
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*  d^signant  dans  Im  dmix  eaa  vm  fonetioo  •BtMreneot  arbitraire. 
Ii  est  «Evident  qua  eea  deoz  atpreaslMW  de  llntdgrale  gdndrale 
flont  ^Bivalentes  eotre  ellee. 

I 

i.  96. 

109.  Daae  le  probtome  prdcddent«  noua  aTons  fait  naag«  de 
It  forme  parÜealiAre  que  prenneat  lea  condltiona  d*intdgrabilite 
dtf  tfqaatiooa  afmattandea  lindairea  avz  ddrivdea  partiellea  du  pre* 
nier  erdr«.  11  aal  Jk-propea  de  aigaaler  eaeore  id  ane  aotre 
forme  de  cea  mdmea  conditiona»  dont  Jacobi  a*est  aervi  poor 
AabKr  le  Tbdor^no  fondamental  I  da  }.  17. 

Prrnoris  deux  expresaioM  Untres  par  rapport  aux  derivöe« 
partieilea  de  la  fonctiou  s, 

8x  .      8i  .      .  dt 

^1«  ^  et  6|,  6^,..,  bm  d^Bi^nünt  des  fonctiooa  de£tff»,Xn, 

et  rtpr^aentons  ta  premiere  de  ces  expressiooa  par  Aix),  la  se- 
emde  par  B{x). 

On  peut  GODBidörer  A  ti  B  comme  dea  signes  d'opdrationa 
etmpletement  d^termio^eti,  et  nommer  la  premiere  de  oea  opdra^ 
tions  l'operation  A,  la  «econde  Topdration  B*  En  sotimet- 
taot  k  Topdration  A  une  fonction  qaelceoqae  x  des  variables  Jti,^ 
••»  ^  nous  obtiendrons  poor  rdaultat  une  nouvelle  fonction  des 
mömea  variables,  eur  laquelle  noua  pourrona  eflectner  Topdratlon 
B,  ReprdaentODS  aymboliquemeat  par 

le  rdaallat  de  eca  denx  opdrations  auoeeaaivea.  Ton  ezdcute 
]«a  mdmea  opdrationa  dana  l'erdre  inverae»  en  poorra  reprdaenter 
le  QovTean  rdaultat  par 

A[B(z)]. 

Voyona  quelle  aera,  en  gdndral,  la  diffdrence  de  oea  denz  rdanltata. 

On  a 
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  .    ( dox^  dz     ha%  dz  da»  Bx 


d^i   8z      du^.    dz  dam  dz 


BIA(*)}=  J»(a.)^  +  fi(«.)a|;+..+»(«.)£ 

+  (6|  0.  +  6,    )  + . .  +  (6. «.  +  6.a  J 

On  troave  ile  mtee 

+  («A +11.6,)  + . .  g^gj^ 

+..+(0^1 6.+«.*^)  g^:^. 

En  comparant  ces  deux  expressions,  on  remarque  que  ceni 
de  lears  temies  qui  renferaient  les  diirivi^  da  «ecood  ordie  «ie 
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k  fonction  r  sont  ideottqneB  d«  pBrt  et  d'autre;  donc,  si  Ton  soua- 
trait  ces  expressrons  l'une  (ie  l  autre,  ces  termes  0e  d^truiront.  et 
la  (liff^rence  sera  expriniec  pur  la  fonction  Unfaire  suivaote 
ditiv^es  partielle«  du  premiejr  ordre  de  la  iouctioii 

-AIB  WJ  =  t  Ä  («,)  -  ^  (4.)  1 5^ 

llü.  Debignons  ntaiiiteitant  les  deriiräes  •  •  •  »  re« 
•peetivemeDt  par  ih,**»  pm»  et  poeons 

D'apree  ce  qni  a  ätö  demontre  au     24,  «rf.  107*  neue  aerooe 

{H.  G)  =  lÄ(o,)-. .4(^4)1;,,  +...+lfi(fl«)-il(6a)|p«. 

Ett  eonparant  ee  r4sttl(at  i  oelui  da  Tari  prMdeot«  II  a'anauit 
qve  Pon  a 

Od  an  caaclat  qaa  laa  deaz  ^jqaationa  liateiraa 
lenat  aampafiblaay  al  la  eaaditioa 

«t  tatisraUe,  et  H  eat  ^yMent  que  cetta  noavelle  forme  de  la 
oondUioD  d'iotdgrabilitd  dea  ^quationa  tiadairaa  aimultaD^^es  est 
Apdvilaata  k  la  prdeddanta« 

III.  Cowi^«eiiee*  —  Suppoeaaa  malntaoant  que  tp,  ^  et 
t  teptdaaDlant  dea  foaatioaa  qaelconquaa  daa  fariablaa  Xm* 
Pi»'*$  pm  et  pfanaaa  daez  aipmaioaa  liadalrea  par  rapport  ans 
dirivdca  parttallaa  da  prantar  ardfa  da  la  fonctiaB  da  la  larma 
nifaiit^ 

^^'^j  H  ^ 
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£o  vertu  de  i&  formule  d^montr^e  plus  baut  (art.  109),  oo  a 
(«)  BiA{z)^-A\B(t)\ 

Of  A{t)  =  (9,  i),  Bit)  =  (tp.  »);  doDc 

B[Ä{i{i  =      (9, 1)1.  AiB(i)}  =      (l'.  *)i 

et 

B[^(i)]-.il[Ä»l  =  [lr,  1)] 

De  plus» 

fwr  coDs^nen^  m  verto  de  U  formale  (4)  du  }.  1^ 
de  mdme 

D*apre«  cela,  Tdgalitä  (a)  prend  la  forme 

[l'»  (9»  + 

'^^il^äSr  5Ä"~ä^  STin""!''  ^^'''^J' 

on«  e»  Ikteent  peceer  tone  lee  tennee  den*  le  prämier  membre. 

llf»  (9i  (*>  V'a+fe       9)1  =  0. 

112.  Teile  est,  en  substance,  la  denioiistration  quc  Jacußi 
a  (lonneo  de  cette  proposition  (Nova  Methodus,  23.  —  26.i 
Maiü,  comme  cette  demonstration  est  ^troitement  liee  ä  la  theuri? 
de  l'integration  des  equations  lineaires  simultariees  aux  derivee? 
partielles  du  premier  ordre,  j'ai  cru  preferable  de  la  prei>enter  et 
lueiue  tonijj-s  que  rexposltion  de  cette  partie  do  la  methode,  H 
j'ai  donne  plus  baut  (§.  17)  une  autre  demonstration,  qui  m  a  seiubir 
n  etre  pas  piua  coropUquee  et  sc  deduire  itnmediatement  des  pro- 
prietes  foQdaoientaieä  deä  exprefisiuuä  de  la  forme  {(p, 
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Retnarquons  qne  ce  Theoreme  etalt  Heja  corinu  avant  la  pu- 
blication  de  la  „Nouvelle  methode"  de  Jacobi.  En  cflet,  dans 
le  Memoire  citi^  p!us  haut  (§.22)  de  Donkin,  „On  a  (  lass  ot 
Differential  Equations,  etc.",  on  troave  ce  Theoreme  (page  92, 
8ection  I],  §.21),  et  au  bas  de  la  [»acreTI,  il  est  luentionn^  parmi 
te8  rö^sultats  troav^s  pour  la  premlere  iots  ou  demontjr^  d'uoe  ma* 
niere  nouvella  par  l'Auteiur. 

La  d^monatralfoB  4*  Donkln  poorrait  platdt  cosaidMe 
cMiiM  Qae  T^ficfttion  da  Th^oitae  m  qBaBtioa>  Da  mto,  ä 
cattM  4#  Ml  WUveM»  alle  poat  4tf6  allla  paar  aaa  eipaaUiaa 
aMgda  da  la  tbdaila  da  Jaaoblf  a*aat  pourquoi  je  peaaa  qall 
aa  aara  paa  aaparfla  da  la  rapportar  lei. 

113.  „Th^orrme.  Si  p,  9,  r  sont  des  fonctiooa  f^neX* 
coaqaes  dea  2a  variablaa  dCi»»*«  ssm  3fi*<-»      ob  a 

<«)  [(p,  7),  r]  +  [(7,  r),      +  [(r,  /i^,  7]  =«  0. 

.JSi  Ton  devekoppe  cette  ezpreasioo,  il  est  ävident  que  chaeun 
de  sea  termea  sa  coiDpotie  da  produit  d'uue  d^riv^e  du  second 
ordre  de  Tune  des  fooctions  q,  r,  par  dea  döriv^aa  da  pramtar 
ordre  da  diacuaa  daa  deux  aatraa  fooctiooa. 

„Conalddroaa  laa  tarmes  conteuaat  daa  d^rlTdaa  du  aecond 
ordre  de  p  ;  ila  aaraal  de  t'ane  daa  formea 

8*p     dq    Br       8»p     dq    ör  dq»  Br 

i  poQi^ant  ^tre  ei!;al  a  J,  et  chacun  d  eux  proviendra  da  praviax  ou 
da  troisieiue  terme  de  1  equation  (a). 

mCb  azamiaaat  maiatanaat  cbacaaa  da  caa  formea»  U  eat  atad 
de  voir  qae,  pour  cbaqaa  tanne  proveoant  du  premier  terme  de 
fdfaaüiii  (tt),  11  ae  tioava  aa  taraie  aamblablot  «aia  affactd 
d*«o  atgaa  eoatraife»  ^raveaaat  da  troiaitoa  laHaa  de  eatta 

^aation;  et  coroma  la  ndnie  eboae  eat  mie  pour  lea  tenaaa  od 
entrent  lea  deriveea  aecondes  de  q  oa  de  r,  il  s'ensoit  que  le 
premier  raembre  de  T^quation  («)  toat  eatier  se  rädalt  IdentlqBe- 
ment  4  aäro.  Dane  le  Tbdor^aie  eat  ddmoDird." 

{.  20. 

114.  fonsidel-ons  .encore  Tapplication  de  la  inethode  d  intä- 
gratioo  des  e<{uations  simultanöes  aux  derivees  partielles  du  pfe- 
mier  ordre  ä  la  d^teraiinatioo  dea  conditiooa  d'iDtögrabUkd  imm^diate 

Tk«ll  L.  SB 
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d'troe  expreesion  diff^rentielle  contenant  une  variable  independante. 
et  des  fonctions  de  celte  variable  a?eo  leara  dörivöea  d  ordnt 
quelconquea* 

Cette  qaMtion,  qul  a  dtd»  comnie  oo  aait,  rteota«  par  Evler 
et  par  Coadorcei,  et  dont  Lexell»  Lagrange»  Poisaoi, 
Sarroa«  Bevtraad»  Bin  et  et  d*aatrea  gdemdCrea  oot  fattfobltl 
de  leora  recberehea»  prdeente  ooe  applicaUon  facUe  et  iotdret* 
aaota  de  la  tliderie  qoi  noua  ooeope.  La  aeovelle  mdlhod«  de 
aolutioii  pent  dtre  eomparde,  aoua  le  rappert  de  I»  aimplicitd 
nentaire»  k  eelle  qui  a  dtd  donade  par  GeDdorcet*)  et  perfiec- 
tienade  par  Sarroa**);  et  tandie  qo'elle  foaralt  atwohuiiaat  da 
la  mdme  maoMre  lea  expreaatona  dea  ddrWdea  partienaa  da  pie* 
mier  erdre  de  la  foaetien  eherchde  par  rapport  k  toatea  lea  va- 
riablea  qui  y  entrent,  eile  ramdae  la  ddtermination  de  cette  fene» 
tien  k  l'iatdgration  d'ane  diffdrentlelle  totale.  Mab«  avee  eck, 
on  obtient  l'noe  aprda  Taatre  toatea  lea  coadlHoDa  qoi  dohreat 
dtre  adceaaaireBient  rempllea  par  la  feactioB  doaade  poor  qu'dlf 
aolt  la  ddrivtfe  ezacte  d'ane  antre  foncttoo.  81,  dana  le  eaa  dooa^ 
Pezlateoee  de  eette  deraidre  foaction  eat  ddnentrde  iiapo— ibli, 
en  a'en  aper^oit,  en  gdadral,  avant  d'arriw  k  la  cendltiea  couoe 
d'Ealer,  laqaelle  a'obtlent  la  denddre  dana  nMre  Mdtfaede*  H 
eat  Ii  propoa  d'obaerver  qae  eette  coaditiea  eat  doaade  lei  aeai 
oae  DoaTeOe  forme  symboliquej  dooblement  remarqoable. 

Pour  completer  ]a  Solution  d'apr^s  cette  m^thode,  il  m 
resterait  plus  qu'ä  trouTer  no  moyen  simple  pour  d^montrer  qoe 
toutes  les  conditions  necessatres  soiit  reniplie«,  de»  que  la  coo- 
dition  uniqne  d'Euler  est  satisfaite.  Err  l'absence  d'nne 
d^monstration ,  on  doit  en  altendnnt  douner  la  preference,  poor 
la  Solution  du  probteme  propose,  aux  methodea  moina  directea  et 
luoios  aimplea  du  Calcal  dea  FariaUoiia« 

Le  proeddd  indiqnd  ei-deaava  eat  dd  i  Boele  ^*),  qoi  pre- 
aeote  ee  probidme  coiome  exeiaple  4^  l'applieatloB  de  la  ndtliede 


*)  Dan«  ton  Calcul  integral.  Voyes  ansu  liaerolx«  Tratte 
du  Calcoi  diff«cea(iel  et  da  Calcal  iat^grai,  toaia  11^  pa^.Ste 

.249. 

Annale«  de  Math^raatiqaei  de  C^erKOBBe»  tonie  XIV. 
Voje?  Rntti  Todhunter,  History  of  the  Progrea«  of  the  Cal* 
cttlos  of  Variationt,  p.  523 — 529. 

***)  Dan«  lon  Memoire  ,,0d  flimnltaneont  DifferentialE^oa- 
fions  of  the  first  Ofdor,  etc.<'  CPbiloaopliical  TraBaaccIea«« 
1868,  Part  1«  p.  453). 


aux  äMHu  pmrtMk»  dm  firmier  ordre. 
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donn^  p«r  lut  pour  l'iotägratioii  des  equations  stmultanees  du 
preroier  ordre  aux  diff^rentielles  ordinaires ,  dans  lesquelles  le 
nombre  des  variables  surpasse  de  plus  d  une  untt^  !e  rmnkbre  des 
equations.  Mais  on  voit,  d*apr^s  ses  recherches,  quo  cette  ques- 
tion  g^n^rale  est  ötroiteraent  liee  avec  le  problenie  de  l'inte^ra- 
tioD  des  Equations  iineaires  simultauit^es  anx  derlvecs  partielles  du 
premler  ordre.  L*Auteur,  ne  coiisiderant  pas  ce  deriiier  probleme 
a  ce  pofnt  de  vnc  cnmmun,  que  Bour  a  indique*),  appüque  ies 
coMliUoDS  d«  compatibilit^  des  deuz  öquatioas  ÜD^aires 

udasiveBmt  soiia  Ui  forne 

^[^(z)]  =  ^[B(i)J, 
QU«  mWant  soo  aod«  ootattoD» 

A  la  suit«  de  cela»  dans  l*application  au  probltoe  cooaldM«  il 
introdiiit ,  toute  une  s^ria  de  eymbelee,  qoi,  teut  en  permettant 
d'ezprimer  la  solation  sous  une  forme  trös-condensöe,  lui  dteot 
eepeedent  raventage  de  la  elartd  et  de  la  simplicitd  ddairable«. 

J*adopterai,  en  conseqaence,  le  mode  d*ezposition  de  ßer- 
trand,  qui,  dana  une  de  öes  le^on^  prulensees  au  College  de 
France,  en  1863»  a  remarqu^  que»  dans  rapplication  au  probleme 
actuel»  ii  vant  mieux  faire  usage  de  la  conditio ti  de  compatibillte 
des  equations  üneaires  sous  la  forme  (//,  6)  =  U,  et  a  lail  voir 
cooimenC  ou  deduit  la  coiiditiuu  d'Euler  dans  le  ca.s  particulicr 
oä  l'expre^iiHion  dlffereutielle  donnee  contient  une  variable  inde- 
pendante,  uiio  function  de  cette  variable  et  les  dcrivees  de  cette 
fonction  jusqu'au  second  ordre.  Je  traiterai  la  solutiou  de  la 
question  sous  sa  forme  gönerale,  parce  que,  dans  le  cas  parti- 
colier  considere  par  Bertrand,  on  u  aperyoit  pas  certaius  cutes 
de  la  question  qui  ne  6oot  pas  sans  interöt. 

115.  En  reprdaentant  par  x  la  variable  iaddpettdante«  par  jf 
m  foneUen  de  celte  variable,  et  par 


*)  Dans  le  Memoire  cite  pIiiM  haut  (url.  90).  Ce  Memoire  ujrant 
para  aa  m#me  monient  <]ue  Ip  truvail  de  üoolo,  il  e«l  probable  que 
MW>ci  o'cn  avait  pas  eu  cuaai(iis«aace. 


490        imsekgnelskjf:  Sur  rMigroUoH  an  igumUum 
les  B  premidres  deriväes  de  cette  fooctioo,  soit 

rezpression  dooo^«,     prop08oii8«n#oii  ee  probldme: 

D^terminer,  s*H  est  po6sil)le,  une  fonction  V  des  variablM 
y*»-*y  y^"K  qo!»  etant  diff^reiiti<^e  par  rapport  a  x,  non*8«o> 
lement  en  tant  qae  x  y  entre  explicitement ,  niais  ansai  eo  taat 
qac  X  eotre  daos  les  foocCiens      3f'$*'»  jf^K  rtprodnlse  Teiprwh 
aioo  F. 

dV 

fimployons  la  notatlon  ^  ponr  d^igner  c«tle  <Mrli^  tetile; 

noas  aarons 

Qt  r^qaatiou  fonUaroeutaie  du  probl^me  aera 

■^'-■^4^^''^  jf»irV..|f^-^)- 

Reinarqttona»  eo  ootre,  qae: 

1'^.  fcli  la  lojK  ti'in  y  etait  Hejii  conniic,  Toquation  (1)  devien- 
drait  ideatique«  la  fonctioo  y  restaiit  compietemeot  iaddtermiBee. 

Ot  F  aa  eontient  |)as         ;  done  la  terme  ^^-^  y<«+») ,  o'ayant 

aucun  terme  seniblahlc  a  Ini  ni  dans  fe  premier,  ni  <lans  le  «fe- 
cond  nienibre  de  requation  (i),  doit  s'annoler  de  lai-meme.  Da 
doU  donc  avoir  n^ceasairenient 

(2)  = 

2^.  Ii  eat  dvideiit  qua,  ai  la  foBction  donode  F  proTical 
affeetivement  da  ta  dilfdrentlatioa  cainpUta  d'nna  aatre  fbaefliea 
F  par  rapport  k  Xf  F  dolt  Mte  de  fanna  liadalra  par  rapport  I 

puisque  cette  forme  eat  celle  du  preiaier  membre  da  l'^aa- 
tioB  (1).  Par  aaite,  il  laut  qea  Ton  ait 

A  et  //  etant  des  lonclions  de  y',..,  et  ,  pour  que 

requation  (1)  soit  vcriüee  ideiitiqueiaeat  paur  ioute  vaiear  de  jf> 
oa  devra  poaer  eocore  la  condition 
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B  pouvaot  facileroent  B^exprimer  au  tnoyen  de  F.    En  effet,  en 
diff^rentiaiit  partiellemeot  les  deux  inembres  de  rägalitä  (a)  par  , 
rapport  ä  y^"),  it  vient  -  V. 

Par  8uite,  ai  Ton  repri«ente,  pour  plus  de  simplicite,  par 
F*,    F|,>    F(i),    Fti^,s;.,  .F(»^),  F(.) 
iea  d6nv6e8  partielles 

dV     dV     BV     8F  BV 

JJ'  ^*  15^' 

et  que  Ton  adopte  ponr  les  d^riv^es  partielles  de  F  une  Dotation 
an&logüe',  ie»  trois  equations  du  probl^me»  exprimeea  4l|  moyeo 
des  d^W^es  partielles  de  la  fooctiou  V,  seront 

fl)  ir  SS  F.  +  Fj,  y'  +  rw/-!^  .  -^Ffti-Dy ) + F(.)  yC*«)  -  F«ft 

(2)  G  =  F(.)  =  0, 

(3)  =  F(.-i)-F(,)=:0. 

116.  Ayaot  ainsi  trots  Equations  simultan^es  d^iiv^s 
partielles  du  preroier  ordre,  11  faudra,  pour  les  integrer,  appifqoer 
U  ni<$thode  expos^e  dans  les  paragrapbes  pr^c^dents.  Pour  cela, 
eoBsiderant  U,  G,  Ui  comme  des  fonctions  des  2(ii-|-2)  farla» 
Uesdr,  F«*      Fy»  |f'»  F(i)»..»  9^),  F(»),  formons  les  «zpmsiOM 


(16  G>=?=  F{.-,)-/(«)j 

^F(n) 

La  fweaUiffe  «e  rdidait  i  »tfro»  «1  vertu  de  l'^nation  Ui  =0. 
La  eeconde  eet  Identiqaenieiit  i  sdro,  puisque  F(«)  =  et 
qve  B  oe  coDtlent  pas  ^("^  d^oü  il  s'eoeuU  que 


8F(,)      BB  _ 
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• 

La  troisi^me  expression  ne  s'annole  ni  ideotiqoemeot,  ni  en  verta 
de«  ^uations  doon<^ea;  mai«  eile  contient  la  d4r\v6e  partielle 
F(ii-t)  de  la  fonctioii  cbercbee.  En  la  posant  donc  <^gale  k  win, 
OD  »jostora  «uz  ^oatioo«  donate  aue  qoatritoe  dquatloii 

Öl  Tob  fMMvqm  qiM»  daaa  eette  dqoatloo»  on  a 
OD  ponrra  dciire  ootfo  dqnatioa  aoas  la  fonoo 


eil  laisaut«  poar  abr^gor 

«•-1  =  — 

117.  On  troBvo  «Dsaito 

La  prefliliro  do  eea  expreasiont  eat  IdoatiqiiwiMot  doIIo»  coowe 
OD  peot  lo  ddmoDtrer,  soit  od  ao  foodaat  aar  T^galitd*  (a),  aoH, 
ee  qoi  oat  prdfdrable,  par  udo  antre  mdtbode,  qn\  8*appliqnen 
ploa  tard  ä  d*aatroa  eaa  aoalogaoa«  poar  loaqaola  l*oniplöi  do  b 
preml^  mdtfaode  prdaonterait  doa  difficoltda.  Ed  eiot,  par  la 
Tbdortaio  1  da  {.  17,  od  a 

Or  on  a  (G,  B^)     0>  (H,  G)  ^  H^;  donc 

(C,  ff«)  =  (üi,  ifi)  «  0. 
De  plus»  la  valeur  de  (£f|«  i^i)  tcou?öe  plus  baut  est  ex- 
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prlraee  en  fonction  de»  seoles  variable«  x,  y»««-»  3^^"^?  *'oit 
donc  06  r^daire  identiquement  ä  zero«  sans  quoi  la  t^oliition  du 
Probleme  serait  iropossible.  Ainsi  nous  sopposeroM  que  la  fonc- 
tioo  F  Mtvfasse  k  la  condition 

dont  la  D^cessit^  s'apergoit  eneore  ploa  dalrementt  si  Ion  re- 
marque  qii*eUe  condail  k  l'ägalite 

Enfin,  la  Talear  de  {H,  H^)  P^"^  ^galöe  k  ziro,  puls- 
qa*6Ue  renfemie  la  d6r\v4e  partielle  F(«-8)«  De  cette  roaniere, 
aal  qaatre  ^natians  prMdentoa  nona  en  ^ionterona  one  ciaqal^e 

=  r(^ — +   r(«-a)ssO, 


11&  Ob  obtieDt  eoaaite  laeUament  Im  «ipmaioiis 

/MM      "  ^  ^«<l-8 

iEM         V  —  ^•■-8  ^<P«~> 

(Ä,   1/,)  =  F(«_4)  +  —  F(,,_3) . 

La  premiere  de  ces  expressions  est  nulle  en  vertu  des  ^ua- 
tions  etablies  precödemment    £o  effet,  le  Thöordme  1  do  {.  17 

donne 

iG,  JB^  s  [G.  (ü,  17s)]  »  -  [iV.  (4,      -[IT,,  (G,  mh 
ot  {G,  JSft)  =0,  (Cr,  iO  s  —  £f| ;  par  coos^qaent 


424       im»ek€n€t$k9:  Sur  CiM^fnoikm  de»  iquatum 


EMolto  Im  T«l«m  de  (/f,»  J7,)  «t  tdit  (i?,,  ßl^),  s'expHmnt 
an  moyen  de«  aeulM  rariablea  d^j^  if«»«.»  jf^^^t  daiFent  se  rMvin 
id«ntiquem«iit  4  s^o»  ai  la  fonctlon  chercbde  F  eiiate;  et»  es 
effet.  lea  cooditiona  (Fi,  H^)  =s  (Bt,  B^)  =  0  n'azprinaot  paa 
autre  eboae  qae  Ua  r«l^t|iipa  ndoeaaairaapottr  üu.'oa  ait  lea  ^liUi 

< 

Bafin,  ea  dgalanC  k  a^ro,  l'aicpraaaiaB  (ff,  11«)»  ob  obtieot 
aae  noovdla  dqaatian»  qai  devieat,  an  ramplacaiit  pai  n 
valaur, 

ny.    On  ?oit  roaiiittinant  coniment  on  (levr;^  continuer  a  pro« 
ceder  ponr  ia  Solution  du  probl^me  qui  iious  occupe.    8i  la  fonc- 
tion  F  satisfait  ä  toutes  les  conditioiis  neces^aires,  lf!s<juelles 
r^duiront  finalemeiit  ^  ce  que  le«  valeurä  determinecs  succcssife' 
ment  pour  les  d^rivees  partielles  satisfaasent  aux  coodiüoos 

OD  obtieadra  Alora,  oatre  lea  dquafiona  pideMeataa,  leadi|Qalioat 
qui  aoroat  gdadralament  de  la  ferme 

ce  qui  dovieat,  poar  t  =  ii» 

Poar  d^ider  de  Ift  caMpatMitd  de  ia^eraMre  dtaalioAtm 
1««  prdctfdfentaa»  pQMiie  • 

■ 

et  formoaa  lea  expressiona 
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CQ>o 

dcoo 

dg  ' 

—  ■"'f  +   + 

TotttM  ees  oipreMloDfl  sont  de«  fonetioiM  dM  ««ates  varb* 
Uci  »tffff^,.*,^»  6t  par  suite  dokent  se  rddolre  IdMtlqoeMiit 
k  wko,  Mais  TexpreMioii  {O,  A)  rddnit  ddfi^  k  xdro  m  T«rta 
des  coBdltioiM  dont  on  a  rocoana  prdcddamineol  la  ndcaa^td.  Ob 
I,  m  «ffa^  d*aprte  le  Thdot^aie  I  da  {.  17» 

DoDc  (G,  J7»)  est  nol«  paisqa'on  a  {G,  i7«-i)=:0>  (J7|,  ^».i)sOL 
Da  ploa*  iaa  eoaditiona 

(Hl,  IJn)  =  ü,  (//,,       =  ü,. .,  (ÄW-t,  iy^«)  =  0 
Mut  ndecaaalraa  paar  ^  Tob  ait  laa  dgaliUa 

1*20.  La  64$rie  pr^c^dente  de  toutes  les  conditions  n^eaaai» 
re«,  qae  doit  reinplir  la  fonctiaii  differeatialla  doanda  eat  ren» 
(nmiß  daiia  ia  eoaditioa 

iü  =  f.-^  +  +  (-!)•  ^  = 

trouvee,  comroe  on  sait,  ä  l'aide  du  Calcut  des  variatioM  par 
Fauler,  qoi  a  d^montrö  que  cette  conditioD  etait  non-aeulaaieDt 
n^e«iaaire«  maia  aocore  aafBaaote  *), 


•)  Bertrand  a   fait  volr   (Journal   He  rEroIe  Polytech- 
ai(fU0,  XXWIIl«  Cahier.  (i.  550 — que  Lagrango,  l'uitsüu 
•l'dutrcü  gc'OTDÖtre«  «e  nudI  tromp4a  en  avan^ant  qu'iuul«r  a'avait  fa« 
deiDOiitr^  4««  HB  cMdilion  ^lait  »ufficaote. 
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Od     eo  vertu  de  ce  qoi  pr^öde. 

Um  =  {U,  //«-i),        =  (/i,  //»-«),..,  //i  =  G). 

Donc.  par  des  snbstititutiona  tr^s-aimplee,  on  ponrra  ^crire  U 
eooditloD  d*Ealer  aous  la  forme 

[ü,  {H,  (...,  {H,  6')...))]  =  0, 

B  ^  G  ayaot  leo  vatonra  donndea  daaa  Tart  115. 

En  sapposant  que  la  fonctioii  F  reraplisse  toutes  les  condi- 
(ions  nöcessaires,  on  pourra  d^terniiner  trdß-simplement  öuu  iole- 
grale  F.  En  effet,  les  ^qoations 

fournissent  des  expressions  de  toutes  les  dörivee»  partielles  de 
la  fonctiou  cbercböe«  ä  1  exceptioo  d'une  seule,  savuir 

F(«)  =  0,  F(«-i}  s=  F(«),  F(ii.o)=s  «»«.s»*..»  Vf,^m^ 

En  loa  sobstltoaDt  dans  i  equation  ^  =  0,  ii  vieot 

Partant,  la  foDctIon  F  «era  d^tenuiode  par  riutdgratloo  de  U 
diffdrentiello  eiacte 

Dana  lea  applleations  ä  dea  caa  partioaliers ,  il  est  trds<coiii- 
mode  de  dlsposer  lea  calcula  eomnie  l'lndiqoe  le  tableao  «aWaal: 


F(»),       F(n-l),.  .  .»  ^{»)» 


€£F(«)  rfF(»)  iiF(i)_ 

-ar**  "  <«ar  '        """St  • 


(4)  ]  (-»)-^^ 


'F(«),       iD»-.a, .  .  .»  »o» 

oii  I  on  pent  calciiler  les  uiies  apre*  les  autres  les  lignet»  faori- 
xontales,  en  aliaiU  de  haut  en  bas,  ou  les  lignes  verticales,  cd 
atlaot  de  gauche  a  droite.   La  somme  des  termea  de  la  deroiere 
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colonne  n  droilü  (it»niie  la  valeur  <le  reipressioii  E.  Si  eile  est 
ei^alf  a  zero,  alors  les  soninies  des  terujCN  de  chacune  des  co- 
lonne«<  ä  precedente«  en  rcniontant  vers  la  gauohc,  seroiit  res- 
pectivement  \es  vaicura  de^  derivees  partielles  Fy,  F(i),..,  F^n— 2)i 

Bxeaiple.  8oit 
En  formant  lo  tableMt  {A),  od  trooTd 

-2«,    --1,         — ay-Äaiar', 

+  2,  0, 

0 

Par  soite, 
Dooe 

d'oü  Tod  tire,  en  iotegranl» 

F = j:y — ar^'  ^  3^*0:  +/9  (x)  da:  +  eooat 

12L  Qaoiqu*il  aoffise  de  former  la  aenle  ezpresaion  qul 
«fltre  dana  la  coaditioa  d'Euler,  poor  jager  de  noldgrabllUd 
Inoiddiate  de  la  fonclion  diffäreotielle  donnde  F,  eependant»  comme 
eile  eat  plua  oeoipliiiade  qne  lee  expreaelona  qnl  eotrent  daae 
tovtee  lea  aatree  coadltioaa  ndceasairee»  11  est  gdndralemeat  plna 
eomnode  d'employer  ces  demt^ea.  Eclairciaaooa  cela  par  uo 
stemple. 

äoit  iSL  tonction 

Id  la  premiöre  condition  ndceeaalre,  en  vertu  de  laqoelle  F  doit 
dtre  noe  foaction  liodaire  par  rapport  k  la  ddrlFde  la  plua  dlevde, 
est  remplie.  ExamiooDS  et  F  satiafait  i  la  condition  qul  Tieot 
iuimddlatenient  apres.  Formona,  pour  cela»  les  detix  premtöres 
eeloaaea  du  tableau  (i4);  11  vieot 
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La  conditioo  ntfceMaire 

n'cbt  pas  rerapiie  ^videmment  dans  le  cai»  actuel.  Cela  oous  fait 
voir  tres-simplement  que  ia  fonction  doiinee  F  n'est  pa«  imme* 
diateineut  integrable,  taruiis  quc,  pour  obtciilr  i'ejLpre^äioo  £i,  il 
auralt  fallu  uo  calcul  beaucuup  plus  complique. 

Remarqaons,  en  terminaot»  qne  Ia  mdtboda  pideMeDte  pwr 
obteoir.  Ia  condition  d'intögrabilitd  imni^diate,  peut  a'dtendra  Mt- 
facilement  an  cas  oü  Ia  fonedoD  diffdraotMlIe  donnde  confieat 
ploaleais  fonctloDa  loddlennindta  f  *  dA  Ia  variable  lad^ 
paodante  dp,  avae  laara  ddrivdea  de  dlvera  ordrea.  Mais  cattt 
gdadrallaatioB  aat  ai  afmple  qua  je  ereia  Inntila  da  m*y  arrdtor. 


CliAi^llre  ¥11. 

De  riaMsrattaa  da«  aiatteas  aasoufques  d^^qaattaaa  atataHaal» 
aox  dllKreatlelles  ordlaatrea  da  piaader  eidta. 

§•  27. 

122.  Uli  ayat^me  d'dqaatioaa  diidreallallaa  aimaltaadsa  dk 
prämier  ordre  eotre  ane  variable  inddpeadaata  I  et  2r  Sancliaai 
inoonauea  a:, Sfi>"»  Sf»  de  eette  variable»  peat  ae  waitUn, 
en  general,  aoua  Ia  foriaa 

rf<  di  dt 

&  dtanC  daa  foeetloaa  donadea  de  Ia  variable  ii- 
ddpaadaate  i  et  dea  variablaa  ddpendantea  d^i,  ^i»..,  Xu^  y*. 

On  appdle  syateine  caooiiique  le  caa  particulier  de  U 
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/•nnc  generale  precedente,  dans  lequel  les  coefficient»  Ai,  Bf,.. 
An,  Um,  Bont  form^  avec  les  d^rivöes  parlieUes  d'vne  m^iue 

prises  par  rapport  aux  variabiei»  tlepeMtlaoteä,  eo  surte  que  1  un 
ait  g^n^raieoieut 

t  d^signaot  noccessivement  chacuo  des  nombres  i,  2,.,»  n. 

D'aprte  eab,  nn  syst^ne  canoiiiqae  d'dqoations  sinmlCantfe« 
10»  poor  form«  g^BönJe  % 

dxi     dB        dx^     dH  dxn  dü 

BB  du      4y._  a» 

Iii  S5""   Ä  W 

D«M  le  MS  particaiier  oik  la  fooctioo  donn^  £f  aat  de  la  forme 

c*esl^*dire  oe  contient  pas  explicitement  la  variable  inddpeodante 
i,  lea  dqnationa  (1)  aoot  ditea  de  forme  bamiltonienae« 

123.  Cette  d^nominatioD  vient  da  nom  du  c^iebre  g^ometre 
aaglaid  W.  R.  Hamilton,  qui  a  rameii^  k  la  forme  en  question 
les  ^aatiojis  generales  du  mouvement  d'un  Systeme  de  points 
mat^riels  soumis  ä  la  8eule  actton  des  forcet»  d'attractioii  ou  de 
r^palsion  mutuellei*  En  d'autres  termcs,  un  «ystdine  bamilto- 
nieo  repreeente  sous  la  forme  la  plus  Kitii}>le  les' ^quatior)s  de 
tout  prnbl^me  de  Dynamique  auquel  8'appli(|ne  le  principe  des 
forces  vives;  p^r  cons^qiient,  deux  probienies  de  rette  (lasse 
rie  se  distinguent  1  un  de  i  autre  que  par  le  nombre  des  variaUleH 
pt  par  la  forme  de  la  fonction  //  =  /.  En  se  rappelant  cette 
retiiarque,  ori  comprendra  facilement  toute  Tiniportance  de  ce  pro- 
liieme:  Trau v er  une  niethode  generale  d'iiUegralion  pour  ies 
dquatioDS  de  la  foroie  des  öquatioos  (1)." 

UamilioD  a  eommenc^  la  adrie  dea  ddeeavertea  qol  con- 


*)  Voy.  Phllosiiph.  TraataRt,  1835,  P.  I:  «fScco-nd  Essay  oa 
>  General  Meiliad  ia  Oynaial««.  By  W.  B.  ■mOUm'*  (peg. 
MI— 86>. 
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(luisent  a  ce  bot,  en  däroontrant,  dans  ses  rechercbes  menüo«- 
nees  ci-dessus,  que  ies  2n  integrales  distinctes  qui  appartienoeot 
aux  equfitions  (1),  daiis  le  cas  de  H  =  f,  s'oxprimerit  au  moyeu 
des  derivees  partielies  d'une  nieme  fuuctioo,  nommee  par  lui 
fonctioit  principale.  II  rameoe  la  d^ternilnatiutJ  de  la  fonction 
piincipnle  a  Tintegration  dedeux  dquatiun«»  aux  d^riveei»  partielle» 
du  preniier  ordre. 

La  dtoaverte  de  HamiltOD.  T^poqiiQ  ^oa  eUo  ^  Eute, 
ne  poti?ait  pas  eoeore  faire  on  pas  ao  a¥aDt  k  la  wlofi» 
ni^me  da  proM^me,  puisque,  d'aprte  iea  mtflhodes  alora  cobbmi, 
riiitegration  des  ^quationa  aus  dörivtfea  parUellea  do  premier  ordre 
ae  ramenait  k  aoo  tour  k  l'int^ratioa  eomplita  do  syst^me 
quationa  aimultandea  (!)•  Elle  mit  cependant  en  dFldence  ne 
iiaiaoo  encore  plaa  ötrotte  entre  lea  deuz  queatloa«.  et  eile  tp< 
pela  aar  ce  aajet  i'attention  de  Jaeebi.  Celoi-ci  dementia,  m 
premier  lleu,  que,  poar  ddteraiiner  la  fonctloo  prlneipale,  iliiit 
de  trouver  une  Integrale  eompl^te  d*aiie  eenle  dqoation  aas  ddri» 
vdes  partieUee  da  premier  erdref  et  qae  le  thdertaie  de  HamilUa 
a*dtettd  aox  dqoaäona  de  la  forme  (I).  daoa  leaqaellea  £f=F» 
€'eat-ä>dire  daiia  leaqaellea  la  variable  ioddpeadante  f  entre  expü- 
citeroent  En  aeeond  lieu»  ne  coanaiaaant  paa  eneofe  k  ütlltii 
äpoque  la  mdtbode  de  Ca  ach y  *),  et  conalddraot  ceUe  de  Pfaff 
comme  la  aeale  ndthode  gdndrale  qnl  exiatAt  paar  an  nombn  de 
variablea  iod^peiidantea  aopdriear  k  deax»  Jacobi  apporta  k  eelfe 
demlire  m^tbode  nne  aimpUficatiea  Imperlanle»  colDCtdant  pw 
le  fond  avec  la  m^bede  deiwde  par  Cancby  dte  raande  1819**}. 

Maia,  comme  nona  l'avons  remarqad  plua  baut»  la  m^tbod« 
de  Caucfay»  ou  la  mdtbode  de  Pfaff  perfectionn^  par  Jacobi 
exigeaieol;  poar  l'iiitdgratioa  de  l'dqaatien  aux  ddriTdea  partieHe» 
du  premier  ordre  k  laqueile  ae  ramenait  l'lntdgration  den  dqm- 
tiona  (1),  que  Ton  opdrit,  an  coutraire,  i*intdgration  de  cee  eqot- 
tion«  (1);  de  aorto  que,  auivaiit  l'expretfi^ioii  de  Bour>  »,od  itiit 
aenlement  parveou  k  raniener  lea  dlffienlt^a  les  anea  nnz  aatr», 
aaoa  aortir  du  cercle  vicieax."  Auasi  Jacobi  a-t*il  eommeiiee^ 
d^a  Tdpoque  de  aea  recberchea  mentionndea  plua  bant,  k  a*occapcr 
de  trottver  noe  mdthode  d'iotdgration  .d*uoe  dqnation  aox  ddrifdec 
partieliea  do  premier  ordre  k  un  norobre  quelcooqoe  de  Tarlablei 


Voy.  CMChy,  Esorc.  d'AaaL  et  öe  Pbjo.  natb.,  t  IL 
iwg.  239. 

**)  Grelle'«  Journal,  1837,  Vh].  WII:  „Zur  TboMia  im  pV 
tielloB  Üiffef «ntialgleichuttgen,    par  Jacobi. 


aux  dM9in  pmni$Ui$  ätt  pr  emier  erdre^ 


ind^pendarites,  en  pollrsui^  aiit  la  voie  indiquee  par  liagraug« 
pour  ia  Solution  de  ce  probleme  daiia  le  ca^  tlü  deux  varinbles 
iodependantes ,  voie  dans  laqaeile  Cliarpit  avait  reiicontrc  des 
difficolteä  irmDrniontabies ,  et  que  pour  cette  raison  Pf  äff  avait 
abandoniiei'.  Pour  gt^nerali^er  la  methode  de  La g ra  n  ? e,  Jacobi 
dot  s'appuyer  sur  le«  propriote.s  des  iittegralesi  des  eqiiations  de 
la  iontie  dynamique  (1).  11  decouvrit  la  plus  importante  de  cei* 
proprietes  dans  uü  thöoröme  demontre  par  Poi^üon  dann  sori 
premier  Memoire  „Sur  la  Variation  des  constantes  arbilraires'* 
{Joarnai  de  TEcole  Poly techiiique,  15*  Cahier);  ce  qui 
explique  rentbousiasme  avec  lequel  Jacobi  s'expriniait  au  sujet 
de  ce  theor^roe,  dans  une  lettre  ecrite  a  l'Academie  de^  Sciences 
de  Paris,  peu  de  tenips  apres  la  mort  de  Poissoo  (Cuuipteti 
reodus,  p.  529). 

L«8  dtonvartM  de  Hamiltoo  et  de  Jacobi  oot  eervi  de 
bue  aex  rechmhee  de  plaeieure  aatree  g^mdtreSf  et  lee  fra* 
vaux  de  LioaTille«  de  Bertrand,  de  Donkio  et  de  Boitr 
ODI  Goiwid^rableinent  Aacid^  la  th^orle  de  rintögratioD  dee  ^qua- 
tioDS  de  forme  canonlqoe,  et  diargl  le  eerele  de  #es  appKcatione. 
Le  Trait^  complet  de  Jacobi  sur  cet  objet»  dont  ta  pnblieation 
tfait  dt4  anDODcde  dia  rano^  1840,  n'a  paro  qoe  longtempe 
ipris  la  mort  de  rantear,  en  1851^.  Dana  ce  tniTail»  Jacobi 
eipoee  la  nooTelle  mdtbode  d'intdgratioa  dee  dquatione  aox  ddri* 
v^  partiellee  de  premier  ordre*  et,  comme  application  de  cette 
mMiodeb  le  thdorie  de  Tuitigratioii  des  equations  de  la  forme  (1), 
aree  lee  eiemples  les  plue  importante.  Ce  Memoire  renferme  Tez- 
poiition  eyatdmatiqtte  tant  dee  propree  ddcourertee  de  Jacobi 
diit  cette  braocbe  de  l*Aoal3ree,  qae  des  rtettats  obteone  par 
les  antree  matbdmaticieos,  dont  les  travaux  «mt  le  plue  coBtribintf 
a  la  perfeetioDner,  L'ensemble  des  rechercbes  qoe  nous  venooe 
de  meotloDaer  constitue  l'additioD  la  plae  Importante  qui  ait  dtd 
laite  de  oee  Jonre  k  la  tb^orle  gdodrale  dee  dqnatioiis  difförentieUee» 

Ayant  expose,  dans  les  premiers  chapitres  de  ce  travail,  la 
möthode  de  Jacobi  pour  Tintägration  des  ^quations  aux  derivees 
partielles  du  premier  ordre,  je  vais,  pour  terminer,  presenter  les 
tb^or^mes  les  plu8  Imi^ortants  sur  Ic^iquels  repose  la  tböorie  de 
Imtögration  des  equatious  de  forme  canonique. 

134»  Preeotw  le  syetime  canoniqae  des  dquatione 


•)  Crelle  *t  Journal,  Hd.  LX  ,  Heft  l  und  2  (IH61— Ö2): 
methttilu«  ttequiitione«  differontiale«  partiaie«  |iriuii  ordini«,  etc.  iVuctoro 
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(i) 


dt  -Wi'        Ä  "ff"^' 


dB    dii^_     dB        dm^  BB 

dt  J5^'   itt-"'8S--  d5r"*"E5' 

oü  1*011  suppose 

F  dMgmiit  Uli»  foocCioii  donn^  de  U         ^  JN^ 

On  appelle  iatdgrale  des  dqaAtiou  diffdrontielle»  (l>  m» 
^qaation 

i]an8  laquelle  a  est  utie  <  onstante  arbitraire,  et  C7  ane  fonetiM 
de  t,  Xi,.,,  Xuf  yift  Sfnt  "e  renrerniant  point  a,  et  teile,  de  plus, 
que  sa  döriv^e  totale  par  rapport  ä  t  »e  räduise  identiqaeroeat 
ä  zero,  Inr^^qu'on  eliniine,  au  moyen  de«  equations  donn^e«  (1), 
les  derivee^  don  fooctioDS  x^,.,,  Xm»  prises  par  rapport 

k  cette  variable  i» 

125.  La  d^riv^  totale  de  la  fonction  Ü  par  rapport  a  <  a 
poar  ezpressioD 

dU^BV.Büdxi    düdy,       Jü  dx»    Bü  ^ 
di  "•W  +  JSJ  "31  '♦"S^  Ii  ^byu  dt  ' 

dxi  dVm 

Si  I  on  y  subatitae  les  valeura  de  ~^»"»  tir^ea  de«  eqpä- 
ttoDS  (1)»  Oll  dem  etdr  Ideetiqeeineiit 

Bü    dü^BB    dü  BH      ,5£?^f  ^^^tk 

identitd  qoi  peol  eeeote  e'dorire»  an  noyen  de  la  aotatioD  da 
PeUeen,  eoue  kl  fbrne 

(2)  ^+(Ü.1I)  =  0. 

Donc  Tt^quation  (2)  foiiriiit  le  critänum  d'apr^s  lequel  on  peut 
juger  si  une  fonction  doniiee  U,  egalee  ä  une  constante  arbitraire, 
repräsente  ou  non  une  inteijrale  des  öquations  (1).  Si  Ton  sub- 
etituo,  par  exemple,  II  ä  la  place  do  U  dans  requation  (2),  on 
voit  que  le  second  terme  du  preoiicr  membre  preiid  la  furioa 
{U,  H),  et  par  sutte  ae  röduit  ä  zäro;  il  reate  alora  le  tenoe 
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qui  e^t  aussi  egal  a  zer<»,  Irtmque  ff  ne  contient  pai>  f  ex- 

plicitenient.  C'e»t  ce  qoi  a  Heu  effectiv«B9Qt  poof  tes  ^uations 
de  la  Uynamiquc  de  la  forme  hamiltonieona«  dana  1«  caa  oü  Ton 
{»eat  appliqoar  Je  priocip«  dea  fereea  viraa.  AJora 

ff  =  const. 

Mtune  dea  iot^ralea  des  äqaatioaa  (I),  ata'appalle  i*iiitögrale 
de«  forcea  vivea.  filaia  II  o'ea  aat  plua  ainvi  dana  le  caa 
plns  gtedrai  que  nooa  eonaiddrooa  actaellemeot,  et  daae  leqoel 
ea  anppaae  que  ff  caotiaBt  I  explieitanaDt 

126.  La  solutioD  campi^te  dea  ^qoatioea  (i)  ae  oompoae  de 
2a  iot^rales  distincte«,  reiifermaat  2ii  eonatautea  arbitrairea.  £n 
idaolvaat  l«a  ^uatiana  int^graiea  par  rapport  ä  ee»  canataalea« 
oe  pourra  les  raiaener  k  I«  forme 

9i  =s  0|>        ^  fl»»  •  • »    <pu=-  an» 

n^,  bi,..,  On,  />«  repre^eutaiit  deü  constantes  arbitraires,  et  g)i, 
»/'i,  -,  g^R,  '»/'n  fonctioiis  de  ^  yi,.-,  ^n,  ne  renferniaul 
()oiat  cea  cooatautes,  et  iiatisiaisatit  chacuue  ä  la  coodUtoii  (2). 

D^montroiis  ntaititcimnt  h  propnsitioQ  qui  sert  de  ba^e  ä  la 
tbäorie  de  riotei(ratioii  de»  equatioiia  (1). 

Vh^m^me  1.  Si  Ton  conuait  n  iotegralea  des  öquaüoii«  (1). 
(3)  tp^  ^agt  ip^  —  Ob,.  .  f  ^  SS  an, 

teiles  que  la  couditioo 

•oU  aatiafaite  paur  tontea  lea  valeura  l,  2«..,  n  dea  indices  j  et 
kl  lea  fi  atitrea  intdgralea*  qu'ii  faul  jelodre  aux  int^gralea  doa- 
nte  (ß)  poitr  obteair  le  ayatöiae  cemplet  dea  dquationa  qui  eon* 
tieoaeat  la  aolutiou  dea  dquatioaa  (1),  a'obtiendrottt: 

1^.   £n  iategrant  la  diff^reotielle  exacte 

üu  Ton  aura  remplac^  9im>>  y«  par  l^ra  valenra  tir^ee  dea  ^ua- 
tiona  (3); 

TbeU  L.  29 


434        fmieAeneakp:  Sur  PitMffraiion  deM  i^fuaiiinit 

2^,  En  ^galant  ä  de  nouvelles  coustantes  arftitrnires  ^p..,  6« 
len  clerlv^es  partiellem  de  Hntegrale  de  ia  differeoUeUe  pr^c^ 
deote,  prUea  par  rapport  ä  Oi»**»  Om» 

127.    Lea  conditions  donnee^  (4)  font  voir,  en  vertu  d«  Th^ 
r^me  11  du  §.  17,  que  ies  valours  de  yi»-»,        tirees  des  equa- 
tioDS  (3),  satigfoot  aox  cooditious 

/SV  M  — |ä(* 

pour  toutes  Ies  valeurs  1,  %..,  n  des  indices  i  c(  ^;  par  con«e> 
quent,  l'expression  y\dxx-{r" -{-yndxn  est  une  differentielle  exacte 
par  rapport  aux  variables  ari,..,  a*«.    De  si  l'on  designe  par 

{H)  !e  rt'.snltat  de  Ia  Substitution  des  valeurs  de  y^,-  -,  yn  daM 
ia  fonction  t\t,  ^i, *.»  Xn»  ^«)  =  ^#  DOUB  ailon«  dbmootnir 

que  l'exprefiaioo 

est  ausfii  une  diffärentielle  exacte,  par  rapport  h  »i^»..,  t 
Pour  cela»  il  aalfit  de  vörifier  que  les  eonditioDs 

dssi  ai 

aont  aatiafaites  poar  toates  lea  valenra  da  tass  1,  2,..»  n. 

Or  Uli  a 

dar«      aap*  ^  ^  a^f"*^"^«!^  M 
ou»  en  vertu  de  T^galite  (5)  et  des  ^quationa  donnto  (1), 

JSST  Ä  +  A  SS+'  +lBF  SS' 

Notta  avoDs  supposö,  de  plus,  qu'aii  mofw.  dm  ^natiaoa  (9,  fi 
aat  azpfimö  en  fonction  de  i,  «i»*«»  ami  niito 

Ä  ^       ^dx^    äi  '^'^'^  Bxn   dt  ' 

SttbatituaDt  cette  valeur  de-j^  daoa  rögalitö  precedente,  il  neot, 
apr^  rMactioo, 

aar*  ai  * 
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et  cette  ^galite  a  lieu  pour  toote«  les  Talmra  de  1^:1,  2,...,  n; 
ce  qo'il  fallait  d^mootrer* 

Ed  tüMgrant,  par  la  m^thode  conove,  Ii  difftfreittielle  eacacte 
(0),  011  dtftoroiiiie  aon  lotögrale  V  en  foncHoD  des  variables  U 
zi, xm  et  des  eonstantes  Oi,..,  e«»  et  eo  oatre,  d*a»e  eoastaste 
qui  y  eatre  |iar  simple  additioo.  Od  aora,  par  coosdqaent, 

W         BF  bV 

et 

Le^  n  preiiüeres  de  ces  öquations  represcntent  dvldemment  les 
equaünns  (3),  resoloes  par  rapport  ^  jyi,...>  ^n't  derniere  est 
une  identitö. 

128.  Passons  maintenant  h  ia  üecoade  partie  du  tbeoreme, 
et  d^moDtrona  que  les  ^quatiooa 

sont  des  bit^rales  des  ^oatioDS  (1).  Ponr  cela,  II  snlira  de 
vMer,  d'aprAs  ce  qoi  a  dtd  dtabll  teat  k  rfaeore,  qae  les  dtffd- 
listlelles  totales  par  rappert  k  t  des  premlers  membres  des  ^oa- 
fioDs       se  rddoisoDt  i  xdro  par  l'dllmlDatloD  des  d^vdes 

7'*"'  ~di       looyeo  des  equatiout»  (Ij.   bn  eilet,  ou  a 

aif      fl?Jir  8— 
dat  ^     doj         bat  dxi   Oai_  dxn 

ou,  en  intervertUsaot  l'ordre  des  differentiations  partielles  de  la 
foDctioo  F, 

,ÖF       JdV      .ÖF  *  ÖF 

Eosaite,  en  ayaat  dgard  aox  dqnattoos  (7)  et  (a)>  et  dlimloant,  ä 

l  aide  des  equatioüs  (l),  les  deriv^es       *"•>  » 
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dt  dm  ^  Säi  djßi  ***••••  Bt^n 

Mai«,  d'aprte  1«  moidre  doot  doq«  «vom  d^fiol  U  qvasHU  (11). 
Oll  a 

Bat  '^Sii  'dai'*'  '"^  Bfndüi' 


DoDC  le  second  luembre  de  l'^quation  pr^cddente  se  rddoit 
tiquement  ä  z4to,  et  par  auUe  Ü  en  eat  de  m^nie  du  premier,  ü 
Sorte  qu*0D  a 


dt 


=  0, 


pour  t<MJttis  ien  valeurs  de  t  =  l»  2»..,  h,  Le  theoreme  eat  da« 
deiiiüDtre. 

129.  La  ddmonatration  prdcddenCe  condait  k  dea  eeiWlB- 
aiona  importaoCea,  aavoir,  qae: 

Le  Probleme  de  1  Integration  des  equations  (1)  est  resfoic 
des  qiie  l'on  cotinait  la  fonction  /  pui»<qu'alors  les  ^quations  fT 
et  (b)  Iüur!»is6ent  le  ayateme  complet  dea  2n  iut^rales  dee^U' 
tioiia  donoeea. 

2».  La  foncUoB  V  peut  ^  ddterniode  imniddiateiiMit  ^ 
la  inani^e  aaivaale.  L'dqaatioa 

(«)  ^  +  (£/)  =  0, 

comme  nous  Tavons  dejä  reinarquä,  doit  avoir  lieii  identiquemeot 
Gr  aon  second  terme  (//)  represente  le  resuitat  de  la  >>ubstititNi 
daoa  la  fonctioo  F{t,  a:i, , .  ^  a:n,  ,yi,«.»//n)  des  valeurs  de 
tir^es  des  equations  (3),  et  ccs  valeurs  sont  les  meraes  qae  cell«! 
quc  donoent  les  equaüons  (7).  Par  conseiiueut,  la  fonctioo  f 
doit  changer  en  identitö,  c  e^t-ä-dirc  verlüer  requatiou 

m  /  (i,   *  1^'  

Comme  la  fonction  V,  outre  les  variables  t,  :ri,..,  Xn,  doit  cott- 
tcnir  71  constantrs  arbitraires  «,,..,  <7„  (sans  rniupter  celle  qni  ? 
eutre  par  simple  addition),  il  «  eiitsuit  de  la  qu  elle  doit  etre 
termio^e  couim*'  une  des  integralej;  conipletes  de  leqwti«' 
aux  därivöea  particüei»  du  preiuier  ordre  (9). 
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130.  Les  conclusions  pr^ceflentes,  (Indultes  coiiime  cdns^qnences 
(iu  Theoreme  I,  ont  unc  teile  iniportance  poiir  ta  theorie  li©  Tin- 
tpfjration  dos  ^quations  (I),  qu'il  ne  nera  pas  inutile  de  les 
ffiontrer,  ou,  pour  roieux  dire,  de  las  v^rilier  directeinent 

Theoreme  II.    Si  V  rcpresente  une  des  inMgrales  com- 

pl^tes  de  requation  (9)  [c'est-ä-dire  une  iiitepralo  renferniant,  outre 
la  constanfe  qui  y  entre  par  simple  addition,  ti  coi»stantes  arbi- 
trairi'>  r/^,..,  a»,  de  teile  maniere  que  ces  dernieres  ue  puisseüt 
(Ire  toutcs  eliaiinees  qu'en  faisant  usage  de  toutes  Ie8  7i  +  1 
•(juations  qui  donnent  les  valeurs  des  derivees  partielles  de  la 
function  V  par  rapport  a  -r,,..,  r«,  t],  cette  intei^raie  complete 
jüuira  des  projir "n-te.s  de  ia  lonclion  {»rincipale  de  llaniilton, 
cesta-dirc  411  eile  donnera  le  Systeme  ci>iiiplet  des  2m  integrales 
de.s  equalioi»6  (I),  sou»  la  {ünne  des  eijuations  (7)  et  (8),  parce 
<|u(j  les  equationti  diffäreiitielies  (l)  sout  uue  cou^equeuce  directe 
de  ce6  integrales. 

Ed  prenant  niie  dM  ^mtuMw  (8), 

et  la  diff^reotiant  totaleroent  par  rapport  ä  t,  on  trouve 

Si  !'on  ditf^rentie,  d*autre  part,  l'equation  (9)  par  rapport  a  o»,  et 
qu  on  att  egard  en  möme  temps  aux  ^quations  (7;,  ii  vieut 

£n  {aiaant  suceesslvement,  dans  les  ^quations  (jb)  et  (c),  t.=  J, 
2,*«,  n,  OD  obtiendra  deuz  Systeme«  d'^qaatloosy  par  la  compa^ 

raison  desquels  00  voit  aistfroent  que  les  valeurs  de  -—ß  >  •  •  f 

tir^es  du  premier»  aont  ideotiquea  respectivenieDt  avac  les  valaara 

BF  öF 

^***'  öT*  lir^os  du  secood.  Par  suite,  n  des  öqaationa  (1), 
de  la  forme 

dxi  dF 

dt  -8^' 

»ont  une  coi!He(p»ence  iieecssaiie  iles  equations  integrales  (7)  et 
(b),  c'cst  ä-üire  qu  dies  sont  satisfaites  par  ces  integralem. 
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131.  On  peut  donner  ä  la  conclusion  pr^c^dente  une  pla«; 
grande  rigueur,  et  en  m^me  temps  montrer  plus  clairement  U 
n^ce8iiite  de  la  condition,  que  V  soii  une  integrale  ctimpiete  de 
l'equatiüo  (9). 

£o  retranchant  Ic9  tfqoalioii«  (c)  des  ^ttatloo«  (b),  od  obfient 
ft  äqoations  de  la  forme 

haidx^  \  dt  ^d^J^"^ daidxu Kdi^^J"^ 

poor  les  valews  de  I,  3,.,,  n.  Si  Ton  consld^f«  dans  cm 
4h|aatioa8  les  qoaotitds 

d£j     dF        dsn  BF 
di'^i^i"*'   dl  dtfn 

oemnie  des  loeooDues»  II  es  rdsnlte  als»  de  dem  cboees  rose: 
1**  oa  chacaae  de  ces  ineonnaes  est  dgale  h.  sdre»  2^  on  le  d^ 
temioaDt  formd  avec  les  coefficieots  des  dqoattons  (d)  est  nri. 
Or  ce  ddtenninaDt  peat  se  mettre  sons  la  fonne 


da,    '  •• 

alt 

da. 

et  rhypotböse  de  A  =  0  entraineraU  comme  cons^quence  la  pof 
sibilii^  d'dümiDer  toates  les  constantes  Oi»..',  en  ne  Caisait 
Qsage  qne  des  n  piemiires  dquatioos  du  systöme 

is  ^ 


qai  donne  les  ralears  des  ddtlvdes  partielles  de  la  fooctioa  V  pv 
rapport  ä  »m»  t;  ce  qoi  est  cootraire  &  la  conditioD  qae  f 

solt  une  lotdgrale  eompl^te  de  rdqoatloo  (9).  Donct  etc. 

Des  couiparaisuns  analogues  font  volr  ^alentent  que  le:$  vakot^ 
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di  "^^yi""  A     '  di  ~'dym~  A  ' 

tir^s  des  eqiiattons  (6)  et  (c),  sont  coropli^tcnient  lieteriniiiees, 
paisque  Ai  A»  "e  peuveitt  s'anntiler«  doq  pius  que  ^  et  par 
la  memo  rai80D. 

132.  D^montrons  mainteoaDt  qae  la  aecoode  moititf  dea  i^ua- 
fiooa  (1)  est  satiafait«  par  laa  ^qaattona  int^alea  (7)  et  (Q.  En 
diÜraotiant  Täquatioo  (9)  par  rapport  k      et  ayaot  dgard  k  la 

eondition       =      •  aioöi  qu  aux  «quations  (7) ,  ii  vient 

dF 

£a  differentiaiit  enauite  par  rapport  k  i  l'^quatioo  =  t  od 
tnniYa 

Ajoutoos  cette  öqaation  a  la  pr^c^dente,  apr^s  avoir  transpos^ 
dans  le  aecond  membre  de  eeUe-ci  tooa  lea  termaa,  k  l  ezceptioo 

de       tt  vient 

Mia,  d'aprte  ee  qiii  a  ddmeotrd» 
per  eona^eeBt« 

dt  dxi ' 

at  dee  dgalltda  aemblablea  aaront  Ueu  paar  toatea  lea  valeara  de 
I A I»  3».*»  M.  Donc  le  tfadortae  eat  ddmoDtitf. 

133.  La  Ueinonstration  de  la  proposition  precedeote  peut  en- 
core  ae  präsenter  eout»  ceUe  autre  iorme. 

En  appiiquaat  ta  mdtliode  de  Jacobi  k  l'iotdgtatioo  de  l'd- 
qoatiaa  aox  ddrl?dea  partlellea  da  prämier  ordre 
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oii  Ton  po»e»  pour  abrtfger,  g|  =jr»     gän^ratement^s^^i,  on 

obtlent  les  n  ^quations 

(10)  ^  3f«»'**  y»»  öl)  —  «t« 

#7|,  .,  an  etant  des  coti>»tanteis  arbitraires«  et  les  fonctions ^ 
etant  determineea  de  maoi^re  k  «aCittfaire  aus  eonditioiia 

poor  tonte«  les  valeurs  1,  2,..9  »  dea  indicea  i  et 

En  eltfuinant  les  constantcs  (ti,..,  au-i  den  prcoiiers  nicm- 
hres  de8  ^quationn  (10),  au  ninyen  de  eea  ^aatioua  ellea  uAiiiea» 
OD  r^uira  cea  ^quataooa  a  ia  forine 


(U) 


ifi  —  «i,       —  Ott"»  Ä 


üi«..«  Um  ^laot  des  ronctions  de  i,  Xi,..,  jr»,  .Vi  *  •  •>  c^b» 
teoant  par  Ia  variable  y»  et  teile«  qa'on  alt,  en  g^u^al, 

En  vertu  de  ee  q«l  a  etö  d^moiitr^  au  {.  9J  >  ieii  preniiers  mem- 
broB  dM  dqnatieo«  (II)  deiveot  aafiafaire  ans  eonditiooa 

//i)  =  ü,   et   (i^ü  tik)  =  0, 

poor  toatea  les  valears  I»        n  des  ladfcea  t  et  k> 

La  premi^re  serie  de  ces  conditloos  demontre  qae  Ica  dqoa- 
tieos  (11)  eont  de«  iotdgraiee  dea  dquatlona  (1).  £•  eiet, 

dF    dUi  I 


BF 

dffi 

Tt' 

dt 

+  £ 

0 

BF^  BHi 


ce  qni  demontre»  d'apres  Ia  conditioo  (3),  que  rdqoatioo  tfi  =  a< 
est  nne  iDtdgrale  des  dqaatieos  (l). 

Leä  conditions  {11%,  Hk)z=.0  sont  ceUes  lä  m^mea  qui,  d'apres 
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le  Tli4or4me  I  (arh  126),  doiyent  öfre  satisfaites  par  lea  fonctions 
9b»   Par  suite,  Unt^grale  de  r^zpmsion 

//i»--»  doiveiit  fclre  renjplaces  par  leur«  \aleurs  tirec*»  de» 
equations  (10)»  jouU  des  lueaiet»  ^ropriete^  4ue  la  fonctioo  V  du 
Th^oröme  i. 

134.  Bc«i*r«ne*  Dana  la  dtoaasCratian  du  Tbeoreme  I, 
nous  avona  tu  que^l'expreaaloo  (6)  dolt  4tre  une  differentielle 
eiacte.  Oo  peut  d^moatrer  da  la  flii4nie  maniÄre  que  l'expre««too 

doH  ätre  une  diff^rentietie  exacte,  si  Ton  y  remplace  jcg,...,  Xn 
par  lears  valeurs  tirees  des  equatuMis  (3).  II  est  facü«»  de  voir, 
d'aprös  cela,  que,  st  l'on  designe  par  W  i'intögrale  de  la  diff^- 
reotielle  prec^dente.  oii  rine  int(^£!;rale  compUte  de  T^uatioo  anx 
d^rivte  partieliea  du  premier  ordre 

^^^^        W^^^'  Sy7— 'S^»*i-  .f^  =  0, 

OD  poorra  mettre  ie  syateroe  complat  dea  2ft  integrales  dea  ^qua- 
tiona  (I)  aoua  la  forme 


dw 

du» 

§.  28. 

135.  La  Remarque  prec^deiite  nous  offre  un  exeinple  de  la 
maoUre  doDt  le  inönie  probl^me  de  l'intdgration  des  equatiooa 
(I)  peut  etrc  ramen^  ä  Tintegration  d*eqoatioD8  aaz  d^rivdea  par- 
tieUea  de  forniea  d'iflT^rentes,  (9)  ou  (12),  sukant  le  choix  qne 
roB  a  feit  des  Tariables  ind^pendantes.  Cela  iioua  donae  Tocca* 
sioD  d'ezposer  la  ro^tbode  tout  ä  fait  generale,  indiqoöe  par 
Jacobl  (Nova  methodos,  p.  122,  §.57),  poor  le  changement 
de  variables  taut  dans  une  öqoation  aux  d^rivees  partielles  du 
premier  ordre,  que  daos  le  Systeme  d'^quations  canooiquea  qui 
lui  correspood;  inöthode  qui  fournit  des  ^quationa  traoaf<mi4ea 
do  rndme  type  qae  lea  ^qoationa  primitives. 
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La  forme  generale  d'une  ^quation  aux  däriv^es  partieileii  da 
Premier  ordre  peut  ^tre  repre«entee  par 

ou>  eil  posant  generalMMnt  y^s^^t 

^  =  —  ^     *iff  '3^11»  !/it'  - »  y»;- 

Le  Systeme  canonique  correspondant,  doiit  rint^gratioo  complete 
depend  de  la  d^termioation  d*ane  intägrale  complete  de  l'^uatioi 
{A),  86  compo^era  des  2n  ^quationa 

dt  "Byt'    dt  -*""a«f' 
i  deaignaut  «ucces^ivement  cbacun  Ue£>  uoiuWe«  1,  2,.,,  n. 

L'equation  (A)  donne  Texpreasion  de  Tune  dea  d^iriftfea  par- 

dV 

tiellea      en  fonclion  des  aotrM  dMv^  partielles  3fi»*..f  JN 

des  Tariables  Ind^pendaotea  i,  Xm;  donc  eile  est  dqsita» 

letite  k  l'^quation 

et,  ai  nons  exprimons  i'equation  (C)  au  luoytn  des  nouvelles  tä- 
riables,  noua  trausformeroDS  en  meme  temps  l'equatioo  (A),  et 
par  «uite  au«$i  lea  ^qiiatiooa  (ß). 

19S.  ConserroDs  Is  Tsriable  I  saus  ebaiigement,  et  iotredsi- 
sons,  «I  Ifeo  de  de  Denvetles  varisbies  91,..,  9».  Pesr 

eekii  eotre  les  aneleones  variables  et  les  netivelles  oa  dem 
desner  n  dqaationa.  Eo  soppesaat  r«lstenee  de  ces  dqoatiesi^ 
Sana  toutefols  spdeiallssr  ieor  ferne«  preaons  noe  feactioii  eetÜie* 
nent  arbitraire  C7  des  aocieanes  Yariablea  i,  et  du 

noovellea  qi,  -»  q»*  Ea  falsaat  anbir  des  aecrolaaements  iBOatneat 
petita  ans  ?ariablea  de  i*un  dea  ayat^mea»  oallea  de  Taotre  sya» 
lAme  prendront  des  acereisaemeata  iafiniment  petita  eerreapoo- 
daata,  et  la  diffdrentielle  totale  de  la  feactlen  V  aura  paar  ex- 
preaaion 

i;  =  ^  d<  +      rfo:,  + . .  +      i/x.  +      rf9,  +  . .  +  rfy.. 
Si  Tob  retraoebe  de  cette  dqoatlon  l'dqQatloa  (C)»  il  Yleat 
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Comroe  la  depciulance  entro  le«  anciennes  variahte.s  et  los  üüu- 
velles  aest  pas  eocore  ÜJLee,  determmous  -  la  de  teile  inaniere 
que  I  on  ait 

a«7         0F      ^r;  dv 
a5^==a'*  =  äü— '  ä^  =  'y-  =  aÄ' 

En  deciignanf,  de  plus,  par  la  diffi^reoce  des  dcux  iooetioos  V 
et  V,  UOU&  donneroDff  h.  l'^quation  prec^dente  la  tornie 


dt 


Dans  le  secoiid  membre  de  cette  derniere  equation,  Ic  coef- 
ücient  de  dl  represente  ^videmment  la  derivee  parfiellc  [»ar  rap- 
port  k  t  de  \a.  looction  VV  =  U—V;  voyons  comment  s'expriment 
les  d6ta6ßs  partielles  de  cette  fooction  par  rapport  ä  ^n*.,  9«. 

Pour  ccla,  cn  diH'ereiitiant  IV  par  rapport  ä  qi,  et  considerant 
^i»-'f      coiume  des  fonctioos  de  cette  variable,  on  a 

"~  dqi     dxi  dqi  '  *  *  *"  dxn  dqi    dJCi  dqt     ' "    djcm  ^qi 

a^  \SSi^&3BiJ^{      va«.  wd^i * 

08,  eo  Terta  des  ^uatioos  {D), 


Des  ^quations  seroblables  aaroDt  lieii  pour  teotes  les  valeurs  de 
i  =  1»  3,..,  n.  DoDC 

+  ä^/^^« ä^/*- 
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II  ue  reslo  plus  iitaiEtteiiaat  qu'u  <jxprliner  le  coefticieot  de  dt 
au  moyen  Ueü  derivee»  partielles  de  ia  fouclion   W  et  des  \aria- 
blei«  «/i>"*  9"-    ^^ur  cela,  en  ayant  4gartl  aux  equatiuus 
iiou8  le  ramerierons  a  Ia  forme 

80U8  laquelle  il  iie  contient  que  te«*  variablea  t,  ^i»..,  et  q^f.. 
.,,  qw   Si  enauite,  ä  taide  des  equations  (£),  on  exprinie  x^.. 

..,  j;«  en  fonetfon  d«  0«,  0—,..,  n    *  «^i^  ranteera  le 

coefBcieiit  consider^  k  ia  forme  demaiidee.  Ed  repr<^eDtant  cette 
forme  par 

aiF  SIT 
9k^*  9i»"'>  V"'  ö^,  ö^ü^* 

08  aara  ainiii 

dW=z-^ip{t,  91,...  9»,  ä^'-  »ä^)^«  +  e^«i^i+- 

De  cette  mauiere,  t'^qiiation  (T*)  se  trou^c  exjirimee  au  moyeo 
des  (louvelies  vaitables»  et  comme  eile  e«t  maioteiiaot  öqaivaJsste 
a  Celle -ci 

cette  deroiöre  eqaation  repriiseute  la  traosformöe  de  r^uattoo 

BW 

(A),  &nün,  al  Ton  pose  gän^ralement  ^  =  pi,  00  ponna  ^cffire 

ironieHrritement  le  systt  ine  canoT)i(]iie  correspondant  k  reqnattsn 
(A'),  et  compus^  des  2it  ^quations 


^  Ä    ap/  rfi  - 85;* 

pour  1,  "2,..,  n;  oe  syst*>me  repr^scote  le  aystdoie  (ß)  «X- 
prime  au  moyen  des  Dou?elles  variables* 

137.  D^".-*  <iii*'  Ton  connaitra  t'iittegrale  complt-te  de  l  une  de* 
^quations  (A)  ou  (/('),  Tint^grate  complöte  de  lautre  potirra  st 
d^terminer  au  moyeo  de  la  relation 

En  effet,  supposoos  coooae  l'iot^grale  compl^te  de  r^aatioo  iA*)t 
W^Xii*  «n  -»  9"»  «I»  -»  ««)  +  conat. 
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tti,..,  a»  6tant  des  coostaotea  arbitraires.  Au  moyeo  de  la  reia- 
üon  pr^deote»  00  aura 

et  les  variables  ^i,..,  ^n,  qui  entrent  daiis  les  fonctions  V  et  jj, 
poarroDt  ötre  exprimöea  en  ^i».*»  2«»  au  moyen  des  n  ^qua> 
tions  (£). 

Si»  au  cuntraire,  on  convatt  Tintegrale  coropl^te  de  l'equa- 
tion  (A), 

V  =  ^(1,  ^ M  •  •  AT«,  ai, . «n)  +  comt.» 

00  aara  alora 

IF=  C7— const, 

e(,  (latis  TexprcsKion  de  W,  les  variables  Xgp».,  Xn  pourront  etre 
^limioees  au  moyeu  des  n  ^uatioiis  (Z>). 

<Si  Von  iait,  eu  particuiier« 
oü  trouvera  que  lea  ^quatioos  (X))  et  (£)  preodront  la  forme 

Par  cons^quent,  les  equatiaua  (C)»  (^)  et  ae  trauaformaviMil 
daoa  les  suivautea. 


Les    equations  {A)  et  ont   evidernmrnt   cntre   eile»  la 

m^me  correlation  que  les  öquatioiis  (9)  et  (12)  du  paraf^raphe  pre- 
c^dent;  donc  la  dependance  entre  les  integrales  des  deux  pre- 
roi^res  equatioiis  ou  entre  les  integrales  dea  deuz  deroierea  s'ex- 
primera  de  la  nanierc  auivaate, 


446         ImiCheHeiiky;  Sur  i'iaicifraiim  des  eguaüams 


{.  S9. 

138.  Les  conclualoDs  g^n^rales  relafi? m  k  la  tbtoie  de  Iii- 
t^grationa  daa  dqoatiooa  canoniqaaa  da  la  forma  gön^rale  (1)  a'ap- 
pliqoant  anaal  an  caa  particulier»  qol  reprdaenta  lea  dqtiatiaaa 
da  moavement  dana  laa  qaeatioaa  oü  le  principe  daa  foieaa  Tirai 
a  lica,  et  poar  laqoel  la  foactioD  doonde  B  oa  cantiaot  pas  i 
eiplieitement;  e'aat»4Hlire  qo'alla  eat  de  la  forme 

Laa  dqaatlona  diffdraoCiellea  conaervent  laur  type  primlüf 

pour  t=  1,  2,...,  ft;  roais  maintenant  la  Tariable  t  ny  entre  qae 
par  sa  differeotielle  dt.  Eo  ^liminant  celle*Gi,  ou  a  ien  2n  —  1 
equaüoos 

_dxi_  _  rfoTii  d^i      _  dym 

hü  bH  ^  ^dH  ' 

^  ^  Sil  &^ 

entre  Ips  seutes  variables  orj ,  y^,...^  Xn,  yw  L'integration  cook 
plete  de  ee  Systeme  d'equations  donnera  \e8  ezpressions  de  toates 
les  vnrfables  en  fonction  de  t'une  d'entre  elles,  da;r|,  par  exeniple, 
et  de  2ft — 1  coostaQtea  arbitrairea  a|,...,       i»  Si  Too  porte 

dx  BH 

eea  eipreaaloiia  dana  rdqaation       ^By*  ^  obtiendra  la  def- 

niere  integrale  du  systöme  (1),  la  seule  qoi  renfermera  f  eipüel- 
temeot,  aa  moyen  d'aoa  quadratnre« 

/^\ 

Cela  fiiit  Toir  qve  le  ayalAme  complet  daa  ioMgialea  dm 
dqoatioiia  (I),  rdaoloea  par  lappert  anz  eonalaotea  arUtnlvmk 
peat  dire  raptdaantd  par  %m — 1  dqaatlona  de  la  ferne 

et  par  nne  (2n)*^  dqoatlon  de  la  forme 
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ff  et  q>tm  d^signant  d«a  fonetions  qui  ne  contienneDt  paa  I  expU- 
citement.  La  niethode  gön^rale  du  §.  27  doone  les  inMgralea  4m 
äqaationa  (1)  pr^ciaänaot  aooa  cette  forne»  mala  par  voa  Yole 
ploa  almple. 

139.  D'apr^s  la  remarqoe  qae  noaa  avona  faite  au  commeD- 
cement  do  j.  27,  en  poaant 

(3)  Bsz  conat  =  k, 

nous  aurons  itnmediatement  une  des  integrales  ne  contenant  pas 
t  des  equationti  (I).  SiippoKons  qu'avec  cela  ou  coonaiaae  encore 
tt  — 1  autrea  iott^graJea  de  cea  equatiooa, 

Ol  om—i  ^tant  dea  cooataotes  arbitraires,  et  g)|         9)11-1  de^ 

ronrtions  de  Xi,..,  ^n,  i/n,  ne  eontenaDt  paa  t  explicite- 

Bieot»  et  aatiafaiaant  aus  eonditioDa 

(4)  i9i*  <Pk)  =5  0, 

paar  toatai»  las  valem  1«  2,«.«  n^J  daa  indicaa  i  et  ifc. 

Soua  cea  conditiona»  il  eat  facile,  k  l'aide  da  Tb^or^me  I  dn 
§.  27,  de  deCermioer  les  intögralea  reatantea  dea  ^quationa  (1).  La 
d^monatratioD  de  ce  Thdordme  ae  trouve  m^me  aimplifi^e.  En 
efet,  rezpreaaion 

en  y  substituant  les  valeurs  de  t/i ,  ■  ■■,  i/n  tirees  des  equation»  (2) 
et  (3),  devi«ut  une  diffeceulieile  ei^acte,   |)uiäque  lea  egalitds 

^Ik  ~  ^  ^'^^  liau  poor  toatea  lea  ▼aleora  1,  3,...,  »  dea  ia- 

dices  t  et  en  vertu  des  conditions  (4)  et  de  la  »uppoäition  qu€ 
les  f^quations  ( >)  re|>resenteDt  dea  integrales  iod^pecdantes  de  l 
deif  »qaatious  (1). 

Enaoite,  les  ögalites       =  —         [(//)  representaot  ce  qoe 

defieot  ^  loraqo'on  y  aubatitoe  lea  valeura  da  jfi»..>  jfa]  sont  aa- 
liabitoa  poar  tdutes  lea  faleura  da  t=l,  2,..,  n,  paree  qua  jfi  ae 
cootient  paa  expUcitament  et  qae,  l'^uatioo  (2)  dtant  da  aaflabra 
de  Celles  qui  ont  aervi  k  dötarmioer  les  valeora  dji  5fi,...,  fn»  la 
aobatitotion  de  ces  valeura  rddait  ideatiquemaDt  aoo  preniar 
aambra  k  la  conataote  A. 

L'int^gnüe  de  la  differeutielle  exacte  pr^edente  a  poor  ezpreaaioii 
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f  d^ignant  Hot^ale  de  la  diff^rentiell«  «zacte 

Eo  verto  da  Tb^or^M  I  da  {.  27,  Ica  n  intögralaa  diercb^  des 
^oalions  (I)  s'obtieodront  en  poaant 


(5) 


Bü_  dV  _  dü  _   dV  . 


1 


ac7  aF  ^ 


6i,..,  6n— i}      H<*sii»nant  de  nouvclles  con>tantes  arliitraires.  Kd 
effet,  fi\  Von  repre^ieiite  par  a  une  des  con«taiite»  arbitrairea  Oi... 
Oa^l,       OD  a 

■       ,ÖF       .OK  dV 

ai,   di  +  — +  tfi 
a«i  a«'  .     .  ^dxn  Bü 


aa      ^  ^  aa  a^. 


Ott  «nfia 


*^aa  _  dj/J) 

di  *~  aa 

Or  .l'ezpreaaloo  (ÜP)  cat  identiqoeiiiaDt  egale  k  A;  donc,  paar 


et,  paar  a  =  A, 


^aä 

BV 
t 


1. 


Dotic  on  a  Identiquement 
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140.  RamarqwNiB  qae  r4({«IH^       ^       n'Ml  pM  «Itftroite. 

lorsqu'on  prend  les  deriv^es  partielle«  de  ses  deux  memfires  par 
rapport  ä  a.    On  aura  dooc,  pour  touteö  les  valeur»  1,  2,..., 
des  iodices  i  ti 

öa    da 

Doiic  le  systÄme  des  int^rale^  (5)  peut  s'obtenir  »ann  deterininer 
la  fonctiori  V,  et  en  int^grant  uiie  ^uite  de  differeotk'Ues  cxactas; 
et  il  pourra      lueUre  sous  la  forme  gäoärale 

00  faiMiit  «accesBiTeoient  i^l,  n—h 

Quant  k  U  d.4toniii«ation  inim^diato  d«  la  fon^tion  V,  il  eat 


cV  dV 


clair  que  le«  valeura^i  =         doiverit  ^tre  iden- 

tique«  avec  ceiles  qoe  Ton  Üf  d9B  öqoations  (2)  et  (3) ;  donc  la 
fonctloo  V  doli  ndctMaireineiit  vbang«!  ep  idtatiM  i*dquatioii 

f  (api,..,  jp.,     .  ..»  e;>  =  *» 

fC  U  auffit  qQ*elle  «oU  ddt«riiiinde  comne  intdgrale  compIMa  do 
osH»  dqnatiao. 

141.  La  m^tbode  qua  noua  vanons  d'exposer  ne  s'applique 
paa,  il  est  vrai,  avec  le  mioi«  avanlag«  la  rdaolotion  daa  diSä- 
reatea  questiooa  de  Dynamiqtta,  da  nature  ploa  oa  moina  caiD« 
pliquäe.  Ayant  seoleneat  eo  voe  d'eciaircir  par  des  exemplea 
particuliera  la  tbdoria  pric^dento  de  rioMgratioo  daa  4qoationa 
de  forma  canoniqae,  je  vais  traiter  une  des  qaeatlona  loa  ploa 
limplea»  k  la  aolotlon  de  laquelle  »ile  a'appliqoa  aana  aaeane 
difiicultd. 

üonsiddrons  le  probleme  du  mouveiuent  d'uii  point  materiel 
attir^  Ters  an  cootre  ixe  par  uno  torce  expriin^  en  fonction  de 
la  distance. 

rh«il  L.  90 
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Prenons  le  plan  dans  iequel  doit  s'effectaer  ie  mouvemeot 
poar  plan  des  coordonnees  rertanLrulaires  .r,  ?/,  dnnt  J'oriirinc  est 
au  ceiitre  d'attraction ;  d^signons  par  r  le  rayon  vecteur  du  poiut 
luobile,  et  par  q^{r)  !a  force  areeleratrice  qui  agit  sur  ce  pnint 
dans  la  direction  du  cetitre  d'attraction  Kn  considi'rant  les  coor- 
dnnnees  x  y  d\i  mobile  comme  <lefi  lonctions  du  temps  t,  on  a, 
pour  les  expre««ioii8  geoerales  des  ooinpo<$aotes  de  la  torce  acce- 

Mmtriee  paralleles  aus  axes  coordono^,  ^  et         D'on  aalte 

nM,  ce»  mdmes  composantea«  daoe  le  caa  actoeU  ont  pour  va- 

iMira  reapecfim  --^9'(r)  et  —  ^9>(r).  Dom  Im  dqntlioMda 

moavemeot  aont 

en  faiaaat         x*-\r  y** 

Poar  obtenir  rintegrale  doa  forcea  vivea,  ajootoos  loa  dqoa- 
tlona  (1),  aprte  loa  ovoir  niiltiplldea  roopectiveneiit  ^  dx,  dy, 
CO  qoi  doniio 

dxd^x  ^  dfidhi              ,  ^  xdx  -f  «dir 
  de^^^  =  -  9  (r)  


d  oü  l'on  tire,  eu  iotegiant, 
m         Ä  «  *  (*^  +  y'«)  +/9  (r)<fr  =  oonat  =s 

7/'  otaiit  los  composantes  de  la  viteaao  du  mobUo  parnllAloaiiiat 
aiix  axea  des  x  et  dea  ^,  aavoir 

äi  I  on  reBiaf%ue  mainteaant  quo  Toa  a 

3»       ,    ZH     dfipir)drSr        ,  ,x 

OD  pourra  ranenor  loa  <Sq«atioBa  du  moavement  (3)  et  (i)  a  la 
formo  canoDiquo  ordioaire 
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di  ""ai  "     dt  ^äy' 

dff  d£  

di^^lx*    di~  dy' 

Conime  i!  n'entre  dans  ces  ^quations  qne  quatre  foiictions 
incoriniies  de  la  variable  t,  \\  sufiit  Ho  connailrc,  oiitre  l'integrale 
(2),  ane  aatra  integrale  qiii  iie  reiifcrnie  pas  ie  tenips  explicite- 
inent.  Le  principe  de«  aires  fournit  l'integrnle  demaiidee.  Si 
i'  jri  iümine,  en  effet,  eotre  Ie«  equaüon«  (I),  les  termes  qai  con- 
Ueuoent  r*  il  vieut 

dy  dx 
^"   dt  

d'oQ  l'oo  t'ire,  eo  integrant, 

(4)  9  SS  xjf'^ya^  SS  coD»i  =  a. 

La  coiiditioo  (p)  —{}  doit  etre  ^videmroent  aatisfaite,  ce  qu'il 
•%X,  du  reste,  aisö  de  verifier  directementj  puUque 

Ensuite  il  faut  (Irer  des  ^quations  (*2)  et  (4)  les  valeurn  de  x'  et 
de  y',  qui  rcndent  x'dx-\-y'dy  une  diffärentielle  exacte.  Pour 
eela,  en  elimin  int  y'  de  l'equation  (2)  k  l'aide  de  (4),  ou  obtient 
une  dquatioD  du  fiecoiid  degre  eo  t 

d*o^  k  cause  de  or'-f^^zsr^,  et  en  fatsant,  pour  abreger, 
OD  tire 


Oo  trouve  de  möiiie 


Donc 


.y        .r</jf--jflte  xdx-^ydy 
=  a .  il arctang^  A  ^ Ä, 
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dh 


I 


Isatg^  const 


La  prämiere  de  eee  iot^ralee  doaae  T^quatbn  de  la  trajec- 
toire  du  point  mobile;  la  seconde  donae  le  tempe  en  fooctioB  da 
rayoD  veeteur.  Lee  qaedratures  qui  y  enlrent  ponnroDt  gdndnk* 
nent  Mt%  ddCermiDdea»  lorsqu'oa  doeaer«  la  forme  de  la  feadlvB 

^(r).    l^u  ttupposaat»  par  «iKemple«  9(>')=^>  ^  ötaat  une  con- 

•tante,  od  obtieodra  de«  rdaalUto  coiilermee  k  cem  qee  les  TtaiKa 
de  Mdcanique  elablieeeot  ordinalremeet  par  tine  autre  voie. 

Ht:n)ar(juons  encore  qiie  la  toiiction  K  represente  une  intejrrale 
coniplele  de  T^quatioo  aux  derivdea  partielUa  du  premier  ordre 


qee  Ton  (ire  de  i  equatioii  (2),  en  y  rempla^aut  Je'  ety  par  kars 


142.  Pour  termioer  cetCe  eaqaieae  de  la  thdorie  de  llal^ 
gration  dee  equationa  aimiltaadea  ans  dilfdrentiellee  ordinairesdt 
forme  eanonique,  eoDaiddrone  une  proprtdtd  trte-reroarquable  ^ 
leere  iiitdgralee,  qui  constittte  le  Thdor^me  de  Poiaeeo,  il 
quo  nons  avoas  dtja  stabile  d*ane  manMre  indlrecte  au  (.  IB, 
aprto  avoir  iodiqe^  au  eommeneemeet  de  ee  paragraphe  (art  46) 
ea  haote  Importance  daas  la  tbdorie  de  rint^gration  dee  öquations 
aex  ddfivdes  partielles  da  premler  ordre.  La  ddmonetratlon  h 
plus  directe  et  la  pleo  eimple  de  ce  tbdor^me»  qee  neue  aUoai 
ezpeeer  teut  &  Tbeure,  mootre  elÜMtifemeot  qu*!!  est  nee  eoai^ 
quence  immddiale  de  rdgpiltd  triadme  qol  esprime  le  Thder^e  I 
da  {.  17.   De      tt  eet  foelle  de  Tolr  qae  Texieteace  de  eatti 


valears 


§.  30. 
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identif^  poatait  ^Ira  oondue  en  •'appuymtiC  MsleaMiit  aur  le  thäo- 
rto0  d«  Pol  ««OD. 

Reprenoos  1«  »ystöme  canooique  de  2tt  äquationa  de  la  fornie 
dxi    BH    dm  dff 


i  tiMitea  le«  vatear«  1,  2,..»  »•  Soieot 

deux  intdgralea  de  ce  Systeme  <  9  et  ^  dtant  dea  foDctiona  den- 
n^«.   Le  fhdordme  de  Poiaaoo  coosiala  en  ce  qve  TexpreMien 

^gatde  ane  eonelante  arbitraire«  est  aiuial  nne  fiitdgrate  dee 
dqiiatioue  (I). 

Conme  le«  dquatieiw  (2)  reprdaeoteDt  de«  intdgralea  de  (1), 
lee  fonctlene  9  et  ^,  eo  verta  de  ce  qui  a  dtd  ddmontrd  an  {•  27, 
doivent  verifier  ideotiqeemeBt  les  conditiooe 

Si  rdqtiatioo  (9,  ^)  ss  eeoat  et  anasi  aae  integrale  dea  äquatkHM 
(k),  la  fonctiou  (9,  if)  devta  tdriller  ideatlquemeiit  la  conditian 


Or,  ea  verla  de  la  femHile  (flO  dti  {•  Id,  on  a 

£n  tfubstituaut  iei  le«  valeurt» 
tt  vient 

=  [(i^.  9),  + 

Dane  la  eoadilioa  »eialive  k  la  fonctioo  (9,  ^)  prend  la  forme  de 
rdqnatioD 
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liü,  ip),  vi  +  tv.  iü*  ^)]  +  t(V»  =  0^ 

on 

((Ä,  flo).     +  ^  +  [(1^'.  iSO.  9l  =  Ol 

doiit  le  ()remier  raembre,  en  verta  du  Theoreme  I  da  §.  17,  est 
identiquement  ögal  a  z^ro,  quelies  que  «oieut  le«  fooctioMi  Bf 
ip,  V.   Ainsi  le  tbeorönie  est  demontr«. 

Lft  d^moMtration  compliquee  que  Pols« od  avait  dooo^  4n 
aon  tii^r^nie  tftait  cooaidMe  conaie  nn  toar  de  form  aoalytiqae. 
Hanilton,  en  ramenaot  lea  dquationa  de  la  Dyoamiqae  k  mn 
feraie  plus  simple»  a  siinplifitf  en  ni4nie  tempa  la  ddmoiialialiaB 
de  Poiaaoo.  La  dtfmonatration  prfScddeotOv  qni  aVppliqoa  tu 
dqaatioDs  canoniiiaee  de  la  forme  gdndrale,  est  dne  i  Donkia. 

143.  Jaeobi,  le  premier,  a  attirtf  rattentioD  aar  rimpeilun 
da  tbderime  de  Poiaaon«  Lea  applicationa  indireetea  qn*il  m 
a  faltes  plua  tard  aas  qoeittiena  g4ndralea  de  riotdgration  dci 
dquatiena  aoz  dtfrlFdea  partiellea  da  prämier  ordte  et  dea  ^quafiom 
de  la  Dynamiqae  ont  pleinemeat  mia  eo  Iami4re  TatilHd  thdoriqn 
da  thdor&me  de  Poiaaon.  Poor  ce  qat  est  de  aea  applicatisM 
direetea  et  pratiqnea«  e*est-lkodire  de  la  posaibititd,  dtaot  donalei 
deoz  intdgralee  d*uo  ayat^me  d'dqoationa  canoniques,  de  calcokr 
-  par  leor  luoyen,  k  Taide  de  ahnplea  difoentiatlona»  ane  troiatae 
loUgrale,  puia  «ae  quatritoe,  et  ainai  de  aoite;  rezanea  appro- 
feodi  de  cette  queadon  a  montrd  a  Bertraad*)  que  la  ndChode 
dlntdgratioo  fond4e  de  cette  mani4re  aor  le  thdor^mede  Poiaaai 
dtalt  lein  d'avolr  rimportance  qu*0B  lui  avait  attribode  d'aboid. 
En  eflet»  lea  caa  vk  ce  thdorAme  coodolt  rdeUement  k  uae  ae» 
▼eile  Integrale  ae  reneoatrent  beaacoup  plaa  rarement  qae  ctas 
oft  II  o'atteint  pas  ce  bot  Qoelqaefoia,  aucone  dea  comblnalHNM 
deaz  k  dwa,  par  le  tbdor4nie  de  Polaaon»  dea  tntdgfalea 
forment  la  aolalion  eorapl4te  oe  deane  aae  iotägrale  imifali; 
dana  d*aotrea  caa«  la  plupart  d'entre  ellea  joaiaaeat  de  cette  mim 
propridld.  Bertraad,  prefitant  de  cette  clrcoaataiice,  qai  «zeW 
Mdemmeot  la  poaaibilitd  d*appliquer  le  tbdor^me  de  Poiaata 
an  bat  propoadt  a  foade  la*deaaaa  aae  rodtbode  apddale  dlal^ 
gratieo  dea  dqaatioaa  de  la  Dynamique  de  forme  bamUtettleaaa 
L'dtabUaaemeat  tbdoriqae  de  cette  mdtbode  eat  fort  eimple;  e*eit 
poorqooi  je  vaia  t'eipeaer  aommairemeot,  et  Tdclalrdr  ea  i  appl^ 


*)Mi-ii)oire  tar  Tinl^gr  a  1 1  on  de«  eqaatloa«  differea- 
t'n  lies  de  la  MöcHDii|iic,  par  «i.  BerlroiBd  {Joaraal  de 
Ihem.  de  Lioaf  illo,  i.  XMl) 
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qnant  k  Texemple  nöine  qoi  a  M  traiM  dan«  le  paragrapb«  pr^ 
cMeot,  afio  qa'oD  pnisaa  facilamaat  compam  lea  r^oltata. 

144.  ({.xaminons  d'abord  les  cas  oü  fes  deux  integrales  don- 
nees,  (3p  =  c()nst. ,  1/;  =  const.,  ne  condiiisent  pas  a  une  nuuvelle 
integrale.    Cette  circonstancc  se  produit:    l'^  quand  Texpression 

ip)  86  r^duit  identiqucmeiit  ä  unc  roTistante  determinee  quel- 
coiKjue;  2*^  quand  cette  cxpression  se  reduit  ä  une  tunction  de  (p 
et  de  l;^  en  «orte  (jue  Tt^quation  {cp,  1/»)  —  const.  ne  doune  pas 
one  nouvelle  integrale,  maia  one  conibinaisoo  algebrique  dea  inte- 
grale« däja  coonuea. 

Par  exemple,  b\  l'ou  suppose  que,  dans  les  equattoos  (1),  la 
fonctloD  H  ne  contienue  pas  t  expilcitemeot,  011  a  l'iotegrale 

Jf  8  eonat 

En  ia  combinant  avec  une  autre  int^rale  queicouque 

9  s  eoaat, 

9  sa  contenant  paa  t  axplkitooienl»  on  a  i  kteutit^ 

(9.  iO  =  0. 
8i  Tan  prend  una  fait^giale 

1 3»  const., 

^  na  contenant  paa  f  cKplIeitaBMnt»  on  obtiaat  atora  ildaatitd 

i/)  =  1. 

En  g<$neral,  on  peut  demontrer  que>  si  <p  =  const.  et  =  const. 
aool  deux  integrales  des  ^quatious  (1),  11  exiate  uiie  ou  plusieurs 
integrales  de  la  forme  »neonat.,  pour  iesqueÜes  l'expression 
(9),  cd)  se  reduit  identiqnement  h.  tAto  ou  k  TuDite.  Ed  effet, 
effectuoos  les  snbstitntions  indiquees  par  les  forroules 

(9.      =        (9,  ti)  =  ^«.-.  (9, 

En  pialoBgcaot  catta  aaite  iodefiniment,  ella  na  paat  cantinaar  con- 
atamment  k  donner  daa  fonctions  distinctes  i^f,  ^i,  ^»•«»  pniaqna 
la»  dqoatiooa  (1)  n*ont  qna  Sa  integrales  diatinetaa.  Snppoaona 
qna  ^  aoit  le  premier  tanae  qni  soit  egal  k  ana  constanta  dd- 
tarmiada»  ou  qui  a'azprima  aa  foaction  daa  tarmaa  pfdcddanta»  an 
aorta  qna  Tod  ait 
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Ein  pr«niiiit  IIA«  foncUon  «rbUrair«  vt  d«s  variaiiie»  ^»  ^i»»*  it^ij 
0»  a 

üoiic,  si  nou8  vouloiis  detorniiner  oj  de  mani^re  que  (qp,  o)  üftit 
iclctili^ueiiical  egal  a  1  uu  ä      uii  lievra  iutegrer  Täquation  lin^aiie 

Uoiic  lea  inUgralea  du  ayatöme  d'^quation«  sioMiiUiieaa 
t/;,  -   "TT"- 1(00«) 


dannent  lea  valaura  de  la  ronotias  •»  ao  mayen  deaqnellea  aa 
formara  aao  axpraaaion  la  ploa  g^a^ral«»  qai  aera  l'intdgr»!« 
adrale  de  rdqoaUoo  Uedaire  prdcddeate. 


La  ini^thode  de  Bertrand  pour  I'int^gratimi  des  eqoatii 
de  la  Dynainique  de  farme  hamiitonienoe  (I),  oik  H^fißi,  yi^.. 

Xu,  ffn),  consiste  dana  ee  qoi  auit  On  ddlernioera  mm  iat^ 
graJa  dea  dquationa  (l), 

diffdreate  da  TUildgrale  dea  farcea  vivea»  et  Ton  cliarcbera  eae 
antre  lafdgrale 

!fip*'P  iffmSfm)  =  const. 
per  la  oanditiaD  qee  la  fenetion  ^  donae  l'idenlitd 


(  0 

(9>  =^®j" 


145.  Comme  application,  prenoDS  le  prohl^ine  du  niouvewca* 
d  un  point  materiel  attirö  Vera  un  ceotre  tixe  par  uoe  torce  foDC* 
iioD  de  la  dtatanea. 

Sous  lea  oi^mea  conditions  qu  au  paragrapbe  pri^cedeot,  1» 
dquationa  du  mouveinent  aeroiit 


<i) 
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La  priaci|M  da»  aiiM  dMoe  iloMgirAlo 

(2)  /sdTJf'— ^d^ssCOBSt 

soll  HO«  flaoomle  ist^gimle.  Eo  expriaiant  U  conMoo  qoe  cette 
iDttfgralOy  eombioöe  avec  la  preroi^re.  doone  ideotiqaemMt  f) 
dgal  &  idffo  oa  4  ToDit^,  oo  a  loo  douz  dquotioDs 


tion  do  lo  pfonidro  do  ooo  dqoaCioiio  oondoit  a«  oys> 
tOmo  d*dqoatioBO  oinraltondoo 

dx  dx'  

-  y  ~  —  y     *  ~        0 ' 

dont  UDO  doo  lotögnlos  est 

Ol  il  cot  factta  de  tromr  le«  troio  «tttioo 

«s,  Cg«  C4  etaot  de«  cooatantea  arbitraires. 
Pftf  onite»  en  posant,  povr  abidgor« 

oa  aara,  poor  la  valoar  la  ploa  gdndrale  da  la  foacHoa  ^  4|ai 
«alialaaaa  ä  la  praadAte  dqaalioa  (4), 

(o)  ^  =s  )s(a,  »,  w), 

SS  ddaigaaaC  oao  foaclloa  arbttralraw  Si  I  devait  oatror  oipHdlo- 
aMBt  daaa  llatdgralo  (3)»  oa  poooialt  alara 


I'aa  pnad»  paar  ddlonaiaar  ^,  la  aacoada  das  <(qoatioaa 
liodidfaa  (4),  oa  dam  laMgrer  le  aystiaia  dos  ^uatiaaa 

dm  ^  dx^   ?ä  ^SL  

oa 
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dont  les  Int^gnilei  aont  «qnliMa  par  Iw^aiian* 

a,  ß,  A,  B  d^sigiiant  des  conBtanie«  arblfraim.  Ue  cm  ^qoi- 
tiOM  OD  tii«  ■ii<iOBml  las  aalwaotaat 

I  «ar'  -I-      -         arctaag  |  +  ^  =  C'^. 

C,  C",  C,  C'^  itant  dea  coaatantaa  arbitiiirea.  Dooe 
prMloD  'gMnte  da  la  fonctioa  ^  teHaftiaant  i  la  aeeand«  4c« 
dqpationa  (4),  acra 

aratang  j  +  w  (m,  r, 
o  ^taat  UDO  fonctfon  antidrament  arbifiratr«. 

II  laat  malntenant  complÄer  la  ddlernination  daa  a- 
preaaloaa  troavdea  (a),  (a%  (6)'do  la  IbaatiM:^  pat  la  coodHiaa 
qua  chacuae  d'allea,  dtaat  dgalda  k  une  eooataota  arbitratra,  rt- 
pröaenta  aae  integrale  dea  ^quaHolia  (1).  Pour  eela,  II  fant  ex- 
primer  qae  lea  ddrivdaa  tatalaa  d»  eaa  fi>aefioii«  par  rappocl  i  I 
ae  rddoiaant  idantiquemaat  k  sdro»  par  rdlimiaatioa  daa  ddrirdat 
de  X,  ff,  s^,  y'  prlaaa  par  rapport  t  I.  Ed  eonmea^ot  par  Tat* 
preaaioD       op  tmw^ 

da  dy  dx'     8»  dy' 

dt^hx  di  ^  ^  dt  y  ^'  dli  +  ^  dt  • 

Bx     du'       Bw*    *    ^     Bu'"^    Bw'^  * 
B^     Bn  ^  ,   Bx         Biif     Bx  ^  ,  Bn 

at;  «1  paaaal^  pow  abrdtw»  '^^^  ^  ^W«  ob  a^  e»  terl»  dta 

^aations  (1), 

dx       ,    dy       ,    da         .  ^    d«''  , 

DoBc  la  aandiliaii  ^=sti^  a*eipriinm         lO^nUra  aalvaale. 
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Cette  öquatiun,  liiiöatrQ  par  rapport  au^  d^riv^s  partielles  de 
9t,  perniet  de  d^terminer  la  forme  de  cette  fonction  confonDÖnieot 
aa  but  pnff«m4,  a»  moyea:de  riotdgratioa  des  äquation«  , 

Une  des  integrale«  de  ces  ^quatiow  aera  nsse^ ;  noa  aatie  a'ob- 
tieiidra  au  nioyen  de  l'^uatioo 

Enfio,  all  ^rivant  las  ^qoationa  doon^  aoua  la  farme 

vdu       Ufh  'Iwtlw        vdu    7t dv 

on  obtieat  l'^quatian 

'•Iwdw  =  od»  ticiv, 

d'od  i'oD  iira  la  trolaitoe  int^rale 

|0> — uo  •=  c^. 

Dooc  Texpreaalaa  de  la  fonction  n  doil  ^tre 

n  =  JI[o  — /(P (m) <<if,  «9— w*], 

/7  d^signant  unc  fonctinn  arbitraire;  ou,  en  rempla(;ant  n,  c,  w  et 
(P(ii)  par  ieiirs  vaicur.s,  et  rcmarquant  quc  du  =.  Irdr,  et  que 

^  =  75  =  i2[x'*  +      +  2/y  (r) dr,   {xtf'  -jfJ:T]i 

e'eat-IL*dlre  que  l'iotdgtale  dea  dqoationa  (I),  ^sseenat,  obleaue 
de  cette  maotöre,  repr^entera  ane  cembloalaon  alg^briqoe  arbi* 
Iraire  des  dqaatiooa  dea  fbrcea  viTea  et  dea  alrea,  laqaelle  ae 
pevt  ceDatitner  ane  aoevelle  latdgrale. 

147.    £o  prenaot  luaiatenaat  la  forme  (a')  pour  rapr^aeater 
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la  fonctioD  ^(ß,  et  expriroant  ia  condition  qoe  ^  =  contt.  doli  ^Ue 
une  integrale  des  ^quations  (1),  on  a  la  condition 

ou,  en  mcttant  pour  les  d^ivtfea  de  ^  et  de  x\  jf»  jf'  les  va* 
leura  donniiea  plua  haut, 

9«5j  +  2«»  f  (h)  g^+.b:+:«iö^(ii)]äi=  - 1- 

Pour  fUtermiDer  la  fonction  jf,  il  faot  integrer  lee  ^quations 

du       tbi  dm 


=  -aar. 


dont  deux  des  integrale«  eont  lee  ro^me»  qne  idws  le  caa  de 
rart.  pr^öden^  savoir» 

Ao  moyeD  de  ces  denx  ^quatioos,  on  trouve 
par  eolte, 

il»  —  —  —  —  — 


2w        ^V^cti-ulei-^f^iujdu} ' 


d  ou  I  on  tire  la  troiftiemo  integrale 


du 


2Vi!i  +  ii[c, 
Uonc  rezpreaaioo  g^n^rale  de  ^  aera ' 

cftc 


-/ 


n  ddsignant  vne  fonction  arbitraire.  l>one,  en  dgalant  cetle  faac- 
tion  J7  k  e4to,  et  poaaot 

(S)  ^  SS  const., 

oa  obtieadra  nae  aoiiTelle  integrale  du  probleroe,  exprimaDt  le 
tempa  en  fooction  du  rayon  Tectear,  et  de  la  mime  forme  ^oe 
noua  avona  obtenue  par  vne  autre  mitbode  dans  le  paragrapbe 
pr^c^eat. 
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148.  Pour  com}»leter  la  Solution  du  probleroe,  examinon«  eo* 
core  AI  te«  öqoationa  (1)  admetteol  dM  iot^gfales  de  U  form« 

^  =s  arclaog  ^  4*       v,  w)  ss  coDSt. 
Fovr  eela»  oo  a  1«  eonditioii 

d^/^dip  dx     dil'  dx'  dy     d^\}  dif' 

4>j|  l'oo  Mbstitnera  Im  valem 

en  reropla^ant  les  d^rivees  de  x' ,  y'  par  leurs  valeurs  don- 

n^es  plus  baut  (art.  146);  apres  qiioi  la  couditioo  cooaidöröe 
preodra  la  forme  d'une  dquation  lineaire 

« 

^  Bn     ^    ^      Boa    ,         _     ,9<»         V iip— lö* 


i  caoM  de  Sjf^-^y*'  s  V'wv  —  le*.  Ponr  ddteroiiDer  la  fonction 
m,  on  ioldgreia  las  dquatiooa 

du         dv  dw  udm 


2io     2w<Z»(ii)     o^M(Z»(tf}  Vtcv—te* 

qui  ont  dcax  intägraiea  cominune«  avec  les  equations  des  art. 
precödeots«  savoir, 

Par  laur  moyen»  oo  trouve 

«0  SS     [ci  4-/<P  (tt)      ti  —  Ca ; 

doiic 

dttV^iw— lü*   .  du  


d'oü  l'oo  tire  la  troiaieme  iategrale 
Par  covadqoant» 
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4  A[o--/«(k)Ai,  «o-fo^. 


Siibstitnant  cette  expression  de  cd  dans  la  formule  {p),  oii  troufe, 
pour  la  valear  la  pliu  g^ii^rale  de  V, 


ip  =  arctaiig 


La  foDction  i2  ent  eompttftemeiit  arbitraire«  eo  U  faUwit  dose 
^gale  ä  a^Mw  poaant 

(S)    ,^  =  arc..og|-/j^^.^=^^j===  =  c«OBt., 

on  obtiont  encore  uiie  rxnjv«»!!«  Iiit^jjriile  du  probleme,  taquelle 
fait  connaitre  I'equatioii  <!f»  In  trajectoiro  du  po'mt  mobile,  enliero- 
ment  ideiiliqu^*  avec  celle  que  nous  avoos  obteoue  daua  le  para* 
grapbe  pr^cedettt 

Si  au  lotegralea  (2),  (Ö),  (6)  on  Joint  rint^rale  4«s  forcca 

H  =  (x'^  ^y'^)^fq,  (r)  dr  =  const, 
nona  aarooa  alora  la  aoluUoo  compl&ta  da  probl^me. 

149.  Fn  consid^raiit  la  marche  de  lu  täulütiun  du  (irubleme 
prec^derit,  oii  vuit  qu'eJle  consiste  en  ceci :  Apr^s  avoir  (leteniiine 
une  iiüegrale  differente  de  cellu  dos  Forces  vives,  nuus  avoris 
troDv^  une  autrc  renTermant  le  teinps,  d'apres  la  condilion  <jue. 
danti  la  combinaison  de  ctjtte  integrale  a^ec  la  premiere,  elfo  rt*- 
dutse  la  parentbese  de  Poissuu  a  /^ro.  La  (roisicme  intei^rale, 
doiinaiit  la  trajectoire,  ^i'obtifiit  par  la  condition  que,  combini^f 
avec  la  [iremiere,  eile  redui^e  la  pareiitbese  de  Poissoii  a  l  u 
nite.  I/irileuiale  de.s  force»  vive«  conipiete  la  Solution.  Ber- 
trand a  deniontre  que  le  ^uccds  de  ce  iiiode  de  Solution  n'est 
pas  accidentcl,  et  qu©  eette  ni^tho<le  doit  reuwsir  dans  tous  les 
proi»lenics  qui  coiicernent  le  nioiivemerit  daua  uu  plan,  ou,  plus 
genrfraleiiicnt ,  lorsque  les  coordonnees  des  points  du  Systeme 
peuvent  a'expriiner  au  moyen  de  denx  variables  independaiite«. 
La  d^monatration  de  cctte  propositioii  est  tres- simple.  Mais, 
ayant  expos^  l'essence  da  procede,  je  croia  iautile  d'eutrer  daos 
de  plus  longa  dötaila. 
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150>    La  mf^thode  cl'tntegraHon  d'une  ^quation  um  de  plusieurs 
^qoatioos  simuitanees  aux  derivee^i  partielles  du  prt>iuier  ordre,  et, 
comme  coDS^quence  de  cette  methode,  ia  theorie  de  rifiteuratiori 
des  dqoations  de  forme  canonique.  ont  form^  l'objef  princifKii  des 
chapitres  pr^edent.*»  de  ce  Memoire.    Mais  avant  que  ceüe  uw- 
tbode  eüt  r©^u  8on  d^veloppement  eomplet  daiis  les  travaux  de 
Jacob i  et  d^antre^  geoiuetre^,  le  |)ri»l>lemc  de  i"ntte*;ration  de 
l'eqiiation  ^enorale  aux  deriv^es  partielles  du  premier  ordre  avait 
ete  döjä  completement  resolu  par  Vi&iÜ,   Caucby  et  Jacobi 
lui-ni^iue.    Les  metlmdc?«  proposee.s  par  ces  auteurs,  tnut  eo 
differaot  par  le  point  de  depart  et  par  Ia  forme,  ont  cependant  un 
but  conmiun:  ramener  le  proldöme  a  l'Äiitegration  complote  d'uii 
»yst^me  d'equations  Miniultauee^  ordi^aire^i  de  ia  forme  des  equa- 
♦ions  (10)  (§.  11).    La  nouvelle  metbode  de  Jacobi,  exposöe  ci- 
dessus  ,   se   distingue   des  m^tbodes   qui  l'oiit   präcöd<^e  en  ce 
qu  elle  se  borrie  a  Ia  di'termioatioii  de  In  moitie  du  itombre  total 
des  integrales  satislaisant  aux  conditions  connues  du  Systeme  en 
questioQ  d  equation$<  simiiltanees.    La  recberche  de  ces  if>tegrales 
conduit  k  plusieurs  sybttiiKjs  d'equafions  siniultanees  ordinaires, 
dont  rint^gration  complete  n'ei»t  Jamait»  neces^airc;  il  suiTit  toujours 
de  d^terBuier  ooe  qaeiconque  des  iui^ratea  de  cbaque  Systeme. 

Pf  äff  a  troovtf  Ia  selntion  th^oriqae  du  probl^me  da  HnM« 
gnrttanr  4t'  l*#qimtioD  gMral«  aus  4Mv^  partiatlea  än'  pfmUv 
aHitv  'lMMmn««ia  'fii»tlattll%r:d*iNi  aatra  proUMa  tdaohi  par  lal 
calai  de  llaMgratlon  d'aoa  €^atlaii  dia'la 'farma'  • 

dina  'taqMle  X|,..,  Ja»  TapidsaaUettt  Sn "l^nlüfma '^Hm  paraH 
aanibre  da  TatiaUaa  lesquellaa  •  aa  aatiaAlnC  pas  änx 

caadltlona  caaaoaB  da  Paataiaa  an  d'Enlar.  La  mdtbode  de 
Pf  äff  coodait  i  lUaldgratfan'  aanpIMa.  de  plusiaaw  ayafAmaa  d'd- 
qoatlona  aimalta&daa  ordiaidraa,  daat  le  pranlar  aaalameat  aa  tira 

•)  Abliaadiaiiffea  Aas  BerMa^r  ikka^aiaie,,  ÜlH— ISIft. 
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imm^iatement  des  donaees  du  probi^me,  chacan  des  8uivantg  ne 
poovant  etre  forme  quapres  l'int^gration  compt^te  du  Systeme 
precedent.  Caucby,  qui  a  fait  cho'xx  d*uD  autre  procede,  et 
Jacobi,  qui  s'est  occupä  de  simplifier  la  in^thode  de  Pfaff,  oot 
d^montri^  l'ui)  et  l  autre  que,  pour  obtenir  llnt^s^rale  compl^te  d'noo 
equation  aux  deriv^c.H  partielles  du  premier  ordre,  il  aufBt  d'inte- 
%Ter  conipl^tement  le  premier  de«  syatöroea  d'equations  simultaneei 
de  la  methode  de  Pfaff.  Consid^rant  la  parfaite  cudformit^  des 
conclusfons  finales  des  m^thodea  de  Caucby  et  de  Jacobi,  je 
me  bornerai  ä  exposer  nealemeot  la  prämiere  de  cea  m^thodet 
sous  la  forme  la  plaa  g^närale. 

Soieiit  Xn,  n  Tariables  iodepeodantea ;  i  nne  fonc- 

tion  inconnue  de  ces  variable«; 

^  =  |W,  pour  1  =  1,  3,..»  II» 
les  döriv^es  partielles  de  cette  foDctios. 

La  forme  i^^nerale  d'une  equation  aus  döriveea  partielle*  do 
premier  ordre  peut  etre  repre«>eutöe  par 

<1)  1^(4^1,..»  Xm»      Pi»..,  flu} 

La  d^termiuation  de  la  fonction  z  qoi  aatlefait  ä  i'equatioa 
(1)  coostitue  im  probl^me  indeterniinö  de  sa  nature;  et,  en  effet, 
l*expres8ioii  la  i)liis  g^nörale  de  z  doit  renferroer  une  fonction  ar- 
bitraire.  Mait»  Caucby  rend  la  questioit  tout  k  fait  d^terroin^ 
en  y  ajoutant  cette  condition  compt^mentaire,  que,  pour  uoe  ?aleor 
particuiiere  doonee  de  l'une  des  variables  ind^peodantes«  seit  poor 

la  fooctioo  z  et  ses  deriveea  partielles  pi,..,  pn  preonent  respeo 
tivemeot  les  yaleurs  C9i>*>>  «m;  t  d^siguant  uae  foodioii  de 
«1»..,        donnö«  afbitrairemeot,  soU 

fUh9*»»  ■**<■> i)f 

01,,.,»  cDn^i  ^tant  les  d^rivees  partidies  de  cette  tsadiost  ds 
•orte  que«  en  g<üiöral» 

•<=  ^»    pmir  <«1,  2,..,  1; 
eofio«  mm  «^(ant  la  vaieur  tiröe  de  rdquation 
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152.  Pour  determiner  la  fonction  z  satisfaisaiit  a  toutes  ce» 
conditions,  Cauchy  applique  la  niethode  du  changement  de  va- 
riables indeperidantes ,  employäe  pour  la  premiere  fois  par  Am- 
pere pour  la  resniutiün  da  probldme  actuel»  daiis  Ia  cm  parti* 
cilier  de  deoz  miabies  ioddpendaDtes« 

Concevnns  les  n  —  1  Tariables  Sn»,,  Xm—\  ezprini^es  par  uo 
m^me  oombre  de  fooctions  disünctes  de  n— 1  nouveiles  variablea 
Ii,..»        et  de  l'ancienne  variable  Xn-  Par  aaite  de  cela,  z  et 
deviendront  des  fonctions  de  Xn  6t  des  |<.   En  differeDtiaot  k  ce 
point  de  Toe^  noas  aurona  lea  ^qaatioaa 

En  verto  de  l'ögalitö 
OD  tirera  dea  ^qaatioDa  pröcödeotea  lea  relationa 


Enstiite,  les  expreationa  de ^i,..» ^«.1»  x,pi,,,,pm  au  moyen 
des  variables  li,^»  ^»1»  ^«  sont  supposöes  telles  qae,  en  les  sob- 
stituant  dans  T^qaatioD  (1),  celle-ci  devienne  une  identitö.  Donc, 
en  la  differeDtiaot  par  rappert  k  cbacuoe  dea  variables  j?«  et  |^ 
U  vleodra 


8F     ÄF  0£^  aF  fcftM-i 

8F  dt      BF  dpt  BF  Bpu  n 
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Prenotis  {i'at>ord  la  dernierc  de  cen  <leux  eqnations,  lanuelle  doit 
aTOir  lieu  pour  t  =  I , n— 1,  et  sobstitiiOTia-y  I«»  vaieur«  ^) 

9i  (4)  de^et  d«        U  viendra  . 

/BF        BF ^  dp,  aF\c:r. 

\dpi       ÜJ-n  VpnJ  ***      \Ö/>«-l        ^^u    vptj  CS» 

153.  LeB  fonctions  de  li>..»  In— i»  ^n*  qui  representeot  les 
Taleurs  de  a:,, . . ,  jrn— ),  sont  resWes  jnsqirä  present  indeterraine**. 
Nous  pouvons  proüter  de  cette  circonstance,  en  choi^i^sant  poar 
ces  fonctions  des  ezpressioos  teUes,  qu'eU««  saUslasscfit  aux  co»- 
ditioDS 

^      ÖF     üXx  dF      ^  bF 

(7) 


ÖF     ü:r|  dF  1^ 


a*«  cjp*  ' 


et,  ponr  compMter  la  d^termlnation  de  M  « — 1  fonctions,  joi* 
gnoDS-y  la  coeditlon  qaa^  ponr  U  valear  partiorilitea  jt«  ks 
foQCtioQa  «ii..>jrii~i  preaaeät  respeetiveinent  leaTsleors  ^»..»Sb^ 

I>*aprti  cei  «ondMoDS,  l'^aatlan  (6)  prend  la  form« 

Wi  a»+s;^J^^+••• 
.  /  aF    . .      hF     vpn-K  dF\dXn^X 

et  ponr  loa  diveraea  valeura  da  Is  1,  '2,.*.,  ii^l»  aöaa 
II— >1  dqnatimia  aemblablea.  Le  ddiarmlDaat  fonetioanel 


'  dxi 


f  •  *  # 


aar«-! 

a^i 

• «  •  > 


snr»'  -  Sin 

ne  dott  pa3  ^tre  egal  ä  z^ro;  car,  s'il  l'c^tnlt,  alprs  (co  verfii  d« 
Th^oröme  du  §.  3),  il  ezisterait  entre  les  variables 
nne  oa  plusieurs  equatioos.  Done,  comiiiei  cons^u^ca  necei»jsaire 
des  ^quatiooa  pr^eödeote«,  on  aura  des  öquatioi»  de  la  forme 
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^iii  «tront  liea  pour  toates  la»  val«M  de       1,  2,..,  »— 1. 

154.  Nous  avons  mainteDaot  tootos  les  ^quatioos  nöcessalrwi' 
pour  la  fiolution  de  la  quesfiop.  En  consid^rant  toutes  les  con* 
ditions  iotroduites  siuccesaiTemeBt«  on  troa?e  qae  la  problöme 
GOiisiat«  en  ceci:  „Determiner  2ii  rancftioDS  inconoues  jti,..»  Xm 

t»  Pi*",  Pn  das  variables  6i~i»  de  teile  maoi^re  l^qne* 
fioar  la  valear  particoliÄre  Xn  s  a»  eiles  preaneat  reapectivemeUt 
lea  falenre  ^>.*>  6i--i>  ^»  «i»***  »«-i*  an  suppoaant 

...  ^-i)>  et  generalement  mt  =s ^^^^ "^^^  ^     ,  poar  <s:l>  2,.. 

it — I;  et  enfin  la  valeur  de  0«  ae  tiraot  de  r^aation 

'2'^  qtic  ces  foiictiona  aatiafaaaeot  aus  3»»^  1  dqnatioDa  (l),  (2)« 

(3) ,  (7>  et 

Nous  ne  faisoius  pas  enlrer  eii  iigne  de  compte  les  equations 

(4)  ,  qui  sollt  tlcs  coii^equences  dea  öquaüonfi  (2)  et  («i;,  01  Te* 
i|uatioü  ip),  qui  e«»t  equivaleute  ä  (J). 

Mals,  poar  d^terminer  2it  fonctions  ioconnoea,  If  aofSt,  en 
g^näral,  de  2n  dquatlona;  donc«  dana  le  ayst^me  pr^cedent  de 
3»  ^  1  öquations,  tl  doit  y  en  aFoir  n«^  1  de  auperflaea.  Od  peat 
dtoontrer,  en  effet,  \^  que  le  ayat^me  de  2r  Equations,  composd 
de  (1),  (2),  (7)  et  (8)>  aufBt  poar  dötenniaer  lea  valeurs  demandöea 
dea  foBctioaa  inconnuea;  2^  qae  cea  dqnatiena  iddaiaeat  a  dea 
identitda  lea  »*— l  dqaatlona  reatantea  (3)* 

155.  Occupons -Doua  d'abonl  de  la  premiere  parUe  ilti  la 
denionstratioD.  Lea  ^quationa  (2;,  (7)  et  (Ö)  peuveot  s'ecrire  sous 
la  torme 

dF  BF 
dxn  BF  * 


Bpm 

BF  BF  BF 

Bmt      Bpi  Ägi  _  Bsn  ^  S 

Wn^  BF  *  BF^ 

Bpm  Bpn 


les  ileuz  derniires  equatiooa  ayant  Ueu  pour  toutes  les  valeurs 
de  i=  l,  2,.., 
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Aur  ^quations  (9)  tl  faut  encore  joindro  Taquation  (l);  niais 
ceUe-ci  peut  »tre  reiuplacee  par  i  equalion  (5),  qui  lui  e&t  equi> 

▼ileoto«  <t  qaf »  par  1«  aitetltation  cIm  Falenra  de  ^  >  > 
^>  tirte  des  dquations  (9),  «e  nmtoe  «MnMit    b  fofme 


BF  BF 

Bpn 

•embUble  k  la  derni^e  dea  dquafiaaa  (9). 

1^6  syat^me  daa  2n  ^qaatiana  (9)  at  (10)  renfarma«  k  propie- 
ment  parlar,  daa  ddrivdaa  partiallaa  daa  2»  faneltoiia  aharebde«; 
mala  eomma  laa  diffdreotlationa  partlaltaa  aaaC  lUtas  par  rappart 
k  la  aaola  mlabla  j^»  tandla  qv'aueaaa  daa  aatraa  vaifi> 
blaa  Inddpandaataa  tn-i  a'antra  aipticttamaDt  daM  ka 

equatiaaa  aanalddrdea«  11  a'aaaoit  qua  caa  dqoalloaa  pavvant  dCtv 
IraMdea  eooima  an  ayatima  d'dquattaas  difdrentiallaa  ordlaalfci 
du  prämier  ordre.  D'aprte  aela»  lea  dqealiona  (9)  at  (10)  pow^ 
raot  aa  mattre  aoua  la  forma 


(II) 


Bf 

«W   •  •  • 

BF 

-dpi 

-  dF_ 

+  Pi 

BF 

k  •  • 

Bpi 

Bz 

uh 


BF       .  BF 


BF  BF* 


Pnr  Tintegration  du  Systeme  des  equations  (11),  on  pent  en 
general,  coiume  on  sait,  trouvrr  des  expre^sions  fmies  et  deter- 
luinees  des  fonctiori>      , . .  ,  .Tr,  i ,  ;?„  de  Ifi  \  arinlde  j-n. 

Ie«quelles,  pour  la  valeur  particuliere  ^r»  =  a  de  cette  variable, 
prennent  respectivemeiit  les  valeurs  |«— it  ^  »t**»  «1«.  Sop- 

poaooa  qua  ces  expres«ioiws  soient 
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(13)  ^  ««-1  =  fpm-'Xipim»  Um"»  & 

'  =  ^»      («■>  lll-l> 

Ed  «ttlMtitouit  dans  l«sii  pretiit&ret  ^qaation«  (1^  let  valeors 

£  —  cö,  —   ••-IIS — -^-^ — , 

ftinsi  qiitt  l'ezpressioD  de  «■  tirtfe  de  r^quaÜoD 

OB  obtiendra  n  tfqoaüon«  entre  lea  ?ariablea  primitives  a:^ xn 
«t  lea  Tariablea aoziliaires  ||,..,  In-i;  par  coiia^quent.  si  la  forme 
de  la  foacfion  /  eat  domiöe,  on  poarra  dltniiner  iee  variablea  avzl« 
Uairaa»  et  Ton  pairieeAra  ainai  k  one  dqoatioD  d'o&  l*oii  tirera 
oae  valear  de  t  eo  foveÜon  de  «i,,.,  o:«,  qui  aatiafera  k  toittea 
Iee  conditiona  propoaees,  e'aal-A-dire  que  Tob  aura  riategfale 
cberebda  du  problAme.  Si  la  forme  de  la  fonctioti  f  reate  indd- 
terminde,  alora  rdllmiaatioo  dee  qoantitda  tg*"»  Im~i  gändra* 
leneat  impoaaible ;  eepeodaDt  le  systdme  dea  n  preroi^rea  dqna* 
tioea  (12)  peat  dtre  conaiddrd  comme  äquivalent  k  llotdgfale 
gdadrale  de  rdqoation  <l). 


Leraqoe  la  fenction  f  eat  loddterininde«  rdtimiaatioo  de  {|,... 
£»-.1  n*eat  peaaible  qae  dana  le  aeol  eaa  particnlier  oü  lea  n 
prenUrea  dquatlona  (18)  ae  eotitlennent  paa  lea  qoantitde  »i«..,  «m. 
Alofa,  ea  lea  rdeolraot  par  rappert  1^  &  lif.>  ü-*»  on  treure  dee 
▼alenra  de  la  foraie 

En  lea  eobatttuaat  daaa  l'dquation 

OD  obtient  Tiot^grale  generale  aooa  la  forme 

De  cette  forme  de  l'intägrale  generale  ii  est  aise  üe  conriure 
4ue   rdquatioii  propos^e  (1)  doit  «tre   lioeaire  par  rapport  a 
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Piff  pn,  et  avec  cette  condition,  pour  trouver  los  n  prem'tere« 
integrales  du  Systeme  (12),  il  suffit  ävidemoieot  de  faire  luagt 
des  n  premidr««  öquatioos  (II),  «avoir, 

dxx  dxn  tfe 

Aioal  la  thteie  de  Gauehy  embraaae  dans  le  m^me  ptmMk 
g^ii^rai  la  Solution  de«  dquationa  Undalre«  et  cell«  des  tfqvafiiai 
non  IMaivea. 

150.  II  reste  k  faire  votr  que  les  exprensions  (12)  des  foB^ 
tions  z,  JTi,..,  Tn-i,  P\t"t  p*'  Substitutes  <lanN  les  ri — I  equ- 
tions  (3),  changent  celles-ci  en  ideiitites.  AdnipttoTis  pour  m 
instaitt  que  ces  substitutions  iie  rendeiit  pu8  identique«  le^  dem 
menibrf  s  de  chacune  des  öquations  (3),  et  representoaa  par  J^^ 
leur  difförerice ,  ./^O  etant  une  fonction  inconuue  de  ii»««*  it-h 
jcni  c'est-4-dire  que  nous  posona 

ei;=Pi       -       -SIT  + 

En  joitjnant  a  cette  tgalitö  i'tqiiation  (2),  qui  devient  identiqif 
lorsqu'on  y  suhstitue  les  valeurs  (12),  et  la  combirjaot  avec  U 
precedente  fiar  la  meoie  procedd  qui  a  aervi  k  obtenir  les  eq8*> 
tioos  (4),  ii  vient 


^"äs;  ?s   Sil  ss^* 


St  1*00  parte  les  valears  prdcddeotes  de  ^  et  de  dans  le- 
quatioD  (5'),  noo»  auroas 


,  aF  a  j(') .  aF  ^ 
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Mais,  en  vertu  de«  equattons  (7)  et  (8),  qui  sorit  satisfaite* 
par  les  valeurs  (1*2),  toijs  le»  ternie.s  de  requatioii  precedento,  a 
l'exception  des  deux  deniiera,  sont  identiquement  iiul«».^  Ouiic« 
^our  determioer        noos  aucAiis  l'4quaüon 

BF 

t{)  multSpliant  l»8  deux  menibra  de  eette  <^mtioii  |Nir  tLcm,  et 
lAt^graot  depuM  a  Janqn'i  Wm,  H  vieot 


V. 


OZ 


.  ^('J       I  •  E     ,  •SS» 

«fi^')  dtent  la  valw  de  poor  es  a;  er  il  est  fädle  de  voir 
qqe  cette  vafeor  eet  wille. ' 

effet,  en  fafsant  ;r«  =  a,  rappelens-noos  qo'en  m^mc  t^pi 
les  fonctions  z,      . . ,  :ra-i,  jg^,..,  dohrent  prendre  respecti- 

vement  les  valeurs  f;,  {».k«  tti*..f  «n-i*   Dono  T^quatfee 

(3)  prend  la  forme 


d'oü 


n  «et  dvidesl  alors  qoe  Teil  a  aneai,  en  gdedral»  s=0;  €*eel- 
ä'dire  qve  lee  dqoatioii«  (9)  eoot  aadsfidtes  par  les  ietdgralee 
(Q)»  lesqaellee*  fempliaeaiit  aluel  tonfee  lee  cendilieiui  vealfle«, 
dmeront  la  adstion  la  plus  gdodrale  da  probMnie. 

157*  Bertrand  a  lalt  eeatre  la  coaclncioti  ptdeddeate  ane 
objectien^»  qiil  eeoabte  «n  ce  qoe  cette  eonclostoo  eet  viele 
Miilenieiit  k  la  cendltlea  qoe  riatdgiile 


*)  Conptei  r«adaa  det  Siaaee«  de  TAcaddaU  de«  Sciei- 
eti,  t  UV»  p»  «17. 
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ae  prenne  pis  ane  valeur  ind^ennin^  ou  infinie;  et  qae,  dan 
mtre  cAM,  od  peut  tonjoors  attribaer  k  la  fanctioD  arbilaii» 
(  =  /'({|,...»  im^i)  nne  forme  taUe  qua  Vmk  da  aaa  daai  cai 
ait  lioD. 

A  Toccasion  de  cetta  remarque,  Serret  a  eotrepris  rexamen 
de  ces  cas  exceptionnels,  et  a  d^montre  ^)  que,  si  Tiot^grale  (14) 
n'a  pas  une  valeur  Tinie  et  tletemiinee  pour  la  forme  assign^e  i 
la  fooction  ^(li,..,  Sm—i)f  il  arrive  alors,  en  menie  tenips,  que  le^. 
equatioiiB  (12)  sont  impropre^  a  fournir  la  «Solution  generale  du 
probl^me.  (  ette  Solution  s'obtient,  dans  ce  can,  au  moven  de 
l'intögrale  coniplete,  c*e8t-a-dire  de  i'iotegrale  qui  renferiue  autant 
de  Consta  Fites  arbitraires  qu'il  y  a  de  variables  indöpendantefi 
dans  i'equation  donnee.  Je  croia  inutile,  d'ailleura,  d'exposer  eo 
detail  Ie8  recherches  de  Serret,  d'aotant  qu'elles  ont  ete  repro* 
duite»,  d'apr^s  les  articlea  de«  Comptea  reodus,  avec  beaa- 
coup  d'expiicatioos  et  d'exeroplea,  daoa  la  Tratte  el^mentaire 
de  Cal  cqI  differentiel  et  de  Calcul  intdgral  da  JU»crolx« 
6«  Edition  augmeotöe  de  Notes  par  MM.  Hemltc  et  0cr* 
ret,  (Note  11,  T.  II,  p.  337—282)  **). 


*)  Complai  vendot,  t.  LIII,  s^ncea  des  7  et  28  »clttbre  I86I. 
**)  Voyei  encore  Serret,  Goare  de  Calcol  diff^reoliel  et 
iotögral,  t,  Ii,  p.  624 — 649,  et  le  Memoire  An  m^me  Auteor  iaeM 
daa«  les  Annales  scieotififoee  da  TEcole  Korniale  aopdrieare, 
U  III  (Note  do  trad.). 
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Die  harmonischen  Polarcur?eD» 

Von 

Ui;rro  Profe^or  Bretschntider  « 

in  Gotha. 


(Ffgomi  9,  Tut  XI.) 

Bedarf  der  Lahrer  der  Mathematik  bei  dem  Ootenlchte  In 
der  asaijtiflcbeii  Geometrie  sweckmSssiger  Beispiele,  am  deo 
SoMer  ia  Unterouchvng  von  Conrea  so  flbeo,  ao  aleht  er  aielit 
wem  er  alciit  die  bU  xam  Ueberdruaa  gebrenchteii  Kegelacboitte 
da««  Tenreodee  iriU,  vergebett«  aacb  llterariacben  HfiJbmittelii  um*  ' 
Die  LebrbOcber  der  analytiacbea  Geometrie  beeebrinken  eich  aa^ 
tOrticb  darauf,  die  Regeln  lo  entwickelp,  nach  denen  man  aqa  der 
Gleiebang  der  krummen  Linie  die  Anadrfleke  filr  ibre  Tangentcv 
Sabtangente»  Normale,  Sobnormale  u.  a.  vr.  findet,  und  eriSatem 
dieselben  hftchatena  durdi  ein  Paar  einfache  Beispiele«  Der  Ver- 
geh, die  der  Curve  eigenthQroliehen  geometri neben  Eigen» 
•ehaften  aofaufindan,  wird  nirgend«  gemacht,  eo  wichtig  eine 
solche  üntersuchnng  in  besonderen  FÄllen  ancb  sein  kann.  Mo- 
nographieen  über  specielle  Carven  sind  In  der  deotscbeo  matbe* 
roatischen  Literatur  kaum  einige  vorhanden,  und  auch  von  diesen 
folgt  die  Mehrsahl  gans  dem  Vorgange  der  allgemeinen  Lehr- 
bücher, indem  Ihre  Verfasser  genug  getban  so  haben  meinen, 
wenn  sie  die  allgemeinen  Theoreme  der  höheren  Curvenlebre  flir 
den  gewihlten  einseinen  Fall  specialisiren. 

Unter  diesen  Umstünden  schon  seit  lange  ^enothigt,  minh  um 
höhere  Carven  zu  bemühen,  die  eine  ausgiebigere  geometrische 
Behandlong  gestalten,  bin  ich  unter  anderen  auch  auf  die  beiden 
•aobfiilgeBdea  getMOMnen,  die  ich  barmoniscbe  Polarcuiven 
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jE^enannt  habe.  Da  sin  in  der  That  eine  ganz  leidliche  Attsbeote 
an  bemerkens^verthen  geumetricicheti  Eigenschaften  darbieten,  m 
ddrfte  die  »enauere  Dar.stpllijf)g  dos  GcgenKtandes  im  „Archive** 
nicht  gaii2;  werthloi«  er^chetneit,  und  zwarum  8o  weniger,  als  dabe' 
recht  brauchbare  Uebungsbeiäpiele  für  die  Behandlung  kubischer 
und  biquadratischer  Gleichungen  erhalten  werden,  ein  Feld,  aut 
iielcbeoi  gleicbfalU  oocb  gar  kein  üeberüuss  herrscht. 

In  einer  Ebene  (Fig.  1.  u,  2.)  seien  gegeben  das  Centnim  A 
eines  ebenen  Strahlbü^cheLs  und  ein  fester  Punkt  B  aasserbfdb 
desselben.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  C  des  Strahles  AB  lege 
man  die  Gerade  OCC"  senkrecht  auf  AB'y  so  wird  jeder  Strahl 
des  BCIschels  B.  AA"  das  Loth  (yC  in  einem  Punkte  L  Rchnei- 
den.  Trägt  man  »odann  auf  diesem  Strahle  vom  Schnittpunkte  L 
aus  nach  beiden  Seiten  hin  eine  Strecke  LY  =^  LV  ab,  welche 
dem  Abstände  des  Punktes  L  vom  festen  Punkte  Ii  gleich  iit^ 
so  ist  der  geiMiietri.sche  Ort  der  einander  zugeordneten  Punkte 
Y  nnd  Y'  eine  krumme  Linie,  welche  bftrmoniscbe  Polar* 
curve  genannt  werden  solL 

Da  die  angegebene  Constroktioii  oberhalb  wie  tioterbalb  AJH 
in  gleicher  Wdae  ansgeflDhrt  weriien  kann,  ao  besteht  die  Cerra 
aue  awei  cengruenten  Theilen«  «reiche  auf  eetgegengeeetsten  SeHn 
den  Strahles  AA'  liegen.  Bben  ao  leuchtet  ein,  daee  die  Carte 
nicht  nur  durch  die  Punkte  A  und  B  hindurchgehen,  «endetn  bH 
AA'  noch  einen  dritten  Punkt  gemein  beben  mase,  der  tif 
ihr  von  C  ans  in  dem  Abstände  CH' « Ci9  gelegen  ist.  f)a  hier* 
nach  LB  =z  LB'  wird,  so  ist  es  günzüch  einerlei,  ob  der  Fuss* 
pnnkt  C  des  Lothes  CC  ausserhalb  oder  Innerhalb  der  Streckt 
AB  geiräblt  wird. 

Umgekehrt  dagegen  ist  es  nicht  völlig  einerlei,  ob  das  Slralil- 
centrum  A  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Strecke  BC  liegt,  «res* 
halb  die  Untersuchung  für  beide  /'ällc  getrennt  zu  führen  ist« 
Liegt  A  ausserhalb  B(\  wie  In  Fig.  niaL'  die  Curve  eine 

harmonische  Polarcurve  der  ersten  Art  genannt  werden;  In 
entgegengesetzten  Falle,  wenn  A  zwischen  B  und  C  liegt»  Fig. 
beisse  sie  eine  Polarcurve  der  zweiten  Art« 

Der  Karte  halber  sollen  ror  beide  CorveaMten  feleeiide  Be- 
nennungen eingeflihrt  werden.  Das  Stiablcaalnui  A  beiaee  dir 
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Pol  der  Corve,  die  StrahlenabAchDitte  AYz=R  und  /fY'  =  i2| 
zugeordnete  Polstrahlen,  die  Strecke  YY'  die  PoUebne, 
das  Loth  CC  die  Riclitlinie  und  CL  die  Ceotraldistans 
der  PoUtrahleo  oder  Politehne.  filacbt  man  fernar  CA'  =  CA, 
M  «verde 

ilJ' =2.^e  =  2(a4-6)  die  erste  ^chse 
BB'  s*2.£r6  =  a6        die  iweite  Aehte 

AB  —  a  die  Nebeuacii«« 

der  Cunre  genannt  l>6mgeiiiiaa  aind  die  Kreise  welclie  om  AA^, 
BB'9  AB  als  Dnrclinieaser  beschrieben  «Verden,  besiehnogsvreise 
als  erster,  zvreiter  Ach8enkreia  and  Nebenkrei«  so  be» 
aeicboen.  Endlich  mag  B  der  erste,  B'  der  a «reite  Haapt* 
scbeHei  der  Corve  betsseo. 

Mafi  nehme  C  zum  Nullpunkt  der  Coordinaten,  die  i^ichtlinie 
CC"  zur  Ordtnatenacbse,  AA'  zur  Ab«cifisenai:hse  und  hezeichiie 
speciell  diejenij^e  Seite  der  letzteren  aU  die  positive,  auf  welcher 
der  Pol  A  liesjt  Im  Funkte  A'  werde  auf  AA'  das  Loth  A'A" 
errichtet,  wird  jeder  Strahl  AL  auch  diettes  Loth  in  einem 
Punkte  A"  schneiden»  und  man  bat  alal>ald  folgende  äätse: 

a)  in  jeder  baroonlseben  Pelarearve  sind  die  Abadsaen  je 
s«reier  angeordiieter  Punkte  Y  and  Y'  gleieb  groee«  aber 
entgegengeaetat;  CXzs  CX't 

b)  in  jeder  harmonischen  Polarcurve  werden  sämnitlicbe 
Polttebueji  von  der  Hichtltui«  balbirt;  LY  =  LY^; 

e)  in  jeder  harmoniaeben  PehireorTe  «rird  der  Abaehnitt 
Aj^'  eines  Polstrablea  »«rieeben  dem  Pole  A  nnd  dem 
Schnittpunkte  mit  dem  Lothe  A^AT  dureh  die  Riehl- 
iinie  halbirt;  LA  ss  LAT-, 

d)  in  jeder  harmofdschen  (^olarcurve  ist  der  Al)«!tand  des 
einen  zweier  conjugirter  Punkte  ron  einem  der  beiden 
Punkte  A  und  A"  «gleich  dem  des  andern  conjugirten 
Punktes  von  dem  zweiten  der  Punkte  A  und  A"i 

AY^  r/T;  AY'^sz  YAT. 
§.  3. 

Beadebuet  man  flir  die  Polarcurve  der  ersten  Art  (Fig.  I.) 

CÄ^ui  ÄY=z^i  Ä,'Y'=3,,; 


«o  wird 

AX'.AX'  =  yi$fx  ^  a'\'b^uxn-\^(t'\-u>  (I) 
Wird  aus  V  die  17Yj|zlC'  gezogeo,  ao  i«tt 

4Ä«  +  (^,  +i^)*  =  4iiH(yi-^)* 

oder ; 

^,  2  (tt   6)(«-6) »  JW.  JTB'  S3  X'B.rB'.  (S) 
Die««  i>l«lchuii9  mil  (I)  verbqndeo  liefert s 

In  ganz  analoger  Wei«e  folgt  f&r  die  Polarcurre  der  iweiteo 
Art  (Fig.  2.) 

AX'.AX  ^y.yi  =  i*  — (6  — «) 

46«+(y,-y)«  =  4ii«4(yi+y)* 

Die  tileichiing  der  Polarcurve  erster  Art  geht  demoaeb  eofert  in 
die  der  Curve  avrelter  Art  Aber,  weoo  anstatt  ü  der  Werth  — m 
eingesetat,  d.  b.  die  Nebenaehae  negativ  gesetat  wird.  jSoUea 
dagegen  die  fveeetxe  (I)  und  (2)  auf  die  Corven  sireiter  Art  fiber- 
tragen werden,  so  genügt  es  niebt  allein,  dann  statt  a  ge- 
schrieben wird ;  es  niusa  aucli  —  anstatt  ffx  genommen  werdea. 
—  Betrachtet  man  in  den  atigemeinen  Gleichungen  (3)  und  (4) 
die  Abscisse  u  als  wesentlich  positiv,  so  Ist  alsbald 


(5) 


'  u  —  {h  —  a) 

Man  hat  demnach  folgende  allgemeine  Gesetze: 

a)  in  jeder  harmnnlHchen  Polarcurve  ist  das  Rechteclc  ans 
deu  Ordinaten  aweier  conjugirter  Pnolite  gleichäacliis 
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dem  Rechtecke  aus  den  AbstSnden  den  Ftts5;puiikteji 
einer  dieser  Ordinalen  von  den  Sclieiielii  der  Genre;  (2>. 

b)  in  jeder  harnionibc}i(Mi  Mi>iarcnrve  verhalten  sich  die  Ot- 
difiaten  zugeordneter  unkte  wie  deren  Ahittäiide  vom 
Pol;  (1). 

c)  in  jeder  barrooniscben  Pnlarcnrve  verhält  »ich  das  Qus* 
dmt  der  Ordioate  su  dem  Rechtecke  aus  den  Ab« landen 
idersdben  von  den  beiden  Scheiteln»  wie  ihr  Abutiiad 
vom  Pol  amn  Abstand  der  angeordneten  Ortlinate  vom 
Pel)  0). 

§.4. 

Ffir  jede  von  beiden  Arten  der  Polarcurven  «rgicbf  .«leb»  dass 
fQr  11  =  -f  6  und  —  6  die  Ordioate  yaisO  wird;  dagegen  ist 
fAf  M3sCA  (d.  b.  ur=a-^b  oder  m=6  — a)  awrar  yceO,  aber'ldr 
den  eatgegengeeetsten  Werth  usasCA'  wird  fsOD* 

Demnach  besteht  jede  harmonische  Polarcurve  au«  z%vei  ge* 
trennten  Tbeilen,  nämlich  einem  über  der  Nebenachse  liegenden 
^eseblosseoeo  Oval  and  einem  durch  den  sireitSD  SehcUel  ß' 
gebenden  aueodlicheo  Aste,  der  das  im  Gegenpunkle  des 
Poles  A  stehende  Loth  A'A"  xur  Asymptote  bat.  Ffir  diesen 
Ast  Ist  an  hemerken»  dass  er  bei  den  Cur ven '  erster  Art  dem 
Orale  die  eenveze  Seite,  bei  den  Cnrven  aweiter  Art  die  con- 
cmw  Seife  anwendet 

io  jeder  von  beiden  Curvenarten  Hegen  daher  die  Fusspunkte 
der  Otdtentea  ginsUch  ianerhalh  der  Strecken  AB  and  A'B*. 

DtL  BteU  LBsiLB'  SS  LV=  LV'  sein  mnss,  se  liegen  in 
jeder  hamoniaehän  PolafcnTfe  je  atrei  augeeidnele  Pnnkle  mit 
dem  beMtfi  Sdiellele  anf  dem  Umfange  einen«  end  desMiben 
fCieieMt  der  die  Pelsehnd  FF'  anm  UuKchmeeser  hat  Denkt 
oMift  mA  die  enendllehe  Menge  des  Kreme  gegeben»  die  simm^ 
lieb  die  aweite  Achse  BB*  isnr  Sehne  Imheni  (die  .mag  knra  die 
Kreieesehaar  BB*  heisssn).  se  ist  die  Richtlinie  CC  der 
Ceotralort  nnd  die  Gemde  AA'  der  Ort  der  gleichen  Pe« 
tensea  Ar  die  Schaar. 

Es  int  demnach  fär  jede  harmonische  Polarcurve  das  Rechteck 
aue  je  swei  angeordneten  Polstrableo  coostant,  nämüeh  gieioh 
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dem  Rechtecke  aus  deo  Ab<«tioden  d«s  Pole»  von  deo  5cbettda 
der  Curve;  AY.AY'  =^  AB,AB\ 

Wird  io  der  Cerve  enter  Art  aiie  de«  Pole  A  (Fig.  L)  ehe 
Tangente  J£  s  I  an  einen  der  Kreiee  ane  der  Sehnar  ge* 
sogen«  flo  iet  die  Liege  I  fttr  jeden  andern  Krein  der  Seiiair  dii 
niniltelie;  mitliin  <^  die  gemeioeehafUlche  ineeere  Petens  d« 
Kreieescbaar,  nodjee  iet 

u\  den  harmonischen  Polarcurven  erster  Art  die  Inssere 
Potenz  (1er  über  der  zweite»  Achse  stehenden  Kreide- 
Schaar  gleich  dem  Rechtecke  aus  je  iwei  xugeordnetea  Pol- 
strahlen;  also: 

^  =  «(e-f  8fr)  s  (o  ^  6)*-fr*  =  RBi. 

Wird  in  der  Polarcurve  zweiter  Art  durch  den  Pol  A  eio 
Lotb  (Fig.  2.)  senkrecht  auf  tiie  Polsehne  YY'  errichtet,  welche* 
den  um  letztem  beschriebenen  Krei^  der  Schaar  BB'  in  deo 
Punkten  E  und  F schneidet;  so  ist  AE—  i  ffir  jeden  andern  ikreii 
der  Schaar  unverMuderlich,  uiithio  die  geoieiuscbaftlicbe  ioofift 
Potens  der  Kreiseschaar»  daher  ist 

in  den  itairmonieelien  Polarennren^der  swelten  Art  die  ianm 
Potena  I*  der  über  der  sweiten  Aeline  etebenden  Kieii^ 
eciiaar  gleteb  dem  Reebtecice  je  sweler  xogeordneter  Pil* 
etmbien;  aleos 

I«  =  o(26— c)  =  6«— (6— o)«  =  RR^. 

Umgekehrt:  Beschreibt  man  über  der  PoLsebne  «incf 
Curve  der  ersten  Art,  als  Durchmesaer,  einen  Kreis,  usd 
auh  dem  i^ol  A  mit  der  GrüsHc  t  aU  Halbmesser  einen 
zweiten  Kreis,  so  sind  die  Schnittpunkte  E  und  F  der  b«* 
derseitigen  Umflinge  die  BerCibrungtipunkte  der  vom  Pol  ut 
nach  dem  ersten  Kreise  gezogenen  Tangenten ;  und : 

beeeln'eibt  man  Über  der  Polsehne  einer  Gnrve  der  sweitw 
Art,  als  Durebmeeaer«  einen  Kreis  and  ans  dem  Pole  A  Bit 
dem  Halbmesser  I  einen  sweiten  Kreis,  so  sind  die  Schnitt* 
ponfcte  E  und  F  der  imidereeitigen  UmOnge  die  EndfMakli 
«inen  Datcbmenaem  den  aweiten 'Kleinen. 

f.  6, 

¥9»  zugeordnete  Peletnblea  dw  Gam«  ewiMr  Art  bei  wb 
die  Weitbes 
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a  -fo  -f  II         '  a  -f-o— « 

lo  d«r  Carve  der  zweiteD  Att  dagegen  wird  erhalteo: 


In  ihottebet  WeU«  ei^ebt  sieb  lür  die  Cnrve  erster  Art  (Fig.  1.): 
ond  für  die  Carve  Streiter  Art  (Fig.  2.): 


§.  7. 

Betrachtet  niati  in  Fig.  1.  A  als  Sasseren  harmonischeo  Pei 
ae»  Kreises  um  FF',  so  ist  EF  die  zu  A  gehörige  Polare,  die 
den  Strahl  AL  in  W  senkrecht  schneidet,  and  die  Aclise  AA* 
in  dem  l*unkte  D  trifft.  Es  bilden  demnach  sowohl  A,  F,  IF,  F' 
als  auch  J,  B,  />,  -ß'  eine  barmonuiche  QuaternioD,  woraos  als- 
bald folgt,  dass  der  Punkt  />  fiir  alle  Kreise  der  Schaar  0B' 
der  nämliche  bleiben  muss.  Errichtete  man  in  A  Lothe  auf  AC 
und  AL.  so  wären  diese  die  Polaren  fiir  die  Kreise  BB*  nnd 

auf  D  und  IF  aia  innere  Pole. 
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Wird  dagegen  in  Fig.  2.  A  innerer  harmonischer  P<'1  des 
Kreises  YY'  betrachtet,  und  man  leLrl  an  die  Endpunkte  der 
Sehne  EF  Berührende,  i»o  si  hneuien  sich  diese  in  einem  Punicte 
W  des  verlängerten  PüIstrahU  s  AL ,  ond  die  in  Ii'  auf  AL  er- 
richtete Senkrechte  WD  ist  dann  für  den  Kreis  >  die  Polare 
des  Poles  A.  Es  sind  deuinarli  W  ,  Y,  A,  Y',  iii^leicheu  />» 
A,  B'  gleichfalls  harmonischo  Quaternionen,  folglich  auch  D  ein 
für  alle  Kreise  der  Schaar  Bii'  unveränderiicber  Punkt. 

Ans  diesen  Betrecbtongen  läast  sich  ottn  unmittelbar  Nach- 
folgendes ableiten. 

a)  Sucht  man  zu  den  Scheiteln  B  und  Bf  einer  Pelarcnnre 
und  dem  Pole  A  den  dem  letsteren  zugeordneten  vierteik 
harmonischen  Punkt  D ,  so  soll  letzterer  kurz  der  Ge- 
genpol, und  der  um  die  Strecke  AD  als  Durchmesser 
Gonstruirte  Kreis  der  Pnl kreis  der  Curve  genaast 
werden» 

b)  Jeder  Pnl.strahl  Ah  der  Curve  wird  vom  Potkreise  in 
einem  i^unkte  H'  geschnitten,  der  mit  den  zugeordneten 
Punkten  Y  und  1'  und  dem  Polo  A  den  letzterem  za- 
[;eor<hicten  vierten  harmonischen  Punkt  bildet-  Er  heisse 
deshalb  kurz  der  vierte  Punkt  des  PolstrahicB  AL, 
oder  der  Poiä>ehiie  YY', 

c)  Umgekehrt  liegt  in  der  Curve  der  ersten  wie  der  zvreiüii 
Art  der  vierte  Punkt  jeder  Polsehne  auf  dem  Umfange 
eines  festen  Kreisss»  nimlieh  des  Polkreises. 

d)  Sämmtliche  zu  A,  als  gemeinscbaftlichem  barmonischeil 
Pol  gehörige,  Polaren  der  Kreiseschaar  BB'  bilde« 
einen  ebenen  Strabibüschei  der  den  Gegenpol  D  zum 
Centruni  hat. 

e)  Sämmtliche  den  Gegenpol  D,  als  gern einsehaftliche» 
harmonischen  Pole  der  Kreiseschaar  BB'  zugehOi%^ 
Polaren  AL  bilden  einen  ebenen  StrahibOschel,  der  A 
sum  Centrnm  hat 

i)  Betrachtet  man  die  Punkte  W  auf  dem  Umfange  dw 
Polkrciscs  als  harnionische  Pole  der  Kreisescbaar  liff, 
so  bilden  die  £ugehr»ri£;en  Polaren  jederzeit  einen  Ntrahl» 
hOschel,  und  dessen  Centrnm  ist  der  1*<»I  A,  wenn  jeder 
Punkt  W  bei  dun  ('urven  erst(*r  Art  innerhalb,  bei 
denen  zweiter  Art  ausserhalb  des  ihm  zugehörigen 
Kreises  liegt.  Dagegen  ist  der  Gegenpol  D  das  Ceutraa 
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aosserhalb,  bei  deii«ii  iireiter  Art  inaerbalb  des 
ihm  ragebOrlgeo  Kreieee  gelegen  ist. 

Diese  Eigenschaften  sind  es,  welcbe  Veranlassung  gegeben 
haben,  die  fraglichen  knminen  Lieien  barmooleebe  Polar- 
cerfsn  su  benennen. 


§.  a 

Sind  auf  einer  Geraden  (Fig.  3.)  vier  bamonwcbe  Punkte  io 
der  Reihenfolge  A,  B ,  D,  B'  gegeben,  «nd  man  betrachtet  B 
Qod  B'  als  Seheitel  iweier  barmeoiscber  Pelareurven  von  denen 
die  ebe  A  tam  Pele  hat»  alse  erster  Art  ist,  während  die  andere 
D  tum  Pole  hat,  und  eomU  «weiter  Art  ist;  —  eo  eoUeo  diese 
Cmven  conjugirt  genanot  werden.  Ihre  beiderseitigen  Otale 
bnihren  sich  im  ersten  ^Scheitel  B  and  ihre  nnd  ihre  nnendliehen 
Afltle  In  sweiten  Seheitel  ü*.  Die  sw«ite  Aebse  BB^  =  26  ist 
dennaeh  beiden  Cnrven  gemelnsehalMleh,  wahrend  die  Neben- 
acbsen  nnd  semit  aneh  die  ersten  Aehsen  wesentlich  terschleden 
sind. 

Man  beseichne  fQr  die  Curve  erster  Art  wie  bisher,  die  Ne- 
benacbse  mit  a  und  die  Potenz  mit  2*,  hingegen  Für  die  Curve 
der  sweiten  Art  die  Nebsnachse  BD  =  e  und  die  sugehCrige 
Potess  mit  Ii*,  so  bat  man  alsbald  folgende  Gteiebangen: 

B9  « (a  -I-  26)  ii  ^  =  c  (26  -  c) 

Ä/,  ^  bt 


t  = 


^*=-     =bzrc     **=«  =  „-+6 

AC  =«-|.Ä  =  ^      DC  ^  6-c= 


^  —  c  a  +  6 

Die  »veitere  Untersuchung  der  in  Kode  steh(»nden  Curven 
hän»t  fast  gaiiK  von  dem  gegeoseitigeu  Ztusatnmenbange  eines 
conjugirten  Curvenpaares  ab. 
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i,  9. 

Zieht  man  in  dem  8ehnennereck  BYY'B'  (Fig.  1.  u.  2.)  die 
Diagonalen  BY'  und  &  Y,  die  sich  in  einem  Punkte  O  t»chnei- 
den,  und  verlan<i;«rt  sodann  die  Gcs;en8eiten  ßV  und  B'Y',\m 
sie  sich  in  einem  l'iinkte  O'  »chneideri;  —  so  ujust»,  in  Folge  der 
bekannten  Eigeii»cliulten  jedes  geradlinigen  Viereckes,  die  Ge- 
rade 00'  durch  die  Punkte  }V  und  D  hindurchgehen.  Demnach 
bilden  W,  O,  D,  O'  eine  härroonische  Quaternion,  und 
AO,  AD,  AO'  Bind  Uarnionikalen.  Beschreibt  mao  ferner  na 
0(y  als  Dwebmeaaer  einen  Kreta»  so  ninaa  deraelbe»  da  T'BCf 
ssFB'CsW  iat,  auch  durch  beide  Scheitel  B  ond  B'  hin« 
dorehgehen,  iat  alao  ein  Kreta  aus  der  Schaar  ßß*.  Daraas 
folgt  aber  onmittalbar,  daaa  O  and  O'  sageh5rige  Punkte  der 
conjugirten  Corve  und  OO'  eine  Polaebne  der  letsteren  Iat  Hm 
kann  demnach  allgemein  Fol<;ciidee  auasprechen: 

a)  Jede  zwei  zugeordnete  Punkte  einer  harmoDischen  Polar- 
curve  bilden  mit  den  beiden  Scheiteln  der  letzteren  die 
Spitzen  einet^  Sehnenviereckes,  in  welchem  die  Polsehae 
sugleicii  Üurcboiesaer  des  umgeschriebenen  Kreises  ist* 

b)  Ffir  die  Polarcnrve  der  ersten  Art  iat  dieaes  Viereck 
stets  ein  hohles»  üHr  die  der  aweiten  Art  ein  IlbencUa- 
genes.  Von  den  drei  Schnittpunkten  fe  avreler  aeuMr 
Gegeoaaiteo  iat  derjenige,  dem  die  Polaebne  angehM, 
der  Pol  A  der  Curve  aelbst;  die  beiden  anderen  Pnokle 
dagegen,  O  und  O',  gehdren  der  conjugirten  Certe  aa, 
and  von  ihnen  liegt  der  Schnittpankt  O  der  beiden  Dil- 
gonalen  des  Vierecks  auf  dem  Oval,  der  Schnlttpuakt 
fy  des  anreiten  Paarea  Gegenseiten  hingegen  auf  dsn 
uneudllcben  Aste  dieser  Carve. 

§.  10. 

Da  von  den  vier  Harmonikaien  BA,  BY^  BW»  BF*  die 
aweite  nnd  vierte,  und  eben  so  anter  B'A»  B'V,  B'W,  B'Y'  die 
sweite  and  vierte  auf  einander  senkrecht  stehen,  ae  moss  der 
Strahl  BT  den  Winkel  ABW  und  B'F  den  Winkel  A'BWh^ 
biren.  —  Gans  in  gleicher  Weise  stehen  von  den  Hannonikalcii 
WA,  WB,  WD,  Wß'  die  beiden  WA  and  WD  aufeinander 
senkrecht.  Jn  der  Polarcurve  erster  Art  balbirt  mithin  WO  dca 
Wrakel  BWB^  und  WA  den  Winkel  BWW%  während  In  der 
Carve  sweiter  Art  der  Wiokel  BWB*  von  WA  and  Winkel  B  WW 
von  WD  balbirt  wird.  Daraaa  folgt: 
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a)  in  jeder  Polurcnrve  halbiren  <lip  von  einem  beliebigen 
Scheitef  ans  nach  zwei  ÄUgeordncten  Punkten  ^(  icEjten 
Strahlen  die  beiden  Winkel,  welche  <lio  ¥on  dem  näm- 
lichen Scheitel  nach  dem  vierten  Ptinkte  W  gezogene 
Gerade  mit  der  Achse  der  Curve  bildet; 

b)  in  jeder  Polareanre  halbiren  die  von  dem  vierten  Punkte 
FF  einen  Poletrahlee  naeb  dem  Pol  und  Oegenpol  ge- 
legenen Geraden  die  beiden  Winkel»  welcbe  die  von 
demaelben  Ponkt  W  aus  naeb  beiden  Scbeiteto  geso- 
genen Geraden  mit  einander  bilden. 

Mit  Hülte  der  N;itze  dieses  und  des  voransfehenden  Paracjra- 
phen  können  noch  eine  «janze  Reihe  von  harnumischerj  Qiiater- 
nionen  nnd  Flai  inoiiikaUMi  an  den  Polarcurven  beider  Arten  nach- 
»ewtesen  werdeo,  was  indessen  der  Kürze  halber  hier  übergangen 
werden  mag. 


Für  die  Zahlenwerthe  der  im  voraogebenden  Paragraphen 
behandelten  Strecken  erhält  man  in  den  Poiarcnrven  der  ersten  Art: 

a  +  ö  +  tt  ^        ' o  +  ö  +  u 

a  +  0 — if  ■'o+e— « 


a-^ö  a<f6'a-|-'26 


BO 


 b_ikr'2auiai^fj  —  u) 


_6 


ro  « 


Arä(iirf-i6)«(o-i-6  4-it) 

tu  4/"  2att 

^  *"a  +  6f  (a  +  6)(a+6-ti)' 

Die  analogen  Ausdrücke  iUr  die  Curven  tweiter  Art  sind 
gans  Ibniich  gebaut,  m0gsn  aber  sur  Erspamog  des  Raumes  bier 
wegbleiben,  da  sie,  eben  so  wie  die  vorstehenden»  aus  den  be- 
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kannten  Eigenschaften  des  Selrneo Vierecks  unmittelbar  abgeleitet 
werden  können. 

t.  12. 

Nimmt  man  In  einer  Pelarcur? e  (Flg.  4.)  swel  Poletrahlen»  AL 
nnd  AM,  so  bQileo  die  nnf  beMen  Ueg<«nden  Paare  sageerdaeter 
Ponkttt  F,  F^  Z,  2'  gleichfalta  die  Spitsen  eines  Minenvierecks; 
Me  In  letzterem  einander  gegenilberliegenden  Poltehnen  YY'  aid 
ZZ'  scfanciden  sieb,  ibnllch  wie  in  der  Gonstruktion  des  §.  in 
Pole  A  der  Curve,  während  der  Schnittpunkt  O'  der  beiden  ao- 
dem  Gegenseiten  ZY  und  Z'Y\  ingleichen  der  Scbnittpnnkt  0 
der  Diagonalen  des  Vierecks  auf  einer  Geraden  liegen,  weicht 
durch  die  vierten  Punkte  W  und  V  der  beiden  Polstrahlen  be* 
stimmt  ist.  Es  bilden  demnach  auch  hier  V,  O,  Wy  O'  eine  bar- 
roenische  Quatemion.  Werden  die  §.  8.  und  9.  erörterten  har- 
monischen Eigenschaften  der  Polarcurveo  weiter  unt^encbt,  to 
folgt,  dass  für  den,  dem  Viereck  YZZ'Y*  umgsehriebenen  Kreis, 
A  der  Pul  und  FW  die  sngebörige  Polare,  zugleich  aber  aoch 
OO'  der  Durchmesser  eines  nur  Schaar  BB'  gehurigen  Kreises 
sein  muss.  Letzteres  kaan  aber  auch  direkt  auf  nachfolgende  Ait 
bewiesen  werden. 

Mao  siehe  BF  mA  BWi  iKsst  ideh  dann  seigen,  dnss  BO 
den  Virinkel  FBW  halbirt.  so  muss  00'  ein  DurehmeMer  dm 
Kreises  BOB'(y  sein.  Wf  rden  die  Abeofawen  der  Punkte  Fasd 
Z  mit  u  und  K|  bdselehnet,  so  ist  nach  }.  141.$ 

^If  :^Fsii:ai| 

ferner  ist: 

VO.ZO  ^  siü  VZO.^nxAVW 
WOiYO^  %\nOYW:MuAWr. 

Da  nun  der  Winkel  FZOs  OFIF  ist,  so  wird 

FO.ZO_      HmAVW  _  AV 

Nach  emer  bekannten  Eigcmaebaft  des  iMnBnvferecfcs  Ist  ab« 

ZOiYO^ZZ'iYY' 

i 

und  damit  erbftit  man,  wenn  aus  {.  (K  und  lOi  die  entspreefasndm 
Werths  eingesetst  werden« 

FO^  _  ZZ'.AV  _  uy  _  BV 
WO"  YY\AW"  u-  BW 
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ts  i«t  also  in  der  That  der  Winkel  VBW  -^YAZ)  durch  BO 
haibirt,  mUhiii  00'  der  Durchmesser  dea  KreUe«  ßOB'O', 

Wie  nun  die  vorstehenden  Sätze  nach  I  ig.  4.  für  Polarcurven 
der  ersten  Art  bewiesen  »»ind,  ho  lassen  sich  dieselhen  auch  ffir 
Curven  zweiter  Art  aU  gültig  nachweisen,  wsm  hier  tügiich  über» 
gangen  werden  kann. 

{.  la. 

Rückt  der  Strahl  AI^  (I^'g-  unendlich  nahe  an  den  Strahl 
ALt  80  wird  der  Winkel  ZAl'  unendlich  klein,  mitbin  Winkel 
F'FO'=  Yr'O'i  die  GeradeD  YO'  nod  F'O'  w%vandeln  sich 
in  die  Tangenten  der  Polarcurve  an  den  Punkten  Y  und  Y\ 
wlhrend  die  Gerade  VOW  in  die  Tangente  dt»  Polkreises  AD 
in  Pankle  W  übergeht,  in  jeder  Polarcurve  /sind  daher 
die  an  zugeordnete  Punkte  gelegten  Tangenten  YO* 
und  }*'0'  «>inander  gleioli  und  schneiden  sieb  in  einem 
Punkte,  durch  welchen  auch  die  in  den  vierten  Punkt 
IF  gelegte  Tangente  des  Polkreieea  hindurchgeht 

IMan  construirt  daher  die  Tangenten  zugeordneter  Punkte  einer 
Polart  urve  (Fi^.  5  ),  indem  man  den  Punkt  O'  als  Uurchschnitts- 
punkt  zweier  Lothe  bestimmt,  von  denen  das  eine  LO'  im  Mittel- 
punkte L  der  l'ülarsehne  VY'  auf  letzterer,  das  an<lere  WO' 
in  dem  vierten  Punkte  IT  der  PoLsebne  auf  dem  Halbmesser 
GW  des  Polkreises  senkrecht  ätehU 

Eine  andere  Construktion  ergiebt  bich  daraus,  da^s  nach  §.9. 
der  W  iiikel  YLB=  \VLB=iWB'B,  mithin  B  HLB'  die  Spitzen 
eines  Seimen  Viereckes  sind,  dessen  Centrum  N  auf  der  Richtlinie 
f'L  liei;en  muss.  Halbirt  man  daher  einen  der  beiden  Strahlen 
H  oder  B*  W y  und  errichtet  im  Halbirungs|ii]rjkfe  auf  ihn  ein 
L.oth,  so  liefert  dies  das  Centrum  JV  des  fraglichen  Kreise»,  .^omit 
aber  auch  den  Durchmesser  WJSO'y  von  dessen  anderem  (End- 
punkte O'  aus  die  Taogeoteo  O'Y  und  OY'  gesogen  werden 
können. 

Die  Werthe  der  hier  in  Betracht  kommenden  Liniengrössen, 
kiinneii  zwar  durch  die  bereits  entwickelten  l'orniein  mittelst  der 
Abscisse  u  des  Punktes  Y  ohne  Schwierigkeit  gefunden  werden; 
allein  die  Ausdrücke  werden  so  weitläufig,  dass  es  besser  ist, 
dazu  andere  Hülfsniitlei  zu  verwenden. 
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}.  14. 

Dm  die  Polaigletehwif  iiii96fcr  Corven  zu  Godeo,  nehme  mao 
den  PolJ  sQin  NnllpuaH  und  beseicbne  den  Winkel  LAC  eine» 
Polstrahlee  mit  dem  raeh  dem  Centrum  C  gerichteten  Theile  der 
AbseleeenliDie  dareb  o;  eo  erhilt  meo  sofort  für  die  Curre 
erster  Art: 

siu  (d  =  j   cos  o  =  —  

l*8iii  2»  =  2  V(ti>-  4*)  (e  -I-  6    ti)  (e  -f  6— ti) 

t*eo82»  :=  3l>— 2(ii*— A«) 

jr=3£si»o  a-f  6~u=:  ^coso» 

ti  =  (a-|-4)--il{eosie   e-|-64-«  s  2(a-|-6}— Acee« 
und  daraus  als  Gleichiing  der  Curve: 

0  =s  i2*coe«»— 2  (a  -h  6)  ß  -f  e>co8  a> 

also: 

(l2,4/2)co0«=2(a4.4) 

Formeln,  aus  deren  geeigneter  Hiscussion  eich  die  «reseotlidbm 
EigeDSchaftcn  der  fraglicben  Curve  ohne  Mfihe  ableiten  lasset. 
Die  entsprechenden  Ausdracice  fQr  die  Conren  xweiter  Art  kSneei 
hiernach  leicht  gefunden  werden. 

{.  16. 

Statt  den  Poi  A  zum  Nnllpunkt  zu  nehmen,  kann  mao  ancb 
einen  der  Scheitel  dazu  wählen.  Nennt  man  BF=zr,  BV*  =r^ 
und  die  Winkel  YBA=z<p,  YB'A^if,  so  bat  m^n  für  die  Cerv« 
erster  Art  alsbald: 

f*cee  ^ -f  r  (24 — aco82^)  —  2a6  cee  9 

uco»2y~24i:V^  (a424)«— emn»2g> 
2co89> 

Veen  ^ — rft(26  +  (a -f  26)  cos  2^)  +  26(a  +  26)  cos  v 
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36  -1^  (« -f.  26)  cos  2^J:Va>-(o+ 26)S«in*a^ 
''•=  325^^^  

Die  Gleichungen  (a)  zeigen,  dass  fflr  jeden  Winkel  q>  zwei  VVertbe 
des  Leitiitrahles  r  vorhanden  sitid,  von  denen  der  eine  nothwendig 
positi?,  der  andere  negativ  ist»  beide  aber  fUt  alle  Wertbe  won 
9  reell  bleibeo. 

B^rachtet  man  dagegen  die  Glelehangen  (b)  so  zeigt  sich, 
daM  die  Warthe  der  Leitatrahlen  r%  an«  dem  aweiten  Sebeitel 
S'  ateta  einerlei  Terzelchen  beaitzeo»  daaa  ea  ||ier  aber  mOglleb 
ist,  daaa  der  iirationale  Tbell  dea  Wnraelwerlfaea  Noll  oder  seibat 
ImaginSr  werden  kann.  Wird  ^  s  0>  ao  aind  beide  Wertbe  too 
positiv»  der  grSssere  gleich  (a-|-26)»  der  kl^oere  gleieh  26. 
Wichst  dann  ^«  so  nimmt  der  grössere  Werth  von  ab»  dar 
kleinere  an»  nnd  diea  daaert  so  lange,  bis  a=(a -f  26)  sin  2^  wird, 
in  welchem  Falle  aar  Tangente  an  das  Oval  der  Curve  wird. 
Beseicbnet  man  diesen  speeiellen  Werth  von  ^  einstweilen  mit 
so  whd  imaglnlr»  wenn  iff  von  bis  90^—^  wichst.  Von 
diesem  Wertbe  bis  an  90**  -|-  if'  bleibt  wiederam  reell,  verwan- 
delt aicb  flir  ^=:90^-fy'  In  die  Tangente  an  den  nneodliehen 
Ast  der  Corvo  ond  wird  fiHr  grSssere  Wertbe  von  iff  abermals 
imagInXr,  om  erst  bei  ^»180^—^  wieder  reell  an  werden. 


§.  16. 

Für  die  Winkel  9  und  ip  hat  man  sofort: 

ond  erbllt,  wenn  man  statt  r  und  Ihre  Wertbe  ana  il. 
dosetsts 

a*— 6(a+6)  „      ««  +  6(0+6) 

coa«9  =           2««,              •  *    2(a  +  26)ir' 

sin«9»  -         2fl«  *     2(a  + 26)11 

sm29  =  —   sin 2^  -  ,^  . 

^          Ja«  2  (a +  26)11 
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^)  =  — ^  CM(9)-It»)  a:   ^  

a-\-  b  —  u  U-^-b 

Uebrigens  ist  sofort  aus  Fig.  1.  klar,  dass  9-|-t^  =  W^  —  •  n« 
muM.   Für  den  opecioUeit  Werth  ^*  erhält  man  nunmehr: 

IMe  zn  dem  Berilhrong^pnnkte  an  der  Orale  gehörige  Abedne  i* 
Qod  Ordinate  y  sied: 

trahreod  für  die  Ordinate  yi'  des  Berühniogapnaktes  an  den  w- 
endlichen  A«le  der  Werth 

getunden  wird.  Es  ist  aber  in  diesem  Falle  das  Dreioi 
B'YX^B  Y'X\  und  das  Dreieck  B'YV  rechtwinklig- gleicb- 
bcbenklig;  der  zu  t^'  gehürige  W  iiikei  (p'  wird  gleich  45^»  die  Poi- 
strahlen : 

und  der  Polwinkei  m'  durch  die  Gieicbuogeo: 


A 

 26 

bestirnint. 


g.  17. 

In  den  beiden  vorani^ehenden  Paragraphen  ist  die  Cßter- 
suebung  ausschliesslich  für  Polarcurven  erster  Art  gefiihrt  trordefi 
Es  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  ganz  gleic!ie  Resultate  Rir  &^ 
Polarcurvef»  xweiter  Art  stattfinden  müssen.  Nennt  man  (Fig. i! 
die  Winkel  YAß^a,  YBCz=(p  und  YB'C=^^,  eo  ist: 
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<i  cos 2y  -I-  26  jb    (26  —  a)*  — a»  aip'gy 
'  2  cos  9 

0  =srt*co»<^«(26+(26— a)co«2ip)+26(26— a)co«^ 
.     26  4-  (26  —  o)  coa  2i^  db  V"«*  -  sin*  2» 

2C08^ 

PQr  deo  Spcdalwerlli       ^«  det  dwoh  die  OUidmig: 
besttmiil  wird,  «rgf«bt  sieb : 

Die  itt  die«em  Puokte  der  Curve  gehörigen  Coordinaten  sind  "j 
tt'=  V*6(6  — a)      y  =  6  — tt'      yj'  =  6  +  ii' 

woran«  abermals  folgt,  das»  der  zu  ^  gobOrige  Wioliel  f»'  gleiob 
45^  werdeo  miifla;  a.  8>  w. 

}.  18. 

Betracbtet  man  (Fig.  3.)  awei  conjugirte  Polarcniren,  so  wird 
mr  ^<45^  der  mgohSrige  Strahl  B^OY  die  Curve  der  ersten 
Art  io  und  die  der  zweiten  in  O  treffen.  Werdeo  nun  die 
Ceordioato«  des  Punktes  F  wie  bislier  mit  ii  nnd  y,  d^geg^n  die 
des  taÜEtee  O  mit  n  uod  9  beaeieboet«  so  erhält  man  «qb  deo 
Femeln  des  {•  U.  mid  16.  «ofert; 

B'O.tMi^  =  6    II  s  — — 

daber: 

a-|-6:6 

eine  hocIiAt  eiiaui  iie  Propurtion,  mit  deren  Hüire  jeder  Ausdraclc 
ffir  die  Poiarcurveo  der  einen  Art  sofort  in  den  entsprechenden 
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der  ihr  conjugirten  Corve  umgeRetzt  werden  kann.  Ffir  die  con- 
jugirte  Curve  der  zweiteo  Art  hat  man  lu  den  für  sif*  entwickettee 
Formeln  c  statt  a  (vergl.  §.8.)  zu  setzen,  um  sie  uinniftelbar  mit 
den  für  die  Curve  erster  Art  gelniKlenen  Ausdrücken  verbindtc 
zu  können.  Eben  so  i^t  in  den  Forniein  der  zwelteo  Curvenar: 
—  <p  anstatt  <p  und  90^— ca  anstatt  co  zu  setzen,  om  diese 
Winkelgrüssen  sofort  auf  die  entsprechenden  der  conjagirtec 
Curve  erster  Art  zurückzufuhren,  während  für  beide  Currei 
dieselbe  Grösse  bleibt. 

Wie  jeder  aus  dem  zweiten  Scheitel  B'  gelegene  StEaU^T 
lieide  Curven  in  enteprecbendeo  Punkten  F  nnd  O  trlSI;  ae  wiri 
encli  die  ans  B*  an  die  eine  der  Curven  gesegene  Berfifaraaii 
die  andere  Curve  gleichfalls  berühren  müssen.  Denn  «•  int  fr 
jede  von  beiden  Curven  nacb  {.  16.  nnd  17«  s 

Beaehreibt  man  aoa  dem  Centmm  C  den  enten  und  sweite 
Acbsenkrela  and  siebt  in  angemessener  Ijage  einen  Halbmemer 
Cüf,  der  den  ersten  Kreis  in  M,  den  zweiten  in  N  schneide^  m 
treffen  die  aus  M  und  N  auf  die  Achse  AA*  IseßUlten  Lothe  Ml 
nnd  iVZ  die  Ovale  der  conjugirten  Curven  stets  in  zwei  Puddhi 
F  nnd  O,  die  zn  einem  und  demaelben  Winkel  ^  gehDreo. 

Die  vom  zweiten  Scheitel  B'  aus  an  die  unendlichen  Aeet« 
der  conjugirten  Curven  gelegten  Tangenten  bilden  gleicfafalls  ein^ 
gerade  I^inie,  jedoch  so,  dass  die  Berührungspunkte  auf  enf «^eeeo- 
gesetzten  Seiten  des  Scheitels  B*  liegen.  Wird  also  der  etu-^ 
Curve^ast  auf  der  positiven  Seite  berührt,  so  berührt  die  Tan- 
gente den  conjugirten  Ast  auf  der  negativen  Seite. 


J.  19. 

Nennt  man  den  Winkel  MCA  =  if.  (Fig.  3.)»  analog  wie  b« 
der  Ellipae»  die  excentrische  Anomalie,  so  bietet  derselbe  eil 
bOebst  bequemes  Mittel  dar,  den  grössten  Tbeil  der  an  den  Pelar* 
curven  vorkommenden  Grössen  auf  mOglicliat  bequeme  Weiae 
zudrücken.  En  ist  z.  B.: 

V  c«  f  )*^*    ^i*  - «« 

Bin«  SS  — SS  T  

tf  n 

cos  »  =  — r-i  =  X 
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(a -f- 6)siiiif  s  Icoso 

B.I.W.  Die  Sttbstitatioii  dieser  Werthe  in  die  fraher  gefoodeneu 
Formeln  befreit  die  meieten  derselben  wod  den  in  ihnen  enthalte* 
Oes  Warselgr&seen  und  gestattet  dadurch  eine  leichtere  Bearbei- 
tsng  derselben.  Indessen  kann  dies  hier  der  Kflrse  halber  nicht 
weiter  ansgeflihrt  nrerden* 


}.  20. 

Kehren  wir  jetzt  zu  der  in  §.  13.  besprochenen  Construktion 
der  Tangente  an  den  zuseordneten  Punkten  >'  und  V  zurück»  so 
kommt  es  vornehmlicli  aut  die  Hestinnuim.;  des  Punktes  O'  und 
die  Länge  der  Tangente  10' =  F'O'an.  Die  Construktion  (Fig.  5.) 
beuebt  sich  auf  die  Polarcurve  erster  Art,  und  es  ist: 

^^'-C«+6)sin2i»      ^^-(a  +  ^)si»» 

Zieht  man  aus  /.  die  Gerade  LF|1  BB*  and  fällt  von  O*  aus  auf 
sie  das  Loth  O'  V,  so  \üt  L  V=  CS  die  Abscisse  und  SO*  die  Of- 
dioatedes  Punktes  O',  folglich,  da  Winkel  WO'LssLO'V^m  ist: 

CS  «  ^5  =  ä-fÄ*'"'  ^'^  ^ 

6«(a  +  6)*-«^  ^  CS» 

f«(a+6)sin<»c«s»'"  V^(CS— 6-fc>(a  +  6-CS)* 

Fäüt  mau  aus  »f  das  Loth  WS*  auf  ÄÄ*,  so  Ist  05*=  CS  und 

CS^b  +  e  SS  C5i'—  CD  ä  DS*, 

ai-b—CS  =  AC-  CS'  =  AS\ 
mHbio  (C5-6  +  c)(a  +  6— CS)s=  also 

SO  =  jy^i  • 

Endlich  wird  ans  FO«=LO«+I.F»  erbaltes: 
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_4tt«(<«-~^y«) 

Beschreibt  man  aus  dem  Pol  A  mit  t  als  Haibtnei^hür  eioeo  Krei^. 
und  verlängert  das  Loth  iy'W  bis  es  den  Umfang  dieses  Kreise» 
in  Z  schneidet,  so  ist: 

Bezeicboet  man  endlich  den  Winkel  YTAy  den  die  Tangente  FCK 
mit  der  Abscissenacbse  AB^  im  Puukte  T  bildet,  mit  o,  so  er- 
giebt  sich: 

u  cot  u)  —  («  +  6)  te  CO 
tga  Ä  r-T-r — 

tt[(a-f  6)*-     —  (fl  +  6K^—  6*j 

ein  Ausdruck,  ait«  dem  di»  Lage  der  Berälireoden  flr  jede«  be- 
liebigen Ponkt  der  Curve  abgeleitet  werden  kann. 


21. 

Eine  speciell«  Frage  entsteht  hierbei,  wenn  die  Tan»en<e  d« 
Achse  AA*  parallel,  d.h.  o  =:  0^  werden  soll,  wodurch  sugieich 
die  Fra^'e  nach  der  grussten  Ordinate  beantwortet  wird,  die  das 
Oval  der  Cur^e  erhalten  kann.  Setzt  man  r.n  dem  Ende  den 
ZÜiler  des  Ausdrueices  für  tga  gleicii  Null,  so  wird: 

0  =»  ^^^(ß^h)  -  «(II + «•-6»  (•  ^  6) 

oder  wenn  man  m{ß-{-  b)  ^f>  setat: 

erhalten.   Diese  Gleichung  lormt  sicli  augenblicklich  um  in: 
oder: 
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Nbh  ist: 

4^»  =  -  [a  (a  +  46)»  +  4a«(a  +  6)»] 

eine  entschieden  negative  Grtae;  dm  GUtcbmig  hat  abd  dr«i 
reelle  Wurzeln.   Man  setse  daher 

B        ll(Q-f  6)^->7^;^ 
2i<V-<l  —      16(11  +  6)*      -  ^"^^ 

oder,  was  (ur  eine  numerisebe  Rechnung  bequemer  sein  vrttrde» 

«0  sind  die  drei  Wurzein  der  Gleichung ; 

3p«  =  —  1  -f-4co8((i0»-  f*) 

3p,  =  -  1  +4cü»(ö0''+fi) 

fOB  deoeo  aar  eine  poaitiv  aoia  kaao,  die  baMaa  anderen  nagatif 
sem  ntaen.  Da  onn  v  weaentlich  poaifiir  ia^  ao  atglabt  alcb«  daaa 
Dmr  gabrancht  werdeo  kann.  Denn  aelst  man  €ee(0Oi^*fft)s=|, 
so  wird 

aV'ö+l    .  V1Ö-V3 
ooe|»ss  g — I  ainf»=  g  ; 

coa(W— — g — ;  coa3|is|j- 

II 

Nun  ist  aber  offenbar  im  vorliegenden  Falle  co8  3fi<|^  also  nur 

0^  titllaaig.  Bezeichnet  man  (V]e  zu  diesem  besonderen  Pankt 
teCurve  gehdriga  Abeeiaae«  Ordfaiate  und  Pdlwinkel  mku^f^n^^ 
ao  wird; 

tg>  Wo  =  i  (- 1 4  4cos(60«~  *4)) 
«0  =  ^  (-  1  +  4  cos  (600-  II» 
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« 

S.22. 

Bisher  hat  die  Untersacboog  der  Polarcurven  gefübrt  weiden 
kOoeen«  ehee  deee  mao  irgeod  ein  Theerem  notblg  gehabt  hitto» 
welches  tibat  den  mathenatieehen  Cttreua  elnea  Realgymnaalvai 
binaoeginge.  Will  man  aber  die  Elemente  der  Diffcfenalalrad- 
nnog  verweodeo,  so  kann  man  telchf  ancfa  noch  den  Wendepaolt 
und  den  Krammnngshalbmesser  der  Cnrre  besfinunen.  Es  soll 
dies  im  Folgenden  noch  für  Polarcnrven  erster  Art  entwickelt 
werden.  Man  erhält  aas  der  Gleiebong  nnserer  Linie: 

dtf  «(a+Ä+M)r«4A-w)— (M*-6«)(a+*)_ 

~  (a + 6 +14)  V        6^j(o-|-6 + i*)(a + 6— n)  * 

?i  —  -f  6)-t-2ti(g  -f  6)  6«^6«(a  +  6)* 

^  ~~    *(ii«~6«)(a  +  6+M)«(a+6— M)\^  ( w-«  -  6*)[(a +  6)« 

Die  Abscisse  des  Wendepnoktes  wird  also  aus  der  Gleichnog 

0  =  u*--2u3(o  -f  ^)  +  2m(ü  +  6)6*— Z»2(a  +  6)*  =  /*(«) 

erhalten  werden,  welche  nothivendig  wenigstens  eine  reelle  po- 
sitive and  eine  reelle  negative  Warzel  besitzen  muss.  Die  letzte 
ist  zugleich  die  einsige  negative  Worael,  die  existirt»  da 
nnr  einen  Uehenweebsel  enthilt. 

Es  ist  aber  f{b)  =  —b*(*  und  f(a  +  6)  =  —  (u  f  6/^  i'^  dagegen 
/'2(rt  -f6)=  -f  36^(a  J  6)-;  die  positiven  Wurzeln  der  Gleichuog 
mii.ssen  demnach  sänuntlieii  grü^^er  sein  als  {a-\  (j),  sind  also  fir 
die  Curve  unbrauchbar.  Dagegen  ist  /"( — 6)= — 6*^*  und  fX-^a-^b) 
=  4*  (n-f- 6)*t*;  d.  h.  die  negative  Wurzel  der  Gleichung  wild 
stets  einer  negativen  Abscisse  der  Curve  entsprechen»  mithin  dtv 
unendliche  Ast  derselben  jedenfalls  Wendepunkte  besitsen. 

Um  die  Wurzeln  der  Gleichung  xu  finden,  bringe  man  letztere 
auf  die  eanonisehe  Form: 

0  =  2u*  -  4»»  (o + 6) + 4«  (c  +  6)  6*  -  2  (a + 6)«  6« ; 

dann  ergiebt  sieb  durch  Fortschafung  des  sweiten  Gliedes»  weaa 
der  Kflrie  halber  2ii— a— 6ast>  geschrieben  wird: 

0  =  e*— 6i»*(o+ d)»— 4o.  2(o+ d)  (n«+ oA—  ^) — 3 

Dieser  Ausdruck  nach  der  Cartesiscben  Metbode  gleich: 

0  =  (ü«+2iii»+p)(p«— 2wp  \) 

gesetst,  liefert  aar  Bestimmung  von  ji-h^sz  die  Gleicbnog: 
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rvder,  da  die  drei  ersion  Glieder  dem  vollständigeo  KttblM  einer 
zweitheiiigen  GrüsAe  aiigeburen: 

intdem  es  sich  von  8elb8t  versteht,  dasi^  nur  die  reelle  Wufiel 
dieser  reinen  .kubischen  Gieiciiuug  zuiüääig  ist.  Setzt  man  lar 
Abkärzung 

so  erglebt  aieh  Dunroehri 

pss  -(ii+6)*-2A«+aiV^(a+6)«+(a+6)»ik»+i4 

Uass  m  etets  reell  sein  mnae  folgt  daraus »  daaa 

Wbt  <  6+< 

<(a46)' 


und: 
daher : 


sein  wird.  Mit  den  für  m,  p,  ^  gefondeaen  Wertbea  erhSlt  man 

nun  nach  einigen  einfachen  Reduktionen: 

■ 

und  es  folgt  daraas  unmittelbar,  dass  die  VVertbe  «i  und  complex 
und  nur  und  reell  werden.  Deronacb  ist  die  Abaaaae  u„ 
des  gesuchten  J^unktes: 
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i.  23. 

W&hrend  die  iitistitninuiig  des  \\  endepiinktes  in>i:h  eiac  ganz, 
elegante  LuHung  eestattete,  lielert  die  lU^^tiamiuiig  ilee  Krüm- 
mungsradius Q  eiutn  Endausdruck,  mit  i\eu\  in  der  Tbat  nicht  viel 
aoiafangeo  ist.  Set^t  man  die  in  §.  22.  gi-|4ebenen  Dlfferential- 
qaotieDteo  In  den  allgemeinen  Ausdruck  für  q  ein  und  beseicha^ 
dar  Kiirie  halber  wieder: 

80  erhfilt  mau; 

wo  S'Z  die  in  §.  20.  (Fig.  5.)  niber  ijczcichneto  Linie  ist.  ÜSuii 
lässt  sich  allerdings  noch  zeigen,  dass  (in  derselben  Figur): 

fit  s  (a-^öj^lBS'.B'S'—^u.DSf} 

ist,  womit  sich  lür  den  krüniinuugsradius 

_  ,  (a-t-A).5^Z«  

ergiebt;  allein  der  Ausdruck  bleibt  eben  so  zusaramengesetzt  wie 
zuvor  und  eine  zv"reckinlissif?e  Construktioti  dürfte  «ich  aus  ihm 
Qoch  weit  weniger  ableiten  lasäeu,  als  etv%a  eine  solche  lür  die 
Abscisse  des  Wendepunktes  möglich  Ist. 


Es  mag  mit  dieaar  Eotirteimlimg  dar  aiobehatao  £igenaebaftan 
dar  harmoniaeban  Palamrvan  geaflgan.  Daaa  die  Uataraachvag 
aleh  oocb  batrKchtlich  iraiter  auadabnan  ttaat,  nntarllagl  flir  das, 
dar  mit  der  nrnfapgreicben  Tbaorla  dar  Kreiapolenseii  a*  a.  w.  m- 
tfiaC  tat,  keioem  Ziralfal.  Daa  blar  Gagebeaa  mOabta  flIr  die 
Zwaeka  dea  Untarricbtea  irabl  TaNatindig  ainraSefaaa. 

tiässt  man  in  unseren  Curven  die  sweita  Aabse  versahfrindaa, 
also  die  Scheitel  ß  und  B*  zusammenfallen,  so  erhält  man  eloe 
aiafaebere  Corve  dritter  Ordnung,  welche,  gleich  dem  Cartesischeo 
Blatt«,  aoa  einer  Schlinge  mit  zwei  ins  ünaodliahe  fortlaafinida» 
Armen  baatebt,  und  durch  die  Gleicbtti^: 

a  «äa 
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charakterisirt  wird.  Man  kunnte  dieselbe  füglich  die  liarmoni* 
sehe  Schlinge  benennen.  Für  den  Schüler  wird  es  eine  nutz- 
liehe  Beschäftigung  sein,  die  allgemeineren  Eigenschaften  der 
Polarcurven  auf  diesen  speciellen  Fall  zu  (ibertragen  and  in  ttnter* 
suchen,  welche  neue  Eigenschaften  durch  die  dabei  stattfindenden 
Vereinfachungen  für  die  harmonische  Schlinge  herrorgehen,  von 
denen  bei  den  allgemeineren  t'olarcurven  nichts  uahrzunehnien 
i!<t.  Bemerken  will  ich,  da^s  diese  harmonische  Schlinge  bereits 
in  Cramcr's  iritroductiona  l'analysedes  llgnoscnurbes 
a  I ff  0 1)  r i  f|  II  e 8  pag.  411.  erwähnt  ist,  wo  sich  die  Gleichung  der- 
selben  unter  der  Gestalt: 

y»— 2a^«  +  Q^y  i  x'^if  — 2iM?«  SB  0 

eetwickelt  findet.  —  Zum  Sehluese  trül  ich  nur  noch  darauf  hin- 
weisen, dass  die  Polarcurven  durch  Projektion  in  eine  groeee 
Zahl  anderer  Curven  dritten  Grades  deforroirt  werden  kdnnen, 
uod  die  harmonischen  Eigenschaften  der  enteren  «ieb  also 
grCsstentheile  aaeb  an  den  defermlrten  Cnrvea  müssen  nach* 
weisen  lassen. 

Ich  halte  mich  noc-h  verpflichtet  zu  bemerken,  dass  die  am 
Schlüsse  dieses  Auf»iatze.s  von  mir  als  harmonische  Schlinge 
bezeichnete  (  irvo  dritten  (irades  schon  in  dem  diesjährigen  Pro» 
l^ramnie  de^  Heidelberger  Lyceums  von  Professor  Rümmer 
untersucht  worden  ist. 
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Am  Scblusse  dieses  dOsten  Tbeils  geziemt  es  ddi  woU  Ar 
mick,  den  Blick  zu^ckzuwerten  wid  der  Yorselnmg  za  danken, 
dass  Sie  mich  dieses  Werk  ohne  alle  ünierbrechimg  in  stetiger 
Folge  bis  m  diesem  Pnnkte  fortfthren  Hess.   Dann  aber  gebührt 

mein  Dauk  allen  meinen  geehrten  Hoireu  Mitarbeitern  lur  die  mir 
\  on  iliuen  zu  Theil  gewordene  gi'osse,  von  mir  dankbaiiiclist  lui- 
erkdüüto  ünteiiitutzung,  olnie  welche  meine  eigene  Ki*;\ft  viel  zu 
scliwacli  gewüd€ii  sj'in  würde.  Endlich  danke  ich  dem  [ninzen 
mathematischen  Pubiikom  bis  in  die  entferntesten  Tlicile  ier 
Erde  lür  die  dem  Werke  geschenkte  mimiterbrochene,  mit  dem 
Weitersdireiten  desselbeii  fortwährend  gesteigerte  Theilnahme, 
durch  welche  allein  sein  Bestand  gesichert  werden  JßMUite  wA 
fernerhin  gesichert  werden  kann. 

Mit  nngeschivftcbter  geistiger  und  körperlicher  Kraft  gthi 
lob  im  Veriaranen  anf  Gott  getrost  an  die  Herausgabe  des  enfeta 
TheÜB  des  zweiten  halben  Hnnd«rt  Ton  Bftnden,  velclier  diew 
Jubilftomsbande  anf  dem  Fusse  folgen  wird,  indem  idk  mrim 
Herren  Mitarbeiter  and  das  gesammte  PabÜknm  am  die  Fortdaav 
ihrer  bisher  so  regen  Theilnahme  dringend  und  inständigst  bitte, 
i'^me  wesentliche  Abänderung  der  ui'dprünglicheii  Anlage  des  Werken 
zu  treffen  habe  ich  keine  Veranlassung  gefunden;  hoffentlich  aber 
wird  spätestens  mit  dem  52sten  Theile  dasselbe  vor  den!  Pu- 
blikum in  einer  scbünerea  und  eleganteren  Ausstattung  autli  <  t«  ri, 
welche  ihm  —  wie  eigentlich  beabsichtigt  war  —  schon  mit 
dem  olsten  Theile  zu  geben,  leider  die  Kürze  der  Zeit  niokt 
gestattete. 

Ureüswald  im  October  1809. 

Der  Ueriittügeber. 
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im  Februar  1800 starb  in  Kit  hl;ujd  im  Staate  New- York  der  welt- 
berühmte Ingenieur  Ericsson^  der  Erfinder  der  calorischen  Ma- 
schine (iiiil  des  Monitors,  angeblich  an  der  Wasserscheu  in  Folge 
eines  vor  mehreren  Alooaten  erhaltenen  HundsbiMes. 

Er  wurde  1803  in  Wäiineland,  der  EweDregion  Sebwedenü» 
geboren;  sein  Vater  war  BergwerIcsbesUzer,  and  der  jnnge  Erics- 
soD  seichnele  sich  schon  im  zehnten  Jahre  so  durch  sein  mecba- 
oisches  Genie  ans,  dass  Graf  P taten  ihn  in  das  Ingenieurcorps 
brachte  und  er  im  zwölften  Jahre  Inspeetor  am  grossen  Schiffi- 
caoal  Schwedens  wurde»  wo  er  600  Mann  so  coromandiren  hatte, 
las  siebenzehnten  Jahre  trat  er  in  die  Armee  nnd  erhielt  den  Auf* 
trag,  den  Norden  Schwedens  zu  vermessen.  Im  Jabre  llS2ld  be- 
snchfe  rr  England,  um  Stadien  in  der  Mechanik  za  machen«  und 
Jt539  erhielt  er  den  ^on  der  Liverpool-  und  Blanchester-Eisenbabn* 
gesellschaft  ausgesetzten  Preis  fiir  die  beste  Locomotive;  die  von 
ihm  constmirte  machte  50  englische  Meilen  in  der  Stande. 

Schon  früher  machte  er  Versuche,  durch  welche  er  nachzu* 
weisen  gedachte,  dass  auch  erhitzte  und  comprrmirtc  Luft  als 
bewegende  Kraft  gebraucht  werden  künne.  Es  gelani^  ilim  end- 
lich, eine  Ma8chtiie  dieser  Art  herzustellen,  welche  einer  Dampf- 
maschine von  10  Pferdekraft  gleichkam.  Im  Jahre  18^33  legte 
£ricsson  der  wissenschaftlichen  Welt  Englands  seine  Erfindung 
—  die  ralorische  Maschine,  bei  welcher  das  bewc^oiKU»  IVIedium 
erhitzte  atmosphSrische  Luft  i8t  —  vor.  Die  Erfindung  erregte 
grosses  Aufsehen,  doch  verzögerte  die  ungünstige  Meinung,  welche 

Tkl.  L.  Hit.  1.  1 
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einzelne  hervorragende  Fachmänner  von  derselben  hegten,  ibreo 
Erfolg  auaserordentticb. 

Der  nie  rastend«  Erfind ungsgeist  Ericsson*«  warf  sich  jetit 
«af  Schranben-Propellers.  Trotz  dem  Erfolg  seines  ModeUackib 
▼OB  nur  40  Fuss  Län^e,  das  10  Meilen  in  der  Stunde  machte  nnd 
Schooner  von  140  Fuss  LSnge  die  Themse  hinaafsebleppte,  faod 
dw  Erfindung  keine  Anerkennung  bei  den  Ingeoleoren^  ond  die 
englische  Admiralität  zeigte  sieb  i^'Ieichgfiltig  dagegen.  Er  wandte 
•ich  nacb  Amerika ;  Francis  ß.  Ogden,  amerikanisclier  Consol 
an  Liverpool,  nnd  Commodore  Robert  L.  Stockton  empfahlen 
seinen  Sehraaben-Apparat  der  Regierung  der  Vereinigteil  Staates, 
1839  kam  er  nacb  Mew-Tork  und  1841  baute  er  den  Kriegsdampfer 
,,Princeton"»  der  von  Kennern  als  ein  vorzüglich  construirtes 
Kriegsschiff  gepriesen  wurde.  Die  Regierung  der  Vereinigten 
Staaten  aber  bat  ihm  niemals  seine  darauf  verwendeten  Kosten 
und  seine  Zeit  und  Mfihe  vergütet.  Inzwischen  suchte  er  seine 
calorische  Maschine  zu  vervollkommnen  und  brachte  sie  1853  anl 
dem  grossen  Schiff  „Ericsson"  von  ■XK)0  Tonnen  an.  Es  zeigte 
sich  jedoch,  daas  die  Maacbine  nicht  kr&ttig  genug  war  (lir  ein 
solches  Seeschiff. 

Die  BrfiDdBDgeo»  wolche  Ericsson  im  Ltufs  der  Zeit  sd  allen 
muglicben  Arlea  von  Mascbineti  niacbte»  sind  sehr  salilreieb  nnd 
bedeutend.  Am  wichtigsten  nnd  grossartigsten  ist  aber  seine  Er- 
findung des  „Monitor",  mit  welchem  er  in  dem  Moment  auf  dem 
Kriegsscbanplatse  erseikien,  wo  die  Rebeüen  mit  ihrem  Pnnscr» 
nngethfim  MMertimac"  snm  Voischein  kamen.  Mit  dieser  Erfin- 
dung gab  er  dem  ganzen  Kiiegsscbiffsbnn  eine  nene  Wendnng. 
Die  alten  bOlsemen  Schiffe  kamen  in  Misscredit  nnd  alle  Seemficklo 
der  Welt  construlrlen  PanaersehiffiB  nach  dem  Mnsler  des  y,Ms> 
nitor."  Wäre  Ericsson  nicht  schon  ohnedies  berühmt«  die  Er* 
fioduog  des  „Monitor"  allein  wOrde  seinen  Namen  anf  alle  Zeüan 
vererben.  In  den  letzten  Jahren  besch&ftigte  er  sich  mit  ConstrseHss 
einer  Maschine,  wobei  die  Coneentration  der  Sonnenkitie  die  bo> 
wegende  Kraft  sein  sollte. 

Einer  der  t^rüssten  Männer  des  neunzehnten  Jahrhunderts  ist 
in  Ericsöon  dahingeschieden,    (ienialo  und  hochwichtige  Erfin* 
düngen  erinnern  die  Volker  der  Erde  tän;!ich  an  ihn;  ebenso  be- 
wunderungswürdig ist  sein  Fleiss  und  seine  Ausdauer;  er  hinter 
lisst  der  Wissenschaft  nnd  dem  ErfinduDg^geiät  grosse  ideeu  m 
weiterer  Forschung  und  Ausllahrung. 
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Geschichte  der  MAthematik  und  Physik. 

Programm  des  Herzogl.  Gymnasium  ErDestinum  zu 
Gotha.  —  Beiträge  zur  Geschichte  der  Griechischen 
Geometrie.   Vc^n  Professor  C.  A.  Brei«clineider.  Gotha. 

b  dem  swaiteo  Tbatte  «oloer  „Gescblcbto  der  abradlftodi* 
fcben  PMloflopble,  1888"  liAt  Roth  —  wte  der  Herr  Verfaeeer 
Mgt  nairiderleglich  oaebgewieeeD,  daee  die  Matbematilc  nieht 
Grieebieeben,  sondern  Aegyptiaeben  Urapmoge  ist  end  in  einer 
foe  den  Aegyptem  bereite  feet  ausgebildeten  Form  nacb  Grie- 
ebfoiaad  übertragen  ward.  Sebon  aelt  mebreren  Jabren  mit  den 
Torarbelten  an  ^ner  anaiHbrllebeo  Geeeblebte  der  Grleebincben 
Geometrie  nnd  Cieometer  besebSftigt,  iat  der  Herr  Verfasser  der 
forKegenden  wertbvollen  Programmen*Abbandlung  dnrcb  ein  sorg* 
SUMS  Studium  der  einecbli^enden  Qnellen  an  einer  ^eibe  ven 
ReMftaten  gelangt,  dnrcb  welcbe  die  Arbeiten  Ton  R8tb  nnd 
aocb  TOR  Mostuela  —  tbeils  bestätigt  nnd  nlber  begrflndet^ 
ttells  aucli  In  Eintelnbeltcn  bericbtigt  nnd  erginst  werden.  Ein 
Tbeil  der  Rosqltate  dieser  Terdlenstliehen  Arbeiten  sind  In  der 
vorliegenden  Abbandlnng  niedergelegt  nnd  Terdienen  der  Beacb* 
tong  der  Matberaatiker  recbt  sebr  empfoblen  an  werden.  Die 
Sebrift  bestebt  ans  den  folgenden  Hauptabacbnitten:  I.  Ueber 
den  Cbarakter  der  Aegyptiseben  Geometrie.  H.  Enpberboe  nnd 
Theodorosy  die  angeblieb  Itteston  Griecbiscben  Geometer.  1  II.  Pytba- 
goras,  der  Begrfinder  der  Lebre  von  der  boperlmetrie.  IV.  Die 
„redaeHo  ad  almnrdum''  als  geometrlsebes  Beweismittel.  V.  Die 
von  Tbalee  bewirkte  Hübemnessung  der  Pyramiden. 


Arithmetik. 

Journal  des  Collegiuras  für  Lebens- Versich e ru ngs- 
WisseDschaft  zu  Berlin.  Erster  Band.  I.  Heft.  Erster 
Band.   il.  Heft.   Berlin.   W.  Wober.  1868  und  1869.  8^. 

Wbr  ballen  dieses  nene  ionmalj  welcbee  sieb  die  FSrderang 
der  auf  dem  Titel  genannten  wicbtigen  seeialen  Wlaseoschafl  znr 
besonderen  Aufgabe  gemacbt  bat»  filr  ein  Terdiensttlebee  Unter» 
Aobnen  nnd  macben  nnsere  Leser  anf  dasselbe  aufmerksam.  — 
Folgende  Anfsfttse  sind  hier  bervoranbeben :  Ein  Sats  ans  der 
Wabrseheinliebkeltsreebming.  Vortrag  ven  W.  Lasnraa.  S.  1. 
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Ueber  die  verallgemeinerte  Ableitaeg  der  Formelo  fSr  Berech-  j 
^Dong  der  ljebene-Verncberange*Priinien.  Vortrag  Ton  Dr.  A.  Zill- 
oier.  8.  21.  —  Ueber  die  Ermitteloeg  der  Sterblichkeit  ane  da  | 
AafieicbnuDgen  der  Lebens- Veraicberanga-Anetalteo.  Von  W.  La- 
aaraa.  S.  49.  (Dieser  Aafaata  bebaodelt  aeiaen  aebr  iricbfign  j 
Gegenatand  in  aebr  vollatiodiger  und  lebrrelaber  Welae  und  vcr-  j 
dient  denen,  die  aicb  füir  dieae  Dinge  intereaailen«  an  beoondm 
Beachtung  empfohlen  an  werden.) 

Wir  vr ansehen  dem  Unternehmen  nnnnterbroehenen  Fortgaa^ 


Geometrie. 

Lehrbach  zur  Einführung  in  die  organische  Geo- 
metrie. Von  Heinrich  Gretachel.  ftlit  95  io  don  Texf 
gedruckten  Holaacbnitten.  Leipaig.  Quandt  und  Hia- 
del.  im  8». 

Dieses  Lehrbuch  der  sogenannten  „neueren**  Geomeliie. 
welche  der  Herr  Verfa^iser  lieber  ,,organiacbe"  Geometrie*)  Iw^ 
nannt  wissen  will»  scheint  uns  aeinem  Zwecke  in  vorzQgÜabcr 
Weise  zu  entsprechen  und  verdient  allen  Denen»  welche  akb 
diesen  Studien  widmen  wollen,  recht  aebr  empfohlen  an  werdea. 
Daaaelbe  gebt  mehrfach  weiter»  ala  veraehiedene  der  sonst  gaag- 
baren  und  beliebten  Schriften  Aber  Aeaen  Gegenatand«  ladem  ts 
u.  A*  nicht  bloaa  ebene  Syateme,  sondern  aocb  Syateme  Ina  Raaam 
In  den  Kreia  aeiner  Betrachtungen  sieht,  alcb  aebr  aosfUiM 
0ber  die  Theorie  der  Kegelscbnilte  und  die  Fliehen  der  xweilen 
Ordnung  verbreitet»  und  auch  die  Rawncurven  dritter  Ordauag 


•)  Wir  wollen  iilicr  die  Z eikinfissiijjkeit  dieser  Benennung'  init  rf^r» 
von  uaa  hochgeai  liteten  lltmi  Verlaaser  nicht  rechten,   wollen  jeilo 
bemerken,   das«  itian  ])iNhcr  die  Benenniin|^  ,,0r  ga  n  i  «<:h  e  Geoxne- 
inetrie''  io  einem  anderen  und  dugeschrünkteren  Sinne  za  Tenlehe« 
gewohnt  {^eweaeo  ist,  iodein  anter  einer  organiachen  Beachreibon^  eiaex 
Onrv«  gewöhaUcb  deren  Betduaihaag  dacdi  eiae«  elellgeo  Zag  "«ar- 
etanden  wird  and  den  aaeh  der  Inhalt  de«  herdhmUii  Watim  faa 
Maelaoria:  „Geoinetria  organlca  een  deaeriptio  linaaraa 
entTaram  aaivereaiie.    Loadlai.  ITtOi**  in  GÖmmb  unliyiiilil 
Man  aehe  auch  dae  jettt  eallcna  Werk«  „Fraaclaci  ä  Schoo  Ina  da 
organica  ennicarum  aectiooam  in  plana  daaeriptioae,  tra 
ctatua  GeoDietria,  Opticia«  praeaortim  vero  Gnamonicta  «t 
Mechanicia  utilia.    Lagd.  Batavor.    £x  Offieiaa  Blaaririe- 
mm.  1646." 
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and  Klasse  f  ebObresd  berücksichtigt   Gaos  besoodefs  hat  dm 
in  diesem  Bache«  ansser  der  Reichhaltigkeit  des  lehalto,  die 
Dirstellong  aogesprochen  und  befriedigt,  hei  welcher  sich  dar 
Herr  Verfasser  der  grrissten  Deatlichkeit  ond  der  mfiglichsten 
KGrss  and  Einfachheit  in  der  anerkenneoswertbesten  and  ruhm- 
Kdisten  Weise  befleissigt  hat,  was  die  Lectllre  dieses  Werkes 
10  eiasr  fiberaus  angeoehmen  tnaebt,  gana  Im  Gegensatze  sq  ge- 
wiisen  anderen  neueren  —  hier  nicht  näher  an  beseiebnenden  — 
Scbrißsn  dieser  Art»  die  man,  vor  dem  bei  dem  ersten  Blick  in 
«iinelben  darin  sich  kandgebenden  angebeueren  Schwulst  der  Ent- 
Wickelung  and  Darstellang  aorfiekschreckend,  sehr  bald  gans  an- 
gflenen  bei  Seite  legt  und  nicht  leicht  wieder  aar  Hand  nimmt, 
«reiche  Erfahrung  gewiss  Andere  mit  uns  mehrfach  an  machen 
(Gelegenheit  gehabt  haben  werden.  Der  Herr  Verfasser  bat  daher 
auch  im  Interesse  der  Einfachheit  der  Darstellnng  gana  recht  ge- 
tbao,  dass  er  sich  der  Rechnung  nicht  gSnalich  enthalten  hat,  nnd 
dafts  dnrcbgSngig  von  dem  sogenannten  Princlp  der  Zeichen  Ge- 
brauch gemacht  worden  iat,  versteht  sich  von  selbst.  Der  Hanpt* 
iilialt  ist  folgender:  Einleitang.  —  I.  Von  den  DoppelverhSit- 
ni^isen.      IL  Collineation  von  Panktreihen,  Strahlen*  und  Ebenen- 
Ilüscbeln.  —  III.  Von  den  Erzeugnissen  collinoarer  Panktreiben 
and  StrahlenbQschel  In  einer  Enene.       IV.  Mehrere  Curven 
zweiter  Ordnung  In  derselben  Ebene.  —  V.  Von  der  Collineation 
ebener  Systeme.  —  VI.*Von  der  ReciprocitSt  ebener  Systeme^  ^ 
VII.  Von  den  Erzeugnissen  sweier  collinearer  Punktreihen  in  ver* 
ichiedenen  Ebenen  und  zneier  eolHnearer  Ebenenbflscb^l ,  so  wie 
FOD  den  FIfichen  aweiter  Ordnung  im  Allgemeinen.  —  Vlll.  Von 
den  Raumcurven  dritter  Ordnung  ond  Ciasse.- 

Beiträge  zur  Lehre  der  universellen  Sammirung 
von  Strecken,  d.  i.  ihrer  An etnanUerfiigung  mittels 
Parallel  Verschiebung.  Von  Ür.  Wilhelm  Mataka,  k.  k. 
ord.  Professor  der  Mathematik  an  der  Prager  k.  k.  Uni- 
rereität.  Mit  einer  rt^urentafel.  (Aus  den  Abband» 
iofiD^en  der  k.  böhmiscben  Gesellschaft  der  Wissen- 
tehaften.  VI.  Serie.  2.  Band.).  Prag,   im  4«>.*) 

Ein  Jeder  kei»nt  die  verdienstliche  Schrift  des  llirru  Ver- 
anaers:     Versuch  eirjer  richtii»en  Lehre  von  <ler  Rea- 
ität  der  vorgeblich  imaginären  (irüsisö«  der  Algebra 
j.  5.  w.   Prag.   1850.   4^.'*  zu  welcher  die  vorliegende  Abband- 


*)  In  Ernaogeleng  einer  aaderea  paMcnderea  Rubrik  hat  diece  Sdirift 
lier  ihvo  Stelle  efbaltea. 
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loog  in  gewisser  Besiehuog  steht.    Id  derselben  bat  aber — 
was  hier  besonders  hervor/uhchen  ist  —  der  Herr  Verfasser  sich 
von  etueni  vviilkiibriichen  Hineintragen  des  Iiuagiuären  ganz;  frei 
gehalten,  was  im  Aligemeinen  mit  unseren  eigenen  Aimichtea  über 
diesen  Gegenstand,  welche  zu  verüffeiitiichen  wir  bis  jetzt  leidar 
immer  noch  nicht  im  IStande  genesen  sind«  vollkommen  im  Eis* 
klan(>-e  steht.    Am  meisten  schlie.ssen  sich  diese  Ansichten  4«ID 
„€alcul  des  quantites  ^eometriijues"   von  Cauchy  aB, 
die  in  der  aiis«^ez©ichiietcn  SchriÜ:    G  e  o m e t  r  i s k  Kai ky I  eller 
geometriHka    quantiteters    raknelagar    af    G.  Üillner. 
(Aftryck  ur  üpsala  Kongl.  V etenskaps -S ocietets  Arg* 
skriff.).  Upsala.    C.  A.  Leffier.   1860.  8«>.«'  eine  weitere  «elir 
SU  beachtende  Entwickeluog  gefunden  haben.  —  Das  Sortireo 
und   strenge  Auseinanderhalten    der  durch  gewisse 
Röcksichten  von  einander  unterschiedenen  Messeio- 
beiten,  weongieich  sonstvoD  einer  und  ders  elbeo  Art, 
ist  —  nach  dem  Herro  Verfasser  —  das  elnzif^  rlditif^e  Prls- 
ctp  solchen  Reefanens,  und  dürfte  noch  nicht  mit  ge- 
bührlich oni  Nachdruck  hervorgehoben   worden  sein, 
welches  Letztere  m  leisten  der  Herr  Verfasser  als  den  Hauptzwecl; 
seiner   vorliegendere   Abhandlung  bezeichnet  —  Wir  gestehen, 
dass  wir  dieselbe  mit  besonderem  Interesse  und  ndt  grossem  Vor« 
tbeil  für  unsere  eigene  weitere  Belehrung  und  iernere  Klärung 
unserer  Ansichten  gelesen  haben,  und  empfehlen  dieselbe  daher 
auch  den  Lesern  des  Archivs  aus  vollkommenster  Ueberzeugung 
SU  sorgßiltiger  Beachtung.    Die  im  Ganzen  einfache  Darstellong, 
ilie  Strange  und  Präcisioo  derselben,  die  grosse  nirgends  eios 
•Ich  bier  nur  sn  leicht  einschleichende   Dunkelheit  lassend« 
Deutlichkeit  haben  unn  nehr  angesprochen,  und  machen  die  Sdnift 
ancb  fiir  alle  diejenigen,  w«lchc  ant  in  das  Stadium  dieser  Gt- 
ganattnde  eintraten,  recht  aehr  eiii|>fehlettawerth.  Aach  hat  dir 
Harr  Var&aaer  an  Anwendnngaa  der  reinen  Theorie » i.  B.  mC 
Coordlnatenverarandlang  a.  dergL,  aelbat  nach  aaf  Heehaaft,  m,  a 
w.,  es  heineafrega  fehleo  laasaa,  wedorch  die  Oeatlicbkelt  alti^ 
lieb  noch  waaentlich  erhobt  wird.  Die  grosae  Baachriaktbflitdsi 
Ranmaa  erlaabt  nna  hier  nar  noch  die  Angabe  der  HaaptabacbBint: 
Elalaitnng.      Brate  Ah th eilung.  Vorhegriffe.  Graadlebift. 
—  Zweite  Ab  th  e  II  eng«  ünkeraellea  Addiren  und  SahtnUift 
▼on  Strecken.    Znaammenfdgnag  und  Zarftlluog  deaelben«  — 
DrittaAbtheilang.  Zurilekleltang snaammenhingeadar  I n  eia«r 
Ebene  liegender  Strecken  aaf  ein  Paar  ebenfalls  darin  antballe» 
'  nar  feater  Axan.  —  Vierte  Abtheilung.   ZnrIlekleitaDg  tw 
Stracken  und  Strackenge4gea  aaf  drm  feate  Axen  Im  Ranaai 
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Praktische  Geometrie. 

Lebrburh  der  praktischen  Geometrie.  Von  Dr.  G. 
Chr,  K.  Hunäus,  Professor  an  der  polytechnischen 
Schule  zu  Hannover.  Zweite  umgearbeitete  nnd  ver- 
mehrte Ai]flai>e.  Mit  211  HoUscbDitten.  Hannover. 
C.  Rumpier.  166». 

DU  erata  Anfltga  dieses  Lebrbedis  ist  im  Jahfe  I848'(aatt* 
Mver.  Belwig'eche  Hef^BuehtaidlBiig}  enebieiMii.  Wb  etobeii 
nfebt  9M,  die  ToriiegeDde  seee  Aeflage  Dir  eio  Jiaiit  neue«  Werir 
se  erküffen,  de  dieseilie  eecb  oneeier  Heiouog  mit  der  Üteree 
Auflege  ner  necb  eine  eeiir  gerioge  Aehnltclilcelt  lief»  wenn  euch 
die  Anoninnog  im  Groeeen  mid  Geneen  tieibebetten  werden  ist. 
Jedenfiüie  ist  den  Leeero  hier  ein  Weric  geboten,  welcbee  ednen 
Gegeoetnnd  unter  eergOItiger  BerüelMkhtignng  eller  neneiep  Fort* 
schritte  mit  grosser  ¥ollstSodigkeit,  Grfindliebkeit,  ungemeiner 
Deutlichkeit  ond  AnscbauUebkeit»  und  mit  groesem  pralctiseben 
Takt«  ohne  Voraussetsnng  einer  su  grossen  Masse  theoretischer 
mathematischer  Kenntnisse,  behandelt,  ond  daher  praktischen  Geo* 
metcrn  mit  aller  Zuversicht  sehr  effipfohlea  zu  werden  verdient» 
ein  Werk«  welches  in  s^eer  neueren  Geutalt  gewiss  auch  wesent* 
lieh  Iteitragen  wird,  bessere  Metboden  für  die  Feldmesserarbeiten 
oissufilbren,  und  einer  rationellen  Behandlung  der  praktischen 
Geometrie  immer  mehr  Eingang  und  Geltung  zo  verschaffen,  so 
'diss  wir  das  Erscheinen  dieses  trefflichen  Werkes  nur  mit  be* 
sooderer  Freude  haben  begrfisseo  kdonen ,  und  dem  Herrn  Ver- 
fistsser  zu  dessen  Vollendung  wahrhaft  Glück  wünschen.  Die 
Quaste  Sorgfalt  ist  in  der  anerkeonungswerthesten  Weise  der 
Beschreibung,  der  Gebrauchsanweisnng,  der  Correction  u.  s.  w. 
der  Instrumente  gewidmet,  wobei,  was  besonders  zu  loben  ist, 
alle  Instrumente  sorgfältig  in  ihre  einzelnen  Theile  zerlegt,  und 
diese  letzteren  einzeln  hcsrhricbcn  und  in  ihrer  Bedeutung  sorg- 
fnltii^  charakterisirt  worden  sind.  Die  in  sehr  grosser  Anzahl  bei- 
gefügten Holzschnitte,  in  vollständig  ausgeführten  Zeichnungen, 
befriedigen  —  so  wie  auch  die  ganze  übrigo  riussere  Ausstattung 
—  die  höchsten  Anlörderungen,  und  können  selbst  den  besten 
Werken  dieser  Art  dos  Auslandes  als  Muster  dienen.  Auch  den 
Ausgleichungsrechnungen  iist  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet, 
io  dieser  Beziehung  jedoch  ein  weises  Manss  gehalten  worden, 
was  besondere  Anerkennung  verdient,  da  iit  racle  hierin  nach  un- 
serer Meinung  oft  viel  zu  weit  gegangen  wird,  indem  der  theil- 
weise  erforderliche  ungeheuere  Aufwand  von  Rechnung  wohl 
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schwerlich  imnter  mit  dem,  was  man  Uadurch  erreicht,  im  geh»- 
rigeii  Einklänge  uiul  Verhältniss  >toht,  welche  Aosicbt  weiter  zu 
begründen  hier  naturlich  nicht  tUt  Ort  sein  kann,  wenn  wir  aadi 
nicht  unterlassen  wollen,  uns  aul  hier  jetzt  nicht  weiter  za  be. 
zeichnende  Länder  nicht  deutscher  Zunge  zu  berufen,  wo  Bti 
von  diesen  Rechnungen  meistens  nur  einen  sehr  mässlgeo  Ge- 
brauch macht,  ohne  dieselben  ganz  bei  Seite  zu  setzen.  D«r  Rmb 
erlaubt  uns  hier  nur  noch  die  folgende  Angabe  der  Uanptab-  j 
schnitte:  Einleitung.   (Die  Maasse  der  Geodfisie,).  —  Erstes  ^ 
Buch.    Die  niedere  Geodäsie.   I.  Die  Ufilfiimittoi  sa 
Anfbahmen  oder  die  Messiiietruineiite  und  HflIGMppvate.   IL  Die 
geomeCriecheu  Aafoahmen  mittelst  der  in  der  ersten  Ahtbcilaog 
besehriebenen  Mess- Apparate.  [II.  Die  graphische  Daratcllnng 
der  geometrischen  Aofnalimen«    Das  Kartieren.  ^  Zweites 
BaeL  Grandsttge  der  bSheren  Geodisie,  oder  die  hd- 
nähme  und  Kartierung  solcher  grosseren  Erdstrecken,  wobei  db 
Erdoheriäebe  nicht  mehr  als  eben  angesehen  werden  darC 

Wir  wünschen  dem  in  seloer  Art  aosgeseichneten  Boche  die 
weiteste  Verbreitung. 


Lehrbuch  der:  praktischen  Geometrie,  mit  beson- 
derer Berücksichtigung  der^Theodol ithmessun  g en,  so 
wie  der  Instructionen  für  das  schweizerische  Geome- 
terkonkordat  und  die  Gross  herzogthümer  Hessen  and 
Baden.  Von  J.  J.  Rebstein,  Professor  der  Mathematik 
und  des  t  e c h  ti  i s c  b e n  Zeichnens  an  der  t  h  u  r g a u  i s:  c  h  e n 
Kantonsschute.  Mit  194  H  olzsc  h  nittfn  und  4  litbogra- 
pbirteo  Tafeln.   Fraueafeld.   J.  Huber.   im  ä». 

In  würdigster»  ja  eleganter  Süsserer  Ausstattang  liegt  wt 
hier  elo  Buch  vor,  welches  die  praktische  Geometrie  etwa  la  der 
Aasdehnuog  behandelt,  -fai  welcher  deren  Kenntolss  Behufs  der 
Katastenrerroessungen  erforderiich  ist,  und  daher  die  geodStischsi 
Methoden  einer  höheren  Gattung  nicht  in  seinen  Kreis  prezogai 
hat«   Jedenfalls  Tordtent  dasselbe  aber  in  der  angedenteteo 
Ziehung  alle  Empfehlung,  namentlich  rflcksicbtlich  seiner  pnftfi* 
sehen  Haltung,  basirt  natürlich  auf  eine  grflodliche,  Qber  die  ai- 
thematischen  Elementar -Kenntnisse  jedoch  nicht  fainaasgehendi 
Theorie.   Besondere  Anerkennung  verdient  es  nach  unserer  He^ 
nung,  dass  der  Herr  Verfasser  ausser  den  trigonometrischen  Mar 
sungsmethoden  auch  der  polygonometrischen  oder  Coordioatm» 
metbode  vorzugsweise  Geltung  zu  verschaffen  gesucht  hat»  eisv 
Methode,  die  von  den  gewGbnlicben  praktischen  Geometem  la 


I 
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Weitem  noch  nicht  genug  io  Anwendung  gebracht  wird.  Auch 
die  in  dem  Werke  genommene  Beziehung  auf  LSiider,  wo  die 
katastrirung  schon  längst  einen  Hauptbestandtfaeil  der  Staatsver* 
waitung  ausgemacht  hat,  ist  von  besonderem  Interesse,  und  die 
ausführlich  mitgetheilten  betreffenden  Formulare  sind  als  Muster 
filr  ähnliche  Arbeiten  in  anderen  Ländern  mit  allem  Danke  aufzu- 
nehmen. Indem  wir  das  We/kchen  allen  praktischen  Geometeru 
7Ai  sorgfältiger  Beachtung  empfehlen,  wollen  wir  nun  nur  noch 
die  üeberschriften  der  Hauptabschnitte  angeben:  Erster  Thell. 
Die  Ivchre  von  d'en  Instrumenten  (auch  das  Polarplanimeter 
von  Anisler  und  das  Planimeter  von  Wetli).  —  Zweiter 
Tüeil.  Die  Lehre  von  den  Messungen.  1.  HorizontaU 
niGÄSiin^pn.  (A.  Trigonoiuetrische  Methode.  B.  Polygonome- 
trij»€ho  Methode.  C.  Die  LinearkoiiNtruktionsmethode.  Berechnung 
und  Iheihing  der  Flächen).  —  II.  Hühenmes8ungen.  (A.  Das 
trigonometrische  Höhenmessen.  B.  Das  IVivelüren.  C.  Dar-  ' 
stelloii!^  der  l^odencoriüguration.).  —  In  einem  Nachtrabe  zu 
§.  ^iebt  der  Herr  Verfasser  ein  Graphische«  Ausgleichungs- 
verlahreiJ  bei  der  Dreiecksberechrning,  welche«  von  den  Trigo- 
nomeferfj  fies  f J rnssherzogf h ii ms  Harleri  angewandt  wird  und  sich 
trcfllich  heuahrt  h:iht»n  soll,  und  aut"  da.s  wir  daher  hier  die  Geo- 
meter  hovuüders  aufnierksani  v.w  machen  nicht  unterlassen  wollen. 
—  Den  Schluss  des  Buches  Inldet  der  fünfzehnte  Abschnitt: 
,,Üeber  die  Vermessung  von  Liegenschaften^  Erstellung  und  Fort- 
fObrung  des  Katasters  und  der  Pläne",  welcher  natürlich  durchaus 
praktischer,  fast  technischer  Natur  Ist,  aber  auch  der  mitgetheilten 
Formulare  wegen  u.  s.  vr.  recht  sehr  zur  Beachtung  empfohlen  zu 
werden  verdient. 


Physik. 

Die  Physik  fOr  Uoter  - Realscbulen.  Vod  Prof.  Dr. 
F.  J.  Pieko  in  Wien.  Siebente  sehr  Terbeseerte  and 
vernebrte  Anfinge.  Mit  492  Figuren.  Brann.  CWini* 
ker.   im.  8«. 

Die  Physik  für  Ober  •  Gymnasien.  Von  Prof.  Dr. 
F.  J.  Pisko  in  Wien.  Zweite  umgearbeitete  Auflage. 
M  i  t  416  im  Texte  aufgenommenen  Uoisscbnitten.  Brfinn. 
C.  Winiker.  1869. 

Die  lünfte  Aaflage  des  ersten,  die  erste  Auflage  des  zweiten 
dieser  beides  sehr  emptchlenswerthen  Lehrbücher  sind  im  Literar. 
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B«r«  Nr.  CLX*  8*  6i  angeMigC  vnd  nihw  cbanikterisftt  woita; 
WM  dort  gVMgt  wordeD  ist*  gilt  io  «rliuheteiii  ttaasM  diaM 
Denen  Anfingen,  uml  naaentlicli  mneht  das  Air  Ober^GyMnuiei 
bentininite  Lebrbnch  —  wie  nchon  frfiber  bemerkt  worden  iit  - 
tt«  A.  «neb  einen  sebr^  gfinntigeii  Eiadmck  durcb  die  eebr  veistfe- 
dige,  nicbt  so  weit  gebende,  aber  fdr  den  Zweck  den  Bncbae  dkich 
völlig  binreiebende  Anwendnng  der  Matbematik,  fibeimll  da,  wo 
dieeelbe  wfaeennebaDUIcb  gebeten  war  oder  ala  PordeningiaiÜtil 
der  geiatigen  Bildung  der  Scbflier  dienen  konnte,  wobei  fibrigüs 
dae  Eiperiaeot  kelneewega  Ternacbllaaigt,  aeadem  flberali,  n» 
ea  diene  Stellang  bennapruchen  konnte*  in  den  Vordetgmnd  gt* 
atellt  werden  int,  mit  anafabriieber  Beaebreibong,  Erliatemng  nei 
Abbildung  der  erforderlichen  Instrumente  and  Apparate.  Niawl- 
lieb  daa  grOsaere  Werk  ist  in  mehreren  Partieen  v5llig  omge- 
ataltet  worden,  und  hat  alle  wichtigen  Fortschritte  der  Pbyaikait 
aoerkennungswertber  Vollständigkeit  io  sich  aufgenommen,  uod 
der  Herr  Verfasser  lat  offenbar  mit  dem  rühmlichsten  Eifer  «od 
Fleisse  bemüht  gewesen,  aUe  Lebren  —  bei  möglichster  Präcisioo 
und  KOrae  —  durch  eine«  vollständige  Deutlichkeit  eratrebende 
Darstellung  den  Schülern  mo  nahe  nie  möglich  zu  fuhren,  wesbaU) 
das  Bucli  neben  seinem  Hauptzwecke  als  Lehrbuch  auch  nun 
Seibst»tudiuro  vrohl  empfohlen  werden  darf.  Auch  dadurch  zeichneii 
sich  diese  neuen  Auflagen  vor  doii  älteren  au«,  dass  in  coose* 
quenter  Weise  überall  historische  Notizen  aufgenommen,  ^em!^* 
atens  die  Naroen  der  Entdecker,  Erfinder  u.  s.  w.  durchgängig 
genannt  worden  sind.  l?idem  wir  ans  scbliesslich  zu  noch  näherer 
Charakterisirung  auf  unsere  oben  genannte  An2ei<^e  der  frütiereo 
Auflagen  beziehen,  wünschen  wir,  dans  diese  beiden  Lehrbücher 
—  namentlich  das  {»rossere  —  die  so  sehr  verdiente  Beat  fit uri» 
immer  mehr  finden  iuiii;en.  Auf  Lehranstalten,  wo  naraentlidi 
dieses  letztere  Buch  in  seinem  ganzen  ümfatii^e  dem  phv«ika!i- 
schen  Unterrichte  zu  Grunde  gelegt  werden  kann,  nniss  dieser 
Unterricht  sehr  gut  bestellt  sein,  und  die  Schuler  werden  a'ji 
demselben  —  abgesehen  von  ihrer  dadurch  gewiss  wesentlich 
geforderten  allgemeinen  geistigen  Bildung,  deren  Erstrebuai;  auf 
Schulen  natürlich  die  Hauptsache  ist  —  einen  reichen  Schati 
ihnen  sehr  nützlicher  physikalischer  Kenntnisse  ins  Leben  nit 
hinüber  nehmen. 

Lehrbuch  der  Physik  und  iVIechanik  für  gewerb- 
liche Fortbildungsschulen.  Im  Auftrage  der  KOoig- 
llchen  Kommission  für  gewerbliche  Fortbildungs- 
schulen in  Würtemberg  Qus^gearbeitetvonDr.  Ludv\i? 
Blum,  Professor  an  der  K.gl.  Reaianatalt  in  Stuttgart. 
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Zweite  rermehrte  Auflage.  Leipsig  und  Heidelberg. 
C.  F.  Winter'scbe  VerUgshandiaag.  186&  ^.  Statt- 
gart  A.  Oeliiig«r. 

Die  erste  Auflage  dieses  seinem  Ztvecke  nach  unserer  Debcr- 
zengunp:  in  ausgezeichneter  Weise  eaUprechenden,  und  Ton  dein 
sehr  L^Nk-n  Zustande  der  Lehraiislalteo ,  für  welche  en  bestimoit 
i.st,  jeileufail^  du  ^ehr  vortlieilhafte^  Zeugniss  ablegenden  Lehr- 
buchs ist  im  Literar.  ßer.  iNr.  CAXX.  S.  5.  von  Herrn  Dr.  Bükien 
angezeigt  vvor(ieri.  Die  dort  genihiiiten  Eigenschaften  kommen 
natürlich  auch  dieser  zv\  *?iteri  Auflage  in  gleichem  Maa.sse  zu,  und 
den  neueren  Fort.scliritten  der  Physik  und  Mechanik  ist  in  derselben 
überall  zweckeiit^prfcht'nde  Reclinuni,'  getragen,  bü  dasH  ^vir  die.^e 
neue  Auflage  jedciifaile  lür  den  (ici<rauch  als  Lehrbuch  allen  trewerb- 
lic'hen  Forthildungsscbuien  recht  sehr  empfehlen  können.  Wenn  aucli 
eigentliche  mathematische  Entwicklungen  und  theoretische  Be- 
weise natürlich  keine,  oder  nur  in  sehr  geringem  Maasse^  An- 
wendung gefunden  haben ,  so  hat  sich  der  Herr  Verfasser  doch 
mit  Hecht  nicht  gescheuet,  die  gewöhnlichen  mathematischen  Be- 
griffe als  bekannt  Toraoszusetzen ,  und  sieb  mathematischer  Be- 
zeichnungen da  zu  bedienen,  wo  es  die  Kfirze  und  Präcision  des 
Ausdrucks  erforderte;  diese  Kenntnisse  werden  sieb  bei  dem  ge- 
genwärtigen guten  Zustande  des  mathematischen  Elementarunter- 
richts gewiss  imner  als  bekannt  voraussetzen  lassen.  —  Wenn 
alle  unsere  Gewerbtreibenden  die  in  diesem  aoageieicbiieten 
Buche  niedergelegten  Lehren  der  Pbysili  ond  Mecbanilc  ihr  Tenea 
Eigentbum  nennen  dfirfen:  dann  wird  Ittr  ihre  Bedflribiasa  in 
dieser  Beziebnng  jedenfalta  Tortrefflich  gesorgt  aetn« 

Zeitaebrift  dar  waterraicbiachan  Geaallaebaft  fSr 
Meteeralogie.  Redigirt  von  Br,  C  Jelineb  and  Dr. 
J.  Hann.  (S.  Literar.  Her.  Nr.  CLXXXXIV.  S.  90.). 

Von  dieser  ungemein  interessanten  und  der  jungen  meteoro* 
logischen  Wissenschaft  jedenfalls  einen  sehr  !;ro«8en  Nutzen  brin- 
genden Zeitschrift,  durch  deren  Herausgahe  die  Herren  Jelinek 
und  Hann,  —  so  wie  auch  die  österreichische  Gesellschaft  für 
Meteorologie  überhaupt  —  sich  ein  nicht  genug  anzuerkennendes 
Verdienst  erwerben,  liegt  uns  wieder  eine  grössere  Anzahl  von 
Nummern  vor,  deren  wesentlichsten  Inhalt  wir  im  Folgenden  an- 
T^'x^en  wollen,  indem  wir  zugleich  unsere  Freude  über  den  regel- 
mässigen, raschen  und  ungehinderten  Fortgang  dieses  trefflieben 
Unternehmens  aussprechen.  Natürlich  können  wir  uns  hier  auf 
die  Aniteige  der  in  allen  Nummern  in  grosser  Anzahl  entbaltenea 
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klemeren  Mittbeilangen  und  der  Literfttiir«Bericbfe  oiebt  aUiU«tc% 
«ondern  müssen  uos  anf  die  Aogabe  der  grosseren  Abbaodlaoges 
bescbrinken»  obne  dsss  man  darin  eine  Verkeonang  des  grocsea 
Wertbes  jener  kleineren  Mittbeilongen  finden  darf. 

Zunicbst  Hegen  uns  vor  Band  III.  Nr.  21.  bis  IN  r.  H. 
(Scbluss  Ton  Band  lll.)t  aus  welchen  Nuinmem  n'ir  die  fol^eodeo 
grosseren  Aufsütze  hervorheben:  Ueber  die  VVitterui»gsverhäftnt?»e 
und  Niederschläge  vom  11.  September  bis  10.  October  18Ö8.  Von 
J.  Hann.  —  Die  Perioden  der  Dürre  in  Wien.    Von  C.  Fritsrh 

—  Ueber  die  Verwerthung  des  meteorologischen  Material«  rar 
Untersuchung  der  Sturme.  Von  C.  Jelinek  («sehr  lehrreich).  — 
Ein  Beitrag  zur  täglichen  Periode  der  Gewitter.   V^on  C.  Fritsch. 

—  Der  Srirocco  der  Södalpen.  Von  J.  Hann.  —  Viele  werth- 
voile  Mittheilungen^  über  die  Sternschnuppen  der  November  -  Pe- 
riode. —  Carlo  Matte  ucci.  Eine  biographische  Skizze  vo«i 
A.  de  In  Hive.  —  Weitere  Mittbeilungen  über  Steroscbnuppe» 
der  Movember- Periode. 

Band  IV.  Nr.  I  bis  Nr.  8.  Ueber  den  Wald  und  den  Gbi- 
fluss  desselben  nur  das  Klima.  Ven  £•  Beeqoerel«  (Ven 
grossem  allgemeinen  Interesse.  Die  Abhandlong  läuft  dareb  vier 
Nummern.).  —  Ein  neuer  Verdnnstungsmesser.  Von  Laraont 

—  Ueber  die  riehtige  Lage  und  die  Theorie  des  Calmengfiitols 
auf  den  Continenten.  Von  A.  Blfibry.  Kälte  in  den  Neoepg- 
landsfaaten  nnd  denkwOrdiger  Wettersturs  (Passatwechsel)  in 
Nordamerika  im  Januar  1866*  Von  J.  Hann.  —  Ueber  den  Slvrm 
vom  d.  und  7.  December  1868.  Von  H,  W,  Dove.  ^  Ueb«r  at- 
mosphärische ßlektrieität.  Von  Delimann*  —  Ans  den  Lite* 
ratur*Bericbten beben  wir  nocb  berfor:  •tDocnmentiestadissl 
elimad*Italia  raccolti  e  pubblicati.dauna  eommissiene 
govetnativa  sotto  la  diresione  di  Carlo  Matteueei  — 
Sul  Clima  di  Vigevano  d.  G.  V.  Schiaparelli.  Milane 
1868.'*  nnd  freuen  nns,  dass  in  dieser  Arbeit  des  berOhaten 
Directors  der  Mailänder  Sternnrarte  über  das  Klima  von  Vigerane 
die  erste  von  einer  Reibe  von  Arbeiten  fiber  das  Klinm  ItaBeas 
vorliegt,  welebe  dem  kräftigen  Impulse  der  itatieniacheo  ßegi^ 
rnng  ihre  Entstehung  su  danken  beben.  MSge  dnrcb  den  be- 
dauemswertben  Tod  MattenccI'a  dieses  wicbtige  Unternebmca 
keine  Unterbrechung  erleiden!  —  Ferner  beben  wir  berver:  Me* 
teorologiscbe  Schriften  von  Carlo  MatteaeeL  Ves 
Dr.  Carlo  Marangoni. 

Am  1.  October  1868  zahlte  die  osterreiebiscbe  GeseUscbift 
lur  Meteorologie  314  Mitglieder»  woraus  das  grosse  Intereaae  er- 


Uterarluher  Bericht  CLXXXXViL 


13 


bellet,  welches  man  dort  an  meteorologischen  Arheiten  nimmt; 
des  Weiteren  wegen  verweisen  wir  aul  den  interessanten  Jahres» 
bericht  Tür  1^  in  Band  III.  Nr.  23.  S.  58a 


Vermischte  Schriften. 

S  i  1 7.  u  n  s b e  r i c h t  e  t1  c r  k  ü  n iij I .  h  -  i  h  ni  18  c  hen  Gesell- 
schaft der  Wisseiiöchal  ten  i  fi  Prag.  Jahrgancj  1W>8. 
lanuar—Jani.  Prag.  Literar.  Ber.  iNr.  CLXXXXiV. 

Ü.  23.). 

Dr.  CelakoTsky;  D«ber  die  allgenielDe  E^itwickelongsge- 
«cklebte  dea  Pflanteoreicliii  (gehOrft  nicht  apbedingt  hierher,  Ist 
eher  von  ellgemeiDem  Intereeee).  S«  51.  —  Prof*  ätednicka: 
Oeber  die  Anweadoog  der  Hoaae'aehen  Detenninanten  io  der 
Theorie  der  Maxlma  und  Minima  von  Fnnctionen  mehrerer  «nah* 
hSngigen  Variablen.  8.  07.  —  Dr.  Wilhelm  GintI:  üeher 
die  Anwendung  des  Priodpes  der  ArHometrie  bei  dor  quantitativen 
cbemiscben  Analyse.  8.  04.  ^  Prof.  Gustav  Sebmidt:  Ueber 
astaroBomlscbe  Öhren »  welche  die  Stellung  der  Sonne  und  des 
Mondes  im  Thierkreise  ersichtlich  machen  sollen»  wie  eine  solche 
s.  B«  an  dem  alten  jetzt  restaurirten  Wahrseichen  am  Altstldter 
Ratbhave  in  Prag  angebracht  ist  8.  i03. 

Tidskrift  für  Matematik  och  Fysik,  tillegnad  den 
sveoska  Etementar-Cndervisningen,  etgifven  af  D:  R. 
CWian  JMIJjier,  Adjunkt  i  Matematik  vld  Upsala  Akademl 
(Hufvodredakt5r)|  P:  B.  Frans  Wilhelm  Hultman,  Lektor, 
vld  Stoekholms  Elementar« Lireverk;  B:  R.  T.  Bobert 
Thalau,  Adjunkt  1  Fyslk  vld  Upsala  Akademi.  Upsala» 
W.  Sehnits'  Boktryekerl.  I86&  8».  (VergK  Literar. 
Ber.  Nr.  CLXXXXIV.  8.  20.). 

Von  dieser  sehr  verdienstlichen  Zeitschrift  liegen  uns  als 
Fortsetzangen  vor:  HSftet  6.  November  1868.  —  Häftetl.  Jaouari 
1869.   Uftftet  2.  Mars  1869. 

Die  Blnrlehtong  ist  Im  Allgemeinen  gans  dieselbe  geblieben 
wie  In  den  früheren  Heften»  und  namentlich  enthalten  die  vorlie- 
genden onnen  Hefte  wieder  eine  gresee  AnsabI  von  interessanten 
An%aben  nnd^nselnen  Bitzen,  die  wir  allen  Lehrern  der  Matbema* 
tik  sur  sorgfältigsten  Beachtung  eropfeblen  müssen»  so  wie  denn  die* 
selben  Überhaupt  In  dieser  vorzngswelsedem  matbematisdienund  phy- 
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siicilisclieii  UnterricMe  gewIdmeteD  Zeltechrill  «in  r#ichM  Dahnfi» 
BatQfial  flfr  ihr»  Sebfiler  finden  werden.  —  In  dem  swiHen  dv 
drei  ebeo  genannten  Helle  theilt  Herr  Hnltmnn  den  goenetfinclwi 
Bewein  der  Formel  flir  den  Inhalt  des  Dreieclm  nnn  eeioen  drei 
Seiten  mit,  welclien  Herr  Obetelndienratb  Rieeiee  in  neineo  m* 
dienetiiciien  Mllntliematieclien  Unter hnitungeo*  Ernte« 
Heft  Stuttgart  1857.  S.  20.  Nr.  6/'  gegeben  bat,  was  wir 
hier  erwftbnen,  nm  su  zeigen*  dass  die  Herren  Heranegeber  aecb 
der  aasUtndiachen  Literatur  gebübrende  Beacbtung  widmen.  Aa*- 
serdem  bat  Herr  Hnltroan  seine  interensante  Gescliicbte  der 
Arithmetik  in  Sebweden,  Herr  Dillner  seine  verdienatlicbe  Ab- 
bandinng  Uber  den  Calcnl  mit  geometrischen  Grössen  (Geometriak 
Kalkyi)  fortgeeetst  Wir  finden  einen  Aufsatz  von  Herrn  P.  W. 
Almqnist  Uber  Potenien  mit  gebrochenen  Exponenten,  eine 
beaebtenswertbe  elementare  Ableitung  der  Pendelformel  (füfr  dai 
einfache  Pendel)  von  Herrn  R.  T Halen,  nach  den  Voriesunfea 
des  Herrn  Professor  A.  J.  ÄngstrOm  über  allgemeine  Physik 
Ferner  finden  wir  einen  Aufsatz  über  die  LOanog  der  cubiscbea 
Gleiebnngen  Ton  Herrn  D  —  G.,  eine  historisch  gehaltene  Abband 
lang  von  Herrn  U.  Ui  Idebrand  Hildebrandsso  n  Ober  dir 
VerdnnstoDgslehre ,  eine  Abliandlong  von  Herrn  Hultmao  «bet 
Leibrenten,  Lebensversicherungen  u.  s.  w.,  einen  Aufsatz  über  den 
Rest  der  Taytorschen  Reihe  von  Herrn  D— G.,  eine  Abhaodlan; 
stir  astronomischen  Lehre  von  der  Zeit  („Ueber  Ubrzelt  und 
Wochentag  an  verschiedenen  Punkten  der  Erdoberfläche")  von 
Herrn  R.  Tb nlen.  Besonders  erfreuet  sind  wir  gewesen,  hier  auch 
wieder  einem  sehr  schönen  Aufsatze  des  von  uns  hochverehrtes 
Herrn  C.  J.  Malmstc^n  (j«tzt  Statsr&det,  LandshOfdingen  i  Skar 
raborgs  Lftn)  Ober  die  Integration  der  Differentialgieichnag 

y'  y  "  begegnen,  auf  den  wir  im  Arcbir 

spiter  besonders  zurückzukommen  hoffen,  indem  wir  hier  sugleicb 
bemerken,  dass  die  hier  integrirte  Differentialgleichung  b  Bona- 
hang  steht  zu  der  im  Mfirzbefte.  1889.  S.  104.  aus  „Tod- 
hunters  Integral  Caiculus.  p.  90/'  mitgetheilten  Aufgabe. 
Auch  von  einem  Aufsatze  des  Herrn  C.  F.  E.  Bjuriiog  (jon.) 
über  die  geometrischen  Oerter  der  Punkte,  von  denen  sich  aal 
einander  senkrecht  stehende  Berührende  oder  Normalen  an  Kegei* 
schnitte  ziehen  lassen,  —  mit  Bezug  anf  eine  Aufgabe  von  Hena 
E.  LIndherg  im  Mürsbefte  186&  S.  84.  —  haben  wir  bÜ  ]n> 
tetesse  Kenntniss  genommen. 
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—  Lesenswerth  bt  ferner  eio  ausführlicher  Aufsatz  über  die 
Methoden  des  arithmetischen  Unterrtchts  von  Herrn  ElowsoD 
D.  8.  w.«  Preisaufgaben  und  PrCfungsauf^aben  ^^inti  aiitgetheilt, 
verschiedene  Schriften,  2.  B.  das  unn  genau  bekannte  sehr  era- 
pfehlensHerthe  L eh  r  hii  c  h  d  er  e  b  e  n  en  Tr  i  go  n  ometrie  (mit 
vielen  Aufgaben)  von  Lart»  l^hragmen.  Stockholm.  1868/* 
sind  angezeigt  und  beurtheilt,  woraus  man  sieht,  wie  sehr  die 
Herren  Herausgeber  bemüht  sind,  der  Zeitschrift  einen  möglichst 
mannigfaltigen  und  nach  vielen  verschiedenen  Seiten  hin  sehr 
lehrreichen  Inhalt  7ji  verleihen,  und  daciurch  dem  mathematischen 
und  physikalischen  Unterrichte  wesentlich  zu  nützen. 

Nochmals  aber  verweisen  wir  onswe  Leser  vorzGglicb  der 
vielen  Sätze  und  Aufgaben  wegen,  die  sieb  zu  sehr  sweclcroässigvii 
U«bong«o  der  Scfafiler  benutzen  laaeen,  auf  dieee  Zeitschrift. 

Sitzungsberiebte  der  Kunigl.  Bayerischen  Akade« 
nie  der  Wissenschaften  in  München.  Vergl.  Literar. 
ßer.  Nr.  CLXXXXVI.  S.  16. 

1869.  I.  Heft  II.  Dieses  Heft  der  Sitzungsberiebte  enthSlI 
Dor  den  folgenden  In  den  Kreis  den  Archivs  gehörenden,  interes* 
santen  und  dir  den  erweiterten  Gebraneb  des  von  Herrn  Bauern* 
feiod  erfondenen  Spiegelprisma  ^  uro  sich  mittelst  desselben 
nicht  bloss  im  Alignement  aufzustellen,  sondern  auch  den  Fuss- 
ponkt  einer  von  einem  Punkte  aas  auf  eine  Gerade  errichteten 
Senkrechten  unmittelbar  aufzufinden  —  wichtigen  Aufsats,  aof 
den  wir  miaere  Leser  recbt  sehr  aufmerksaip  macben: 

Nacbträglieke  Bemerkimgen  über  die  xu  geedtti* 
seb«n  Zwecken  dieoenden  SpiegelprlameD.  Von 
Herrn  Banernfelnd.  8.  169. 

J  a  h  r  e  8  b  e  r  i  c  h  t  f  li  r  die  Mitglieder  d  e  r  H  a  m  b  u  r  ^  ?  s  c  h  e  n 
(tcsg  1 1 8  c  h  aft  zur  Verhreitung  der  matbematiscben 
Wissenscbaften.  Fastnacht  1869.  4®. 

Der  verige  Jahresbericht  dieser  hochachtbaren  Geselischaft 
(Paetnacht  1867)  bt  von  nos  in  Literar.  Ber.  Nr.  ChXXXV.  S.  17. 
angeaeigt  worden.  Anaser  den  Geeellschafta  «Nachrichten  nnd 
dem  ▼erseichnlase  der  Mitglieder  enthllt  der  vorliegende  Jahren» 
bericbt  einen  beachtenswertbea  Anbats  des  Herrn  Or.  A.  Wagner 
—  Adjnnet  der  Gesellschaft  — ,  welcher:  „  Erweitern  de  Be* 
merknngen  an  einigen  planimetrlseben  Sitaen"  Über- 
schrieben  int  Dieser  Anfaat^  anf  den  wir  apiter  noch  beaoodem 
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im  Arebif  sDrfiekiiikomiiMfli  hoffen«  feeotobf  «im  folgente  AbtW- 
laBgeo:  1.  Zorn  goldeneo  SohDitt  %  Zan  Lebruti  det  flipp»- 
krate«.  3.  Zum  Lebraftts  de«  Plolemiae. 

Tascbenbach  ffir  Matbematilc,  Physik,  Geodisi« 
und  Astronomie.    Von  Dr.  Rudolf  Wolf,  Professor  ir' 
Zaricb«  Vierte»  «.mgeerbeitete  und  erweiterte,  mit  vier- 
undzwanzig Tabellen  und  vielen  Holxecboitten  aoeze 
•tatteto  Auflage.  Zflricb.  F.  Scbnltbeaa.  1^69.  fP.  i 

Dieses  weit  verbreitete,  sehr  zweckmässig  eingerichtete  Ta  1 
8chenbuch  i^t  so  bekannt,  dass  en  geniigen  wird,  ilas  Lr^iclidnen  I 
dieser  vierte»  Auflage  anzuzeigen  und  dieselbe  den  Lesern  des  I 
Archivs  zur  Beachtung  zu  empfehlen.  Die  24  Zahlentafeln  bieter  I 
in  aller  Kflrze  ein  sehr  dankenswerthes  Huifsmittel  bei  vieleo  Rec^  J 
nnogen»  so  wie  aucb  für  Physik  und  Mechanik,  GeodSsie,  Astro>  1 
ooroie  und  Gescbicbte  der  Mathematik  und  Physik  dar. 

Mittbeiinngen  der  naturforschenden  Gesellochart 
in  Bern  aaa  dem  Jabre  1865.  Nr.  580-602.  Mit  1  TtfeL 
Bern.  Hober  &  Comp.  J866.  8«. 

Wir  hoWn  die  wegen  Mangel  an  Raum  leider  verispätete  At- 
zeige  dieser  schon  vor  längerer  Zeit  erschienenen  Nuinmero  jetzt  1 
nach,  weil  sich  in  derselben  mehrere  in  den  Kreis  des  Arcki«^? 
gehörende  wertbvollc  Aufsätzo  heCnden,  nämlich  die  folgenden; 
Friedrich  Geii>er:    üeber  eine  geomeUi&cfie  Verwtodt- 
6cbait  des  zweiten  Grade«.    S.  97.  —  K.  J.cUitcrbunr:  Be- 
richt zu  den  Pegel  beobachtungen  der  Aare  in  Bernacd 
Thun,  vom  1.  Mai  1864  bis  1.  IMai  186.j  (mit  einer  Tafel). 
S.  79.  —  A.  Nil:    Besteigung  des  Piks  von  Ternate  aa<i 
Tidore  im  «ommer  1865.        131.  —  Perty:   1)  üeber  See- 
chi's  in  Rom  Abbildung  des  grossen  Sonnenf I eckeo^ 
vom  Februar  1865.   S.  74.  —  2)  Ueber  das  neue  3Iarine- 
Doppelfernrobr  von  Herrn  Sigmund  Merz  in  Münchri'. 
S.  139.  —  H.  Wfld:   1)  Beriebt  der  meteorologiscbea 
Centralstatioo  in  Bern  Tom  Jabre  1864.  S.  37.  —  2)  Nack 
richten  von  der  Sternwarte  in  Bern  aus  den  Jabrea 
1863—64.  L  Aatronomiacbe  Beobachtungen.  S.  64.  ü 
Magnetiacbe  Beobacbtungen.  S.  65. 
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Literarischer  Bericht 

CLXXXXVIII. 


Jean-Baptiste  Brasftear. 

Eine  fiebr  ausfQhrlicbe,  von  Herrn  Liagre  verfasste  Lebens- 
skizze lies  vorgenannten  trefflichen  Belgischen  IMuthematikers 
nnd  sefir  aus^»ezeichne(en  Lehrers  der  ünivorbität  lm  Lüttich 
enthalt  das  ,,Aniuj,iire  de  TAcaderoie  Royale  de»  scien- 
ces,  des  lettrcs  et  des  beaax-artä  de  i>elgif(«e.  1869." 
Die  Mitth  eilung  dieser  ausgezeichneten  Ijehensskizze  verstattet 
jedoch  der  Raum  dieser  iNummer  des  Literarischen  Berichtes  nicht, 
und  dieselbe  muss  daher  einer  späteren  Gelegenheit  vorbehalten 
bl«ib«ii.  Da  «ich  aber  die  Zeit  dieser  Mittfaeilung  jetzt  noch 
gar  nicht  beatimmeD  iSsat,  und  es  mir  Heraensaache  iat,  dem 
tref  Kehen  Maone  auch  in  dieaan  BlSttern  ein  kleinaa  DeDl[aial  zu 
Htian:  ao  baaciiriBlfe  .leb  mich  f&r  Jetzt  lodan  ich,  weltara 
Mittlieilaogen  mir  ▼orbabalteod,  bemerice,  daaa  Braaaear  am 
^tea  Juni  1802  an  Each«aar*l'Atzette  geboren  «rar,  —  mit  der 
Mltlheilang  dea  folgenden 

Discours  prononcd  par  M.  Spring,  au  nom  da  l'Acadd« 
mie*),  lors  des  fun^rallles  de  M.  J.-B.  Bras^eur,  mein- 
bre  de  l'Acadömie,  d^c^d^  k  Lidge,  le  13  Mai  1868. 

MESSIEURS. 

»»Pemettea  qn'aa  aom  de  la  elaaee  dea  aeicneea  de  i'Acadd> 
mie  royale  de  Belgiqae,  je  vona  retienae  eoeore  quelqaea  inatanta 
daaa  eetto  encebte* 


*)  de  Bruxellea. 
TU.  JU.  Hfl.  2. 
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J'inrab  fonla  qa»  lea  dmim  «dieiix  da  Ia  Compagii«  fai* 
wni  proDoncte  par  ime  vaix  plm  eomptftente  qae  la  ntflne; 
faorals  dtfalr^  aortout  d'^lra  «xemptd  de  ramertame  da  dafrir 
meamr  mea  parolea  dana  nn  roomeDt  imm  Coeur  eat  oppimli 
Car  a'tt  n'eal  peieoone  d'eatre  voua,  Meeaiearat  qni  a'ait  cUii 
eette  ftme  loyale  et  sinc^re»  respectd  cette  vie  simple  et  di^Tou^, 
admird  eel  esprit  luclde  et  pdadtraat»  je  aaia  da  iioaibie  deceu 
quo»  d*aaeleone  dmte,  Brasaear  avalt  boaord  de  soo  ainUi^  et 
qiit  aeoteot  que  dana  ee  eereueil  repoae  ane  partie  d'eaz-aitec» 
^  el  meam  parUm  oAt&fC 

Jean-Baptiste  hrassear  fut  attache  ä  i'Academie,  a?ec 
le  tltre  de  corre^poDdaot,  (e  17  d^cenibre  1847,  et  4)u  nienibru 
de  la  sectton  des  science»  niath^matiques  et  pbysiquei»,  le  14  üe> 
cembre  1855.  fl  y  reprösentait  digoement  le«  brancbea  tiur  les- 
quellee  portait  son  enseignement  ä  rUniversitö  de  Liege.  D^one 
afisidaite  ezemplaire  aux  seaiices,  ii  eoricbit  iios  M^inoires  lie 
travaux  qui  se  soot  acquis  une  place  cooeid^rable  daiis  restime 
dee  savants  et  contribueront  encore»  aprds  sa  mort,  k  l'illu»tratioo 
du  Doiu  6cieotifique  beige. 

Le  haaaid»  anqael  Je  renda  hommage«  a  fait  qae  Ics  deox 
membres  du  corps  eaaeigoaDt  «ppel^s  par  les  devoirs  de  leor 
diarge  h  preodte  la  parole  au  nom  de  TUniversitd»  rbeeenble 
recteur  et  le  savant  doyen  de  la  Faeultd  dea  sdeBoea»  appartien- 
neat  k  la  spöcialitd  scientifique  da  coolrAre  dont  neue  ddploroos 
la  parte.  Je  pourraia  done  me  dispenaer  de  fien  Reuter  aoi  ^lo- 
gaa  qu'ils  lui  ddeement  (BD  pleine  ceoDaiaMuice  de  eauae.  Je 
dirai  nöaDmoins  que  Brasseur  posa^dait  au  plus  haut  degiö  le« 
qualitös  qai  eonatituent  le  gdomdtres  la  mdtbode,  la  rigoeor,  la 
clarte  et  une  profoadeur  peu  comnianea.  Cea  quaiitee  se  reocon- 
treot  surtout  daoa  aea  admbrablea  Priei»  de  $dometrig  detcriplkt 
et  de  mäeanique  vppUqnde. 

11  ne  se  contentait  jamais  de  coniiaissance^  ^iiperficielles.  Dt 
de  verites  convenues.  Lisant  peu,  il  »'attacbait  a  quelques  au* 
teura  principaux  dont  il  6'assimilait  les  id^s  et  qu*l  pan'eoait. 
pour  ainsi  diro,  a  savoir  par  coeur.  Ayant  cn  ontre  ölargi  coo- 
siderablement  le  doniaine  de  la  science  et  cree  de  nouvelie»  mt- 
thodew  de  rechorche»,  il  porta  la  clarte  et  la  precisioo  dans  les 
parties  les  plus  ab^traites  et  les  plus  dilliciles,  8a  niodestie, 
admirablement  naturelle  et  vraie,  lui  iaisait  dire  que  chaque  foi« 
qu'il  n'avait  pas  ^t^  bien  compris,  seit  dana  ses  Berits,  soit  dasi 
son  enseignement >  cela  avait  M  de  sa  faute,  c'est-ä-dire  qae  qiiel- 
que  cbose  a?ait  manqad  k  rexpositioo  de  l*id^:  il  la  retoarnait 
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«Im  Mr  tovtM  se«  face«  jnsqu'i  ce  qa*il  toi  edt  randa  cette 
tmosparanc«  qnl  ia  faisait  sawir  de  tous. 

C*««t  afnsl  qoe,  dte  1829,  il  dfait  parvenu«  «aul  imrmi  toaa 
lea  analyates,  assure-t^oa»  i  d^gager  da  tonte  ebaenriM  lea  pria- 
cipea  do  colml  digirenUd  tt  Ini^iU.  Lea  ddeaurartea  qa'il  a 
foitos  en  g^om^frie  aopdrleare  et  Ia  prtfparatioa  de  aea  coni»  Tont 
mpdcbä  de  pablier  eatto  vue  k  laquelle  il  ?oalait  d*abord  deeaer 
de  granda  d^veloppemeata«  II  aratt  Hai  par  eommaniqQer  aen 
travail  ä  celai  de  sea  didvea  qu*il  diatlngaalt  eatre  toaa  cemnie 
donnant  les  ploa  bellea  promeaaea  d'avenir.  II  m'avalt  entretenn 
plus'ieurs  fois  da  projet  qn'Si  aaarriaaaH  de  coafier  k  ee  jaaae 
nathdoiaticien  la  publicatioa  de  cet  important  enmge.  II  eat  k 
eapdier  qua  ee  ddair  ae  rdaliaera  bieiitdt. 

Le  jftn  d*eropre»8einent  que  Brasseur  mettalt  ä  puMier 
lal-meme  aea  travaiuc  Ta  fraatrd  peat-^tre  de  rboaneur  de  la  prio- 
ritd  qo*il  aarait  pa  reTendtqnar  daaa  ia  ddcourerte  de  maint  tbde- 
rdme  de  f(domdtrie  sup^rieur«;  c*est  afaial  qa'il  avalt  ddmoatrd, 
aept  aaa  avant  la  pubiication  du  preroier  ou?rage  de 
Steiner,  an  grand  nombra des  propri<$t^s  nouvellea qai  yaontezpo. 
seea.  II  est  raateurd'uoenonvelle  m^thode  dedömonatratioe»pablide 
d  abord  dann  pluaieurs  noticea  et  mdmoirea  partkuliers  et  r^sumäe 
enauite  dans  son  Memoire  sur  une  nouvelie  methode  dapplico'^ 
tion  de  la  geomiirie  detcriptive  ä  la  recherche  des  proprietäs 
de  tetendue  (M^M.  DE  L'ACAD]£mIE  ROYALE  DE  fi£LGl- 
QU£,  tome  XXIX).  En  1840,  il  avait  raontr^  le  premier  que  lea 
projections  cotees  peuvent  servir  de  moyao  de  ddmoaatratian,  et 
Vavait  appliqu^,  avcc  beaucoup  d'^Mgance,  aox  surfacea  gauehaa. 
Selon  rappr^ciatiori  d'bomroes  comp^teiits,  les  travaux  g^om^tri- 
qaea  de  Brasseur  lui  assureot  un  rang:,  conirae  inTeotear«  cdtö 
dei  Poncalet«  dea  Steiaer  et  dea  Cbaalea. 

Mesaieurs,  I  bonorable  chef  de  t  önlversit^  vous  a  parle  de 
i'bomnie  en  roeme  temps  qne  du  savant  et  du  professeur.  Ceux 
qai  ont  vecu  dans  son  intimite  attesteront  (ju'i!  n'y  a  lä  rien  d'im- 
m^rite.  Homnie  essentiellem ent  bon,  loyal,  iDodere,  sensö  et  dä 
vou^,  il  se  niontrait  tel  a  rAcademie,  ou  il  coniptait  autant  d'amis 
ainc^res  que  de  confr^res.  C  est  que  partout  oü  uo  bonoöta 
boDime  met  aoo  eapri^  il  y  met  aoo  coear." 
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Geschichte  uüd  Literatur  dei  Mathematik 

und  Physik. 

Altnanacb  der  kaUerlicbep  Akademie  der  Wiesea- 
«ehafteo  in  Wien.  Achtxehnter  Jabrgaog*  1868L 

So  wie  alle  seine  Vorgariiier  (m.  vergl.  den  Literar.  Bericht 
Nr.  CLXXXXU.  S.  14.)  liefert  auch  dieser  Jahrj^ang  des  Alm»- 
iiachs  —  in  wesentlich  nicht  veränderter  ailgenieioer  EinrichtMri; 
—  ein  höchst  erfreuliches  Bild  von  der  weit  verbreiteten  frucbi- 
reichcn  Tliätigkeit  der  kaiserlichen  Akaiimiic  der  \\  i.sisenscharten, 
und  bleibt  immer  ein  sehr  »vichtiger  BeitraLC  zur  matheniati?icüeu 
und  physikalischen  Literatur.  Dersc  llje  entlialt  kurze  necrülo<i;t;^che 
Notizen  über  M.  Faraday  und  Üir  Ü.  ßrewster  (S.  213  und 
S.  216.),  und  einen  zwar  kürzeren,  aber  sehr  interessanten,  d^n 
Lehern  des  Archivs  rocht  sehr  zur  lieachtung  zu  enipfehleridefk 
Vortrag  des  Herrn  V  iktor  von  Lang,  wirkl.  Mitgl.  der  k.  Aka- 
demie: (Jeher  unsere  Kenntnisse  von  den  opti^^cheo 
Eigenschaften  der  Krystalle.  8.  223  bis  S.  2^18.,  uelcbcr 
in  der  feierlichen  Sitzung  der  k.  Akademie  am  30.  Mai  1868  ge- 
halten wurde. 

VerzelchDiaa  aSmmtlicher  von  der  kaia.  Akadentc 
der  Wiaaensckaften  eett^ibrer  GrAnduag  bis  letale« 
October  1888  versrrenilicbteo  Oruckacbrifteii.  Wiea. 
Druck  und  Verlag  von  Carl  Gerold'a  Sohn.  1869.  8^. 

Mit  diesem  iiOO  Seiten  «starken  sehr  vollständigen,  mit  der 
grössten  Genauigkeit  und  Sorgfalt  urigclertigten  Inhalts>ver«eicb- 
ni^se  aller  ihrer  in  dem  oben  genannten  Zeiträume  orschienena 
Scliriffcn  liat  die  kai-^.  Alvadeiuio  der  Wissenschaften  der  ge- 
sanimten  Literatur  ein  lux  Iisl  n  irhtif^es  und  angenelimes  Gescfaeok 
gemacht,  welches  mit  dt  jn  grösston  Hanke  aufztinehmen  ist,  wobfi 
zui^leii  Ii  noch  besonders  hervorgehubeo  werden  muss,  das«  bei 
all«  ri  einzelnen  Schriften  deren  Preise  In  Fl.  urni  Kr.,  so  %vie  b 
Thlr.  und  iNgr.,  gena^  ariLieL^ehcn  worden  sind.  Die  einzeloei 
Schriften  sind  in  der  2ten  und  iJtcn  Abthcilunp;  und  Iiti  Anhani:« 
Mehr  zweckmässig  naeii  ihren  Verfassern  geordnet»  und  serlaUes 
in  die  folgenden  Abtbeiiungen: 

'  L  Abtbeilang:  Periodwebe  Werke  beider  Clasaen  dei 
kalaeriieben  Akademie  der  Wiaaenecbaftea.  S.  1-^36. 
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II.  Ah t Heilung:  Werke  eiiiieliier  Autoren  und  kleinere 
Schriften.  5.37-41. 

III.  A b t Ii  e  i I u n  u;:  Separat- Abdrucke  aus  dem  Archiv,  dem 
Notizenhiatle,  den  Denkschriften,  Sitzunpfsherichten  und  der  feier- 
lichen Sitzuns?  der  kaiserlichen  Alcndemie  der  Wissenschaften, 
Donie  aus  den  durcli  die  Akademie  herausgegehcnen  Jahrhiichero 
der  k.  Central  -  Anstalt  für  Meteoroloijie  und  ErdmagoetieiBUe, 
netwt  Beilagen  zu  den  2iiUungsbericbten.  6.  42~2Ü6. 

Aubanp;:  Wissenschaftliche  PubÜcationen  der  NovaraoExpe* 
diUon.   S.  297  -300. 

Uclierblickt  man  aber  dieses  300  Seiten  starke  liihaltsver- 
zeichniss,  so  nuiss  man  in  der  That  staunen  über  die  weit  aus- 
uehreitete  und  höchst  fruchtbare  Thätigkeit  der  kais.  Akademie 
in  der  verhältni^smässig  nur  kurzen  Zeit  ihres  Bestehens,  und 
kann  nur  die  Hlchtigkeit  Dessen  von  Neuem  erkennen,  «as  von 
uns  schon   iriiher  bei  anderer  Gelegenheit  hcinerkt  worden  ist: 
(ia.HS  tiäniiich  die  kais.  Akademie  der  ihr  durch  ihren  erhabenen 
Stifter  gestellten  Aufgabe:  tlie  höchste  witiseDschaftliche  Hehürde 
(!es  Landen»  zu  i>e\u,  in  der  schönsten,  einflussreichsten  und  frucbt- 
biingendstcn  Weise  entsprochen  hat.    Jeder,  der  es  mit  den 
Fortschritten  der   Wissenschaften   redlich  raeint,  und   nicht  in 
engherzii^cr  Weise  besonderen  Systemen  huldigt,   kann  nur  aus 
innerstem  Herzen  uGnschen,  dass  es  auch  fernerhin  bis  In  die 
spätesten   Zeiten  der  kais.  Akademie  vergönnt  sein  möge,  ihrem 
«ichtigen  schönen  Zwecke  in  einer  so  fruchtreicheu  und  nahrhaft 
grussarligen  Weise  uie  bisher  zu  entsprechen. 

Tables  generales  et  a  naly  t  i  (j  u  e  s  du  liecueil  des 
Huilctiris  de  I '  A  ca  demie  U  o  y  a  I  e  des  scicnces,  des  let- 
tres  et  des  beaux-arts  de  iicigi(iue.  2»"«  Serie.  Tome 
I  a  XX.    (1Ö57  a  i50(>).   ISruxelles.    Hayez.  Ib07. 

W^ir  verffhlen  nlt  bt  auch  dieses  ein  gute.««  Stuck  mathematischer 
iHid  physii kalischer  Literatur  enthaltende,  187  Seiten  umfassende, 
ion  der  weit  venzueigten  Tfiatigkeit  der  König!,  belgischen  Aka- 
icuiio  der  AVissciischarten  das  schönste  und  rülimlichste  Zeugniss 
jblegende  Inbaltsverzeichniss  hier  anzuzeigen,  indem  wir  bemer- 
ken, dass  dasselbe  besteht  aus  tler  „Table  des  matieres** 
•ag.  1.  bis  pag.  96.  und  der  »«Table  des  auteurs"  pag.  97. 
IIS  pag.  187. 
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Bullettino  ii  t  ßibliogratia  e  di  Storia  delle  gcienze 
matematich e  e  Tisiche,  pubbhcato  da  H.  ßoncompagni. 
Roma.   1868.  4»    ( V  e r g  1. L i  te r.  B e r.  INr.  CLXXXXVl.  6, 5.). 

Tomo  I.  Novcmbre  1868.  8ulla  Epistola  di  PJetro  Pere- 
grino  di  Maricourt,  e  sopra  aicuni  trovati  e  teorie  niagiietiche  del 
üecolo  Xlli.  Memoria  aeconda  del  P.  D.  TiiDoteo  BerteUi 
Baroabita.  (Contiauazione).  p.  343. 

Tomo  I.  Dicembre  1868.  Sulla  Epi^tola  di  Pietro  Pere- 
grino  di  Maricourt,  e  »ojira  aicuni  trovati  e  teorit;  niai^neticbe  del 
secolo  Xlll.  Memoria  seconda  del  P.  L).  Timoteo  Berteiii 
Barnabita.  p.  379.  —  Atinuiizi  di  recenti  pubblicazioni.  p.  421. 
(Auf  diese  421  bis  S.  4411  umfassenden,  mit  sehr  kleiner  Schrift 
gedruckten  „Annunzi"  mnssen  wir  unsere  Leser  ganz  voriu»- 
^ch  aufmerksam  machen.  Dieselben  liefern  ein  so  vollständiges 
Verzeichniss  der  fast  in  allen  Ländern  auf  dem  Gebiete  der  Ma- 
thematik und  Physik  erschienenen  neuen  Schriften,  die  au8ffib^ 
liebsten  Inhaltsanzeigen  aller  Ijetreffenden  Zeitschriften,  der  Me* 
moirt  ii  der  verschiedeiH n  «gelehrten  üesellschalten  u.  s.  w.  n.  a.  w., 
wie  etwas  nur  einigcrmas^en  diesem  Verzeichnis^  nahe  Kom- 
mendes in  keinem  Lande  existirt.  Wir  können  nur  unsere  leb- 
hafteste Bewuuderung  dem  Flclsse  und  der  Sorgfalt  zoUea»  womit 
dieses  Verzeichniss  auf  Grundlai^e  der  rcichslen  zu  Gebote  «fe- 
beiideti  Literatur  zusammengestellt  worden  ist,  und  erkennen  in 
demselben  das  w  ichtigste  jetzt  existirende,  für  jeden  Mathematiker 
und  Physiker  ^aiiz  unentbehrlichem  Hüllsmittel  zur  Kenntniss  der 
neueren  mathematischen  und  physikaii.scheu  Literatur  fast  aller 
Länder  mit  Freuden  an.). 

Mit  dem  gleiehralls  beretts  erschienenen  „Indicedegli  arti* 
e  o  I P'  liegthieinU  nun  in  »ehr  schOner  iysserer  Ausstattung  der  e  r  e  te 
ThetI  eines  periodischen  Werkes  Tollatlndig  ?er  uns,  dorch  wel- 
cbes,  «renn  es  so  regelniässig  und  ununterbrocben  fortscbrekcl 
wie  bisher,  die  Geschichte  der  matbemstiscben  und  physikaliscb» 
Wissenschaften  mehr  gefordert  werden  wird  als  darcb  irgend  de 
früberes  Werlr.  Wir  Icoonen  daher  dessen  berfibrnteni  Hetm  Htr* 
ausgelier  nur  Glficli  wdnscben  so  der  Vollendnog  dieses  mwUm 
Tbeils»  und  im  Namen  der  Wissensebaft  ihm  den  lebbaflesla» 
Danic  aussprechen  für  die  Sorgfalt,  den  Eifer  und  die  jedeoCali 
sehr  grossen  Opfer,  womit  er  sich  dieser  sehr  wichtigen  PuU^ 
cation  hingiebt;  mOge  die  göttliche  Vorsehung  ihm  Kraft  aefaenkcih 
das  herrliche  Weric,  was  sugleicb  seinem  Vaterlande  mr  grOsslM 
Ehre  gereicht,  bis  an  den  spätesten  Zeiten  fortsafÜIhren  I 
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Möi^e  man  hieraus  nun  ah  er  auch  enfnehmen,  wie  gross  un- 
sere Freuiie  ist»  jeUt  auch  8choo  anzeigen  zu  können: 

Tono  11.  Gennaio  1869.  La  vie  et  les  ttftTan  do  Baron 
Gaaehy,  nembre  de  TAcad^iDie  des  sciences;  par  C.  A.  Val* 
son«  Profefiseur  k  la  FacuJW  des  sciences  de  Grenoble;  av6C 
one  pr^face  r!e  M.  Hermite«  membre  de  PAcadämie  des  sciences. 
Ton«  i.  Partie  biatoriquo.  pag»  XXIV  e  m  —  Turne  11.  Parti« 
scientifiqae.  pag.  XXIll  e  178.  ^  Parts.  Gaothier  Villarst 
imprimear^librairo  ole.  Qoal  de«  Aoguatloa*  06.  1868» 
B.  BoDcompagaL 

Die  Herren  C.  A.  Valson  und  Herinite  haben  sich  jeden- 
falls ein  nicht  ü;enug  anzuerkennendes  Verdienst  erworben  dureb 
die  Herausgabe  dieses  gro8sen  zweibändigen,  für  die  neuere  Ge- 
schichte der  roathematiHchen  und  physikalischen  \V issenscbaften 
ungemein  wichtigen  Werks  —  auf  welches  wir  in  dem  „Archiv'« 
noch  besonders  zurückzukommen  hoffen  —  über  das  Leben  und 
die  wissenschaftlichen  \  erdienste  eines  der  grüsi>teu  Älatbemaliker 
aller  Zeiten,  welchem  doch  eigentlich  die  ganze  neuere  Mathematik 
und  raatheroatische  Physik  hauptsächlich  ihre  gegenwärtige  Gestalt 
Terdanken.  Aber  auch  Herrn  B.  Boncompagoi  ist  der  grüsste 
nnd  wärroste  Dank  auszusprechen,  dass  er  sich  der  sehr  ausföbr» 
lieben  Anieige  dieses  wichtigen  Werkes  in  seinem  Bullettino" 
onterzogeo  hat,  von  welcher  die  erste  Abtheilung  hier  vorliegt, 
ood  deren  Fortsetzung  wir  mit  dem  grossten  Verlangen  entgegen 
flebeo.  Jeder,  dem  das  grosse  Werk  des  Herrn  Valaon  aelbet 
nicbt  zugänglich  ist,  wird  hier  mit  dem  gröeaten  Inteieeae  and 
der  wlrmaten  Theilnabme  die  Lebenebeschreibnog  des  grossen 
Matbenatikers  lesen,  die  Herr  Beneompagni  Ton  pag.O.  an  au 
Uefem  angefangen  hat,  in  weleber  ermitReebt«  neben  Caneby's 
grossen  vrissensebaflllehen  Verdiensten,  die  vielen  berrlicben  Eigen- 
schiften  des  Uersens»  des  Gemfiths  nnd  des  Gbarakters«  dnrcb 
wslebe  derselbe  befcanntllcb  so  sebr  ansgeaelebnet  war,  oament- 
licb  aeine  tiefe,  ans  dem  Innersten  Hersen  stammende  Religio- 
sittt»  nnd  die  In  wahrer  Oeberaeugung  wnraetnde  Treue,  mit  wel* 
cber  er  bis  an  seinem  letzten  Athemxuge  seiner  Kirche  anhing, 
hervorsubeben  nicbt  unterlassen  hat  Von  weleber  Freude  mOasen 
die  Herzen  der  beiden  TOebter  Caneby's,  die  ihn  überlebt 
haben,  von  denen  die  eine  mit  dem  VIeomte  Felix  dei'Esca* 
lopier,  die  andere  mit  dem  l>»mte  Alfred  de  Saint-Pol  ver* 
müilt  Ist,  bewegt  werden,  wenn  sie  diese  Lebensbeschreibung 
ihres  grossen  Vaters  leseolt 
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Arithmetik. 

Üntersaehongen  Über  eine  Gleichung  de«  erslei 
Grades  mit  mehreren  ünbelranoten.  Eine  cur  Erlav 
gang  des  Hagietergradea  Terraaete  und  Einer  Boel- 
▼erordneten  pbyaico  •  mathematia^ben  FacultSt  der 
Kaieerl.  Univerait&t  vergelegte  Abhandlung  yop  Karl 
'  Weihrauch.  Dorpat.  Druck  von  G.  Mattieaen.  1869. 

Diose  4^^  Seiten  timfassende  akademische  Schrifl  beliandclt 
den  au(  ihrem  Titel  eeitaiuiteü  (to^cnstand  mit  sehr  grosa»er  Au*- 
ftihrliclikeit  und  in  grosser  Allgemeinheit  mohrfarh  nach  netien 
IjesiohtsjMink-fpn,  und  verdient  rechtsehr,  zu  Rorglälliger  Heac  htfin? 
oniplohleii  zu  werden.  Kaci»  einer  kurzen  Cinieitunc;  besteht  die- 
selbe aus  zwei  Theilen,  niiiuiich:  I.  Theil.  l;  n  tc  r  s  u  c  hoDR 
d  er  Forme  n  ,  in  denen  die  A  ii  I  lüsungeii  enthalten  sind. 
—  II.  Theil.  Anzahl  der  Autlösuncen.  —  Ein  jeder  Rieb 
für  diesen  Gesrensfait*!  der  Algehra  hiterc^sirf  nder  wird  aus  dieser 
Schrift  mannigfache  Belehrung  und  Anreizuni;  Kcii.iplen,  weshalb 
u'ir  dieselbe  nochmals  zu  recht  sehr  verdienter  Beachtung  es« 
pfehlen. 


1^  b  y  s  i  k. 

Zeitschrift  der  österreichischen  Gesellschaft  fir 
Meteorologie.  Uedi  uirt  von  Dr.  C.  Jelinek  und  J.  HaoD. 
(S.  Literar.  Ber.  Mr.  CLXXXXVII.  S.  11.).  Band  IV.  Mr.  9 
bis  Nr.  11. 

Neumayr's  Project  einer  «vissenschafllichen Durchforschung 
Aostraliens.   Vortrag  von  Prof.  v.  Vi  veno  t.   S.  209.  —  Ueher 
die  richtige  Lage  und  die  Theorie  des  Calmengiirtels  auf  des 
Contlnenten.   Von  A.  MOhry.    (Schluss.).   8.  214.  —  Bemer- 
kangen  fiber  das  Messen  der  Waiwerverdunt^tung  in  freier  Luft. 
Von  Prof.  V.  Lamont.  8*  241.   (Sehr  lehrreich.).  —  Die  Orgi« 
nisation  der  meteorol.  Beoimcblungen  in  Italien.   Von  Dr.  Carlo 
M  arangoni.  S.  246.  Sehr  interessant  und  dn  aebr  anziehende« 
Bild  von  dem  grossen  Interesse  liefernd,  u-elcbes  man  in  Italiep 
liberhaujit  der  FSrderung  der  Meteorologie  widmet,  und  von  dts 
hrtchst  anerkenunngswerthen  und  verdienstvollen  Bemfibungeo  do 
Herren  Professoren  Cantoni  In  Pavia,  Gl  od  ig  in  Ddinc« 
Govi,  Maldini,  Schiaparelti  u.  s*  w.;  Director  des  meteo- 
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rologiscben  Centralbüreaus  in  Florenz  ist  Profefisor  Donati 
daselbst.  —  Ueber  Staubregen  und  verwandte  Erschelnunsjen. 
Von  K.  Fritsch.  S.  252.  —  Ueber  den  i.iiifluss  der  atinosjdiä- 
rischcii  iSiitMierschläge  auf  düs  (Grundwasser.  Von  Prof".  Dr.  Wol- 
drioh-  S.  '273.  —  Annli  m  <lK,>on  Nummern  «sehr  viele  intere8- 
»ante  kh'irieru  Mitthciluiii^eii  und  Literatur- Berichte.  Unter  den 
erslcren  niachen  wir  noch  nnfmcrksam  auf;  Jiudget  des  Me- 
teorological  Office  zu  London  (kosten  10,570  Pfd.  Sterl.). 
S.  280.  und:  Budget  der  k.  V.  C  e  n  tr  al  a  n  8 1  a  1 1  dir  Mcteo- 
roloi^ie  und  Er  d  m  agn  e  t  i  i>  nui  s  (Die  hier  luil^cthcilto  (Je- 
ischichte  dieser  »cliüncti  Anstalt,  io  welcher  natiirlic])  dfr  trcfi  liclien 
Männer  von  Bauni  «irartner  und  Vj,  Kreil  befsonders  gedacht 
werden  nuii^.ste,  i^^t  v(»n  groseeni  Interesse.  Kosten  5845  Fl. 
40  Kr.  -f  3400  FI.  -\  847  Fl.  —  Wie  viel  in  Oesterreich  für  Me- 
teorologie geschieht,  i^t  aii8  unseren  verschiedenen  AJittbeilungen 
iia  Archiv  hiniängiich  bekannt.)* 


Statistik. 

(Xlt  EtaMhla«  der  aogenuiBtoii  PoUtlBelieii  Ixltlinefik  n.  ■.  w.) 

(Die  Statittilc  nimmt  hat»pf«är!i!ir'h  Hnrrh  A.  (^uetelet's  Iidrlmt 
\  prdicnstliclie  Untcrsiirfnin^cn  urul  Arlit^iu  ii  inmirr  mehr  und  inelir  die 
Cit^tült  einer  m u  t  ii  ein  n  t  i  s r.h- n  n  t  n  r  \%  i « Men n  r  Ii  b  f  1 1 i  ch  en  üiici- 
^iin  «der  einer  Socialen  rh;»ik''  an,  und  i«t  nicht  mehr  wie 
früher  und  leider  liänfig  auch  jeist  noch,  nkiiientlich  weim  alt  vpe- 
ciell«  Slatirtik  einselaer  LAnder  auflritlt  ein  oft  Mbr  wottes  Oanglo- 
merat  van  Zahlea,  welche  an«  nur  damit  bekanat  maeliaa,  wie  viel 
Scfaaciilfir  nad  Srhntter  in  jeder  Stadt  sind  n.  dergl.;  die«albawird  Idg* 
lieb  taehr  eiaa  be^oadere  Datnftna  dttt  Malbauiaiiketa  and  Phyiikera, 
lind  L i etat  fiir Haida  ein  beiandercs  sehr  groskCN  Iiiteroase  dar,  so  ^ixuh  die 
hiiherigen  Rogenonntcn  Herren  Statialiker,  iatnfern  deren  wiHaensrhtifilirhe 
Rildung  nicht  anf  einer  durchaus  miithcnintiiirhcn  und  |ihy«ikiilif<chen 
(JrundlnjGre  ruhet,  «ich  fiirdrrhJn  vtui  der  Itehandliin^  djt'srr  Wistrn« 
«chuft  in  «ehr  I>r(»rheide»cr  und  rrsjje«:Ut'«l|pr  Koriir  hiiliin  niirsnen. 
Da«  Archiv'  rrkrniit  e»  daher  —  namentlich  nnrh  mit  lim  Iii  nnf 
die  proMsc  Aiixnht  fiiot  täf^lirh  tiei  uns  eintrehender  suiliiiti«i-her  Schriften 
—  aU  eine  nicht  mehr  ahsnweicende  Mothwendigkeit  an,  unter  die  hia- 
herigaa  RabHkai  «aiaer  Mtemritchen  Berichte  die  bctondere  Ra1»rikt 

S  t  ii  t  i  ä  t  1  k 

aiifsunehmcii.  >*i»*  von  jet«t  nn  peRchchcii  wird.  —  Niitiirlich  werden  vor- 
zng^nweiic  nur  ^ulclic  Scliriflcn  Hcachlnn^  linden,  welche  itithr  oder 
weniger  eine  mathenjatiMche  Tendenz  kiaben,  wenn  auch  ahdichtlich  — 
am  eine  grütsera  Freiheit  xn  wahrea  — >  nicht  die  betchräakende  lieber* 
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•rlirifl:  „MMthema  tische  Statistik**  gewählt  worden  uL  Anr'. 
Sdirillra  fibwr  die  iogeavanta  PelllUeh«  Arilbnetik  war^a,  m 
wirhiar  «la  fAr  alte  Mal  hemerkent  fefBerhiajalat  meialaM  nalar  4ia«U(i 
Rubrik  geateill  wefdea,  —  Diea  anr  Erkliniaff  dieaav  aeaea  Rakik). 


Sterblichkeit  u  n  d  V  er»  iche  rn  n  w  es  en  neu  behan- 
delt von  Dr.  Hermann  Schefller,  Haurath  und  Kesrie« 
rungs-Komniissär  bei  der  Braunsch  weibischen  Allge- 
meinen Vergieherungsanstalt.  Mit  16  in  den  Text  eis- 
gedruckten  Holzstichen  und  zwei  I  i  t  h  o  ^  ra  p  h  irten  Ti- 
felo.  Brauuacb weig.   F.  Vieweg  und  ^obn.   JböB.  8^. 

0M9  dw  B«rechiiiiiig  der  Storbliehkelt  und  dto  Henldlag 
der  GrandlagVD  dieser  BerechouDg  neeh  Viele«  in  fiünechea  fibrig 
laseee»  tat  bekanot  genug.  Der  Herr  Verfeeeer  dieecr  iicfc 
anemr  Meinong  eebr  leseiwwertiieii  Scbrift  bat  daher  die  bii* 
herige  Aaffaeeang  des  Stetbliehkeito*  opd  VeriineongssfiMltii 
als  einer  VetSaderong  mit  inrtermittirender  oder  perU4i« 
aeher  Wirkung  Teriaeeen  und  daffir  ein  atetig  wirkendes  Ver- 
Snderungageaets  an  die  «Stelle  geaetit,  wodnreh  aleh  l9rdM 
Veraicherungaireeen  Independente  geaehloaaeDe  Feiadi 
ergeben  habea»  welche  vor  den  fiblichen  Rekuraiooafftraeia 
naaehen  Vertheil  verana  haben.  Daaa  der  Herr  Verfaeter  die 
Anwendung  der  Principien  der  Wahracheinlichkeiterechnnng  ^ 
laieden  hat,  Tieinebr  alle  praktieehen  Fragen  nnmittelbir  «f 
Grund  der  leichter  veratiodlicheii  Geaetse  der  groasea  ZikUi 
hehandelt  hat;  halten  wir  für  heeondera  verdienatiich,  da  bieHmi 
gewiea  auch  der  Leeerkreia  der  Terdiensfllcben  Schrift  weeealfid 
erweitert  werden  wird,  waa  aehr  au  wflnechea  iat  Auch  die  b» 
gegehenen  eilf  Zahl enta bellen  sind  eehr  verdienatlich,  od 
geeignet,  der  Anwendung  der  in  dem  Buche  entwickeltea  ThMne 
Eingang  au  ▼erachaflen.  Um 'tu  aelgeo,  wie  eingehend  derBerr 
Verfaeeer  aeinen  Gegenetand  bebandelt  hat»  theilen  wir  aadi- 
stehend  den  Hauptinhalt  mit;  j.  1.  Verlahren  hei  ErmilUttng  da 
Sterblichkeit  2.  Vergleichung  der  bekannten  SterblickkdU- 
tafebi  unter  einander.  Mittlere  SterblichkeiUtafel.  {.  3.  BeiickMS 
awlschen  der  Sterblichkeit  und  der  BeTÜikemng;  (.  4.  ZiM*i- 
ainsrechaung  nach  neuen  Formeln.  §.  fi.  Die  mittlere  Ldbetf- 
dauer.  {•  6.  LebensFersichernng  anC  Beitrags*  und  auf  Kapidt- 
luss.  7.  Berechnung  der  Lebenavetaicherungen  ohne  btegn^ 
reehaung.  —  NKbemngsformeln.  {.  &  Altersrenten  und  Ah» 
Terslcherungen  auf  Beitrage-  und  auf  Kapitaifuaa.  f.  fiL  SterUidki 
▼erhundeaer  Paare.  {•  10.  Veraicherangea  auf  ein  isihiuiiiMi 
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Leben.  —  Ueberlebensrenten,  Wittwenpenvionen.  —  Ueberlebeiw« 
rersicberungeo.  {.  11.  Allgemeine  FormuIIrung  einer  Versicherung. 
{.  13»  Einnchtun{^  der  Formeln  für  den  Gebrauch.   §.  13.  Berecii* 
Dung  der  Hülfsgruseen  und  HOlfstafeln  für  eine  Geeellecbaft  von 
mittlerer  Sterblichkeit.   {.  14.  Berecboiiog  der  HOlfegrOseeD  nad 
Hulffitafelo  für  eine  Geeellschaft  von  auegerachten  VerRichereran 
und  mittleren  Versicherten.   §.  15.  BececlMiiiig  der  Uaifsgröeseii 
und  Hulfiitafela  filr  ein«  Gesellschaft  von  ausgesuchten  Versiche- 
reren' uud  aisgeeechteD  Versicherten.    {.  10.  GrQndunt^  einer 
Versicherungsanstalt.  —  Tarif.   {.  17.  Beispiele.   }.  18.  Prüfung 
des  Vermfigensbestandes  einer  Anstalt  —  Guthaben  eines  Mit- 
gliedes.  §,  19.  üebereclittssvertheilung  nach  dem  Guthaben.  §.  20. 
UebersebiitsTertbeilung  nach  der  Geldarbeit  aller  früheren  Ein- 
zahlungen.   {.  21.  Ueberschussvertheiinng  nach  den  laufenden 
Beitrügen.   {.  22.  Verwaltung  der  einzelnen  Versicherungsklassen. 
§.  23.  Folgen  einer  falschen  Sterblicbkeitstafel.    {.  24.  Ankauf, 
Umschreibung  und  Herabsetzung  von  Versicherungsurkunden.  {.  25. 
Verzicht  auf  den  Ueberschussantbeil.   §.  26.  Die  Kinderversor* 
gongskassen.    Zahlen-Tabellen.    I.  Erste  Aufstellung  der 
mittleren  SterblicbkeitAtafel.    11.  Korriglrte  mittlere  Sterblichkeits- 
tafel.   III.  Ergebnisse  der  Volkszählung  im  Herzogthume  Braun- 
schweig.   IV.  Zusammenstellung  der  mittleren  Lebensdauer  nach 
25  Sterblichkeitstafeln.    V.  Grundtafel  A.  einer  Versicberungs- 
gesellschaft  von  mittlerer  Sterblichkeit.    VI.  Grundtafol  R.  einer 
V^ersicherungsgesellschaflt  von   ausgesuchten  Verstchereren  und 
mittleren  Versicherten.    VII.  Griindtafel  C.  einer  Versicherungs- 
gesellschaft von  ausgesuchten  V ersicbereren  und  ausgesuchten 
Ver.si Charten.    Vlli.  Tarif  für  eine  Lebensversicherung  von  100 
Thalern.    IX.  Tarif  für  eine  Wittwenpension  oder  üeberlebens- 
rente  von  10  Thalero.    X.  Tarif  für  eine  Leibrente  von  10  Thalern. 
XI.  Erf^finziin^stafel  D.  für  Ueherlebensversicheningen  bei  aufge- 
suchter Sterblichkeit  der  Versicherer  und  Versicherten.  Berich- 
tigung,   t  iguren  taf  e  In  :    I.  Bildliche  Darstellung  von  26  Nterb- 
licbkeit«tafelA.    2.  Bildliche  Darstellung  der  SterblichkeiUver- 
bältolMe. 

Jonrnal  deeCollegiums  für  LebeDs-Verelcberangs- 
WleeeDschaft  zu  Berlin.  (Meo  vergl.  LUerar.  Ber.  Mr, 
CLZXXXVII.  S.  3.). 

Erster  Band.  III.  Heft.  Der  Inhalt  dieses  Heftes  der 
vorliegenden  sehr  beachtenswerthen  Zeitschrift  ist  fol^^ender: 
Ueber  die  allgemeine  iNatur  des  Geburts-  und  des  Sterblichkeits- 
verbältnisses.  Von  G.  Hopf,  Finanzrath  und  Director  der  Lebens- 
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vergicherun^sbaiik  lur  Deutschland  in  Gotha.  S.  109.  (Sehr  lehr- 
reicher und  der  sorgfältigsten  Bcachtuni^  recht  sehr  zu  enipfeb- 
leiider  Aufsatz.)  —  P*»tition  des  Colleuinins  für  Le bens- Versiegle- 
rungs •  Witjsenschaft  zu  Uerlin  au  das  Haus  der  AI»geordneter- 
Beschlo8sen  in  der  iSitzung  des  Cnllepiums  am  6.  Febmar  l^f"* 
S.  14t?.  —  Entivurf  einet»  Gesetzes,  betreffend  den  <Joschäftsverkebr 
der  Versicherungsanstalten  (Beilage  tu  der  vorbergebeiideo  ^e- 
titieii").  jS.  171. 


.  Vermischte  Schriften. 

Anriali  di  Matematica  pura  ed  applirata,  direttt  da 
F.  Bri  ()  s(  hi  e  L.  Creme  na  (Presse  \\  R.  I  s  tituto  Teenico 
Superiore  de  Milane)  in  continnaz  i  oiie  de^li  Annali 
ßia  pubblicati  in  Honia  dal  prof.  Tertolioi.  4^.  (S.  Liter. 
Ber.  JNr.  CLXXXXV.  S.  16.). 

Serie  II«.  Tomo  W.   Pascicolo  3«».  (Dlcembre  186&V 

Jordan:  Memoire  sur  !es  groiipos  de  mouvenients  (rofiti. 
nuazione).  p.  177.  —  Geuocchi:  Intorno  ad  un  teorema  di 
Cauchy.  p.  216.  —  Cayley:  Addition  a  la  Note  sur  (ju» Jques 
torses  scxticjues.    p.  —  Heye:  Sopra  le  curve   gohbe  di 

quart'  ordine  e  prima  specie.  (continuaxione  e  üne).  p.  222.  — 
Tloberts:  Sur  l'exj>ressinn  la  plus  binipU'.  de  certaines  fontions 
des  differences  «ics  racines  d  uue  equalit*!»  du  cinqui^tuf^  «^egre. 
p.  224.  —  Beltrami:  Teoria  londanientale  degli  <li  ciirva» 

tura  costante.  p.  232.  —  Geuocchi:  Intorno  ad  atcune  toraie 
d^numeri  primi.    p.  256. 

Giornaie  di  Mateniatiche  ad  nao  degil  atodeatt 
delle  univeraila  italiane,  pobblicato  per  cnra  del  Pra- 
feaaore  O.  Battaglioi.  Napoli.  (S.  Literar.  Ber.  Nr. 
OLXXXXVl.  S.  15.  Auf  dieaer  Seite  iet  SS.  9.  v.  o.  atatt  ..Nova« 
lu  aetaen  „Noova".) 

Marzo  e  Aprile  1869.  Intorno  ai  sistemi  di  rette  di  3*. 
grado;  per  G.  ßattaglini.  p.  65.  —  Sulla  deterniinazione  delle 
costanti  arbitrarte  negl'  intcgrali  dcllc  equazioni  lineari  cosi 
differenziali  che  a  differenze  finite;  per  N.  Trudi.  p.  7& 
—  Annunzio  Bibliografico.  pag.  07.  —>  Sopra  un'  equazioae 
de!!'  8'^  grado;  per  G.  Yung  ed  A.  Armenante.  p.  98.  — 
Nuova  dimostrazinnc  de!  teorema:  due  curve  punteggiate  proietti* 
vamente  souo  dello  bteaso  gcnero;  per  E.  Ii  er  t  in  i.   p.  105. 
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Nofn  Ropra  clue  teoremi  del  sig.  Mannheim;  per  E.  d'Ovidio. 
p.  107.  —  Lettera  del  prof.  Rnbini  al  Redattore.  p.  III.  — 
Suile  somme  dei  divisori  dei  numeri;  per  C.  Sardi.   p.  112. 
Comxioai.  p.  116.  —  Salle  progreasioni;  par  N.  Jadaosa.  p*117. 

Tidsskrift  Tor  Mathoniatik.  Udvrivet  af  Camillo 
Tychaen,  Anden  Kae[.;ke.  Fjerde  Aargang.  Kjoben« 
bavn*),  Otto  Schwarte's  Forlag.    18C«.  8". 

\\\v  niu8sen  uns  für  jetzt  bej^niigcn,  unsrrn  Le.-^er  nur  im 
Allgemeinen  auf  den  vorlie£*enden  Jahr^'anj»  dicaer  dänischen 
Zeitschrift  aufuierksani  zu  machen,  welche  vorzuusweise  der  For- 
derufii;  des  mathematischen  Unterrichts  gewidmet  ist.  Dieselbe 
enthalt  eine  nicht  geringe  Anzahl  sehr  wcrthvoller  Aufsätze,  wie 
z.  B.  einen,  heachtenswerthe  Bemerkungen  über  <lic  Anwendung 
der  Hyperbel  zur  Drcitlieilung  des  Winkels,  und  die  Beschrei- 
bung eines  hie/u  geeigneten  Instruments  enthaltenden  Aufsatz 
von  Herrn  Adolph  Steen.  S.  I.;  —  ferner  die  Fortsetzung 
einer  früheren  Abhandlung  enthaltenden  Aufsatz  über  das  triÜ- 
"eare  Coordinatensvstem  von  den»  sei  he»)  Herrn  Verfasser. 

C\.\  —  einen  Aulsntz  über  die  Ureitheiinn.:  des  Winkels  und 
das  eiiiii;eschriebene  \  iereck  von   Herrn   Oberlehrer  Broager. 
S.  113.;  —  einen  Aulsatz  über  die  Integration  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen der  ersten  und  zweiten  Ordriung.    S.  163.;  — 
und   vieles   Andere,  was  wir  der   Beschränktheit  des  Raumes 
uegen  hier  nicht  Alles  namhaft  machen  künnen.    Ganz  vorzüg- 
lich reich  ist  aber  auch  diese  Zeitschrift  an  meistens  sehr  instruc- 
tiveu  mathoniatischen  Aufgaben,  welclie  wir  zu  spateren  Mtuhei- 
lungen  in  unserer  Zeitschrift  zu  benutzen  nicht  unterlassen  werderi. 
Auch  die  Mittlieilung  der  bei  den  Abgangsprüfungen  auf  den  ver- 
schiedenen danischen  Lehranstalten:    Gelehrten -Schulen ,  Keal- 
schuien  ^   Forstiehranstalt,   polytechnische  kScbule,  f^lilitarschule 
\i.  B.  w.  vorgelegten  mathematischen  Aufgaben   ist  vou  grossem 
Ititere^Bef  und   liefert  jedenfalls  ein  oehr  erfreuliches  Bild  von 
dem  Zustande  des  mathematischen  Unterrichts  auf  alleo  diesen 
f^ehranstalten.    Auch  Literarische  Mittheilungen  enthält  die  ver- 
dienstiiche  Zeitschrift,  auf  welche  wir  unsere  Leser  recht  sehr 
aufmerksam  zu  machen  nicht  uiiterlasaeu»  weitere  MittheiiuDgen 
uos  vorbehaltend. 

Bolletln«  de  rAead^mle  Royale  des  eclencea»  dee 
lettrea  et  daa  beaaz-arta  de  Belgi4|aa.  (Vergl.  Liter. 
Ber.  Nr.  CLXXXVIII.  S.  14.). 

*)  Um  fiir  ,,0*'  ZU  «etzeude  durcb«tricheae  „o^*"  int  Iiier  ia 
ier  Uruckerei  utcht  forhuodea. 
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36*«  Ann^e,?  2«^  S<r.,  T.  XXIV.    Bolide  »bfcrr^  le 
II.  Jain  1867;  comniunicatloii  de  M.  Ad.  Quetelet   p.  Ih.  ~ 
Orage  remarquable  k  Gand  dans  la  nuit  du  2  au  3  juio  1867; 
coniniunication  de  M.  Ad.  Quetelet.    p.  l'J.  —  Sur  la  tranKfor 
natioii  d'uii  cylindre  liquide  en  sphdrea  iaolees ,  par  M.  l  elii 
Plateau,    p.  21.  —  Sur  les  ora^'en  des  niois  de  juln  et  juillet 
1867;  coniniunication  de  M.  Ad.  Quetelet.    p.  114.  —  Obser- 
vations  des  ♦-toiles  Glantea,  faites  au  nioi«  d'aüiil  1867,  a  l'Obser- 
vatuirc  de  liruxclleis;   canimunication   de    M.  Ad.  Quetelet. 
p.  287.  —  Observation»  des  etoilea  filantes  faitea  k  Uand  di  9 
au  12  aoAt  1867;  par  M.  Dupres.   p.  289.  —  Obaervatlona  des 
steiles  filantea  faites  k  Louvain  da  11  «o  13  aoAt  1867:  par  HP. 
Terby.   p.  290.  —  ObMrvatloM  des  dtoUe«  filante«  fUtei  4 
Roroe  da  0  «a  10  aodt  1867;  par  M»«  ScarpelUnL  (Lettra  k 
M.  Ad.  Q««t«l«t).  p.  295.  —  ObamatioDS  das  dtollMi  flaatei. 
faitea  dv  9  aa  13  aaAt  1887»  i  Moateaiieri  (pvto  da  Tario),  pv 
M.  F.  Danaa.  (Lettra  i  M.  Ad.  Qaetalet.).  p.  2!I7.  —  Ora* 
gaa  dea  mala  d'aaAl  at  aeptaaibra  1867,  anaotda  i  rObaertataif« 
royal  da  Bmzall^.  p.  300.  —  Drages  abaerrdaa  k  Laovaia,  de> 
pala  la  19  joUlet,  axdoslvanaaf,  josqa'a«  13  aaptambra  1867,  pv 
R  Terby.  (Leltra  k  M.  Ad»  Qoatalat.).  p.  aOl.  -  IM- 
rare  Baobaehtaagan  vaa  Gawittara  uad  Mataaraa  in  GaaiWaii 
▼an  Harra  C,  Malaiaa.  p.  304.;  in  Gant  Ton  Uaml  A.*C.Nayi 
fi.  306.  $  ia  Brflaaal  too  Hatra  MarcbaL  p.  313.  —  Obaarratitii 
ndtdarologiqaaa  borairaa»  faitaa  k  Madtea,  pandaat  la  aoliiiN 
d'dtd  da  Taaada  1887;  par  M.  Ragana.  (Lattta  &  U  Ad.  Qis- 
tele  f.).  p.  300.  —  Tbdorla  aanvalia  da  maavamaat  d'aa  carpslilra; 
par  F«  Folla.  p.336.  Oanzl^ma  Parti  at  Manvanantd'aaesfpi 
libra  daaa  toata  b  anitada  tampa.  Traial^ma  Partie:  TbMe 
da  naavaniant  d*nn  corps  gtfad.  —  2**.  Honvameat  d'nncsrpi 
aallde  aatonr  d'aa  paint  fixe.  3"^.  Applieatian  da  Is 
mdtbada  ans  prablAnea  daaa  leaqnala  ob  lianteoaipte 
da  frattament  Die  ernte  AbUtailaog  dlasaa  Memolrea  &  ■* 
BaUatinat  3^  adria,  tarne  XX.  n«.  8.  —  ^tollaa  fliaates  da  wStm 
de  aovambre  1887  et  dtat  de  ratmoapb^re  k  la  ndoM  dpaqea;  p« 
Hl.  Ad.  Quetelet.  p.809.  —  ObservatioDs  fattss  k  Lonfsbi  m 
lea  dtoilea  filantea  da  Bovambra  1867;  par  M.  F.  Terby  CM» 
i  M.  Ad.  Qoetalat.).  p.  510.  —  Ltatea  des  oragaa  obssnr^ 
ä  Loovain  peodant  le  moia  d*octobre  1867;  par  le  mdne.  p.  SIX 
—  Obaervatioaa  &ites,  a  Moocalier«  des  etoiles  filantea  de  do- 
vembre  1867,  par  M.  Fr.  Denza.  (Lettre  k  M.  Ad.  QoetelaL). 
p.  513.  —  Oragea  obaervöes,  ä  Malinea.  ea  1866  et  1867,  par  H. 
fiernaerts.   (Lettre  M.  Ad.  Qaetelet).   p.  515.  —  Note  aar 
le  peovolr  dispersif  do  l'air,  par  M.  Cb.  MoatlgBy.  p.  58 
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(In  astronomischer  Rficksfcht  bemerkt  Herr  Montic:ny  —  nasich 
hier  hervorheben  will  —  dass  da«  Dispersinns  Vermögen  Her  Atme» 
Sphäre  nicht  ohne  Einfluss  ist  auf  die  Hestlnnimng  der  Hefraction 
für  Sterne  von  verschiedener  Farbe,  die  in  grossen  Zentthdistanzen 
beobachtet  tverdea;  er  findert  daher  die  Bradley'sche  liefrac- 
tioMformei  für  verschiedenfarbige  Strahlen  in  folgender  Weise  sb: 

Rother  Strahl:  r  =  60",  263.  tang(Z  — 3,25. r), 
Gelber  ^  r  =  60",  666 .  tang(Z— 3,25.r), 
Grfioer  „  r  «  60^,  855 .  tang  ( Z  —  3,25 .  r), 
Blauer  r  s  61"»  101 .  tang(Z— 3«25.r>. 

G. 

37"*  Annee,  2»"«  Serie.  T.  XXV.  Sur  la  loi  statititiquo 
des  taiiles  humaine.s ,  et  Rar  la  regularite  que  suit  cette  loi  dans 
soD  developpemcnt,  ä  chaque  age;  par  M.  Ad,  Quetelet. 
p.  142.  —  Sur  un  memoire  cnneeroant  la  theorie  g^ntfrale  des 
Ugues  tracees  sur  une  surface  (juelconque;  par  M.  Pb.  Gilbert. 
Rapport  de  M.  Eug.  Catalan.  (Die  Abhandlung  wird  in  den 
Memoiren  der  Akademie  gedruckt.)'  P«  184.  —  Note  sur  la  publi- 
cation  du  tome  XVIIl  des  Annales  de  robservatoire  royal  de 
Bruxelies,  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  187.  —  Sur  l'ensemble  de 
traveaux  entrepris  par  M,  Z  an  te  d  e  e  fi  i  depuis  plu«s  de  quarante 
an8,  sur  les  teiiiperature«  terrcstre«  dans  les  environa  de  Venise 
et  de  Padoue;  note  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  189.  —  Sur  Väge 
et  Tetat  civil  des  mari^s,  en  Belgiqae,  pendant  le  dernier  quart 
de  si^cle  (1841  ä  1865);  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  227.  —  Sur 
quelques  propriet^s  des  trajectoires;  par  M.  Ph.  Gilbert,  p.  288. 
—  Sur  la  nature  de  la  gr^le  et  les  principales  circonstances  qui 
iecempagneat  ce  pb^eonitoe  «tnospherique ;  par  M.  Tabbe  A. 
Lecomte.  p.  440.  —  Note  snr  la  eeiotiliatioo  des  etoiles;  par 
IL  C.  Mootigny.  p.  631.  —  Snr  la  division  des  angles  et  rin* 
ieiiptibiiit^  des  polygones;  par  M.  fi.  Speelman.  p,  605. 

37«M  Ane^e»  2»«  Serie.  T.  XXVI.  Sur  les  phdnomiiMs 
p4ilodiques  en  g^ntfral;  par  M,  Ad.  Quetelet;  p.  190^  —  Die* 
cossion  des  observatlons  d'dleetricltd  atmospbdriqiie  recueillles  k 
Gaad*  et  comparataon  cntre  ees  ebservations  et  eetles  faltas  en 
d'antres  lieux;  par  H.  F.  D apres,  p.  144.  —  Note  sur  les  sur* 
iaces  orthogonales;  par  M.  E.  Catalan.  p.  180.  —  Ddtermina* 
tiea  de  la  diffdrence  de  longltude  entre  les  Observatoires  de  Leyde 
et  de  Brazelles  (anx  nieis  d*aoAt  et  de  septembre  186Q.  Mit- 
theiluag  von  Herrn  Ad.  Quetelet  |>.  263.  —  Snr  les  chutes 
d'aCiolithes  en  1668;  note  de  M.  Ad.  Quetelet   p.  266. 
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BiUtheilttngefi  Aber  Meteore,  Sternschnuppen«  Gewitter  vo»  4m 
Herren  Ad.  Quetelet,  Terby,  M«^.  ScerpellinU  Malftise. 
Bernaerta,  Bellynck  in  Biieren  an  Herrn  Ad.  Qnetelet 
p.  1270  bia  p.  289.  —  Paaeage  de  Mercore  aar  le  aoleil,  vhmtmi 
k  Brozellea,  le  5  novembre  1868.  p.  384«  —  Note  aar  le«  etoilei 
filantea  da  mola  de novembre  1868,  par  M.  Ad.QneCelet.  p.m. 
—  l^toilea  filantea  k  Newr- Baven  (^tata^Uoia).  Lettre  de  M.  8. 
A.  Newton  i  M.  Ad.  Quetelet.  p.  444.  —  Sur  la  tb^orie  de 
la  rooe  Poncelet,  par  M.  F.  Folie,  p.  453.  —  R^marqoee  et 
rdclaroationa  faitea  par  M.  Aouat,  relativement  an  Memoire  dt 
M.  tiilbert  aur  la  thdorie  gdndrale  dea  Itgnea  tracde«  snr  ane 
aorface  quelconque.  p.  471.  —  Reponee  aox  obeerratiooe  dt 
M.  I*abb^  Aonet,  par  M.  Pb.  Gilbert  p.  48a  Physitpie 
sociale.  Sur  Tborome  et  le  ddveloppement  de  see  facolt^;  ptf 
M.  Ad.  Quetelet  p.  41)6. 


Upaala  Univeraiteta  Araakrift«  Upaala,  tryekt  bea 
Edqniat  &  Bergluod.  (Upaala Stockholm  hos  Ad. 
Boonier.).  8^. 

Heber  diese  treffliche  find  vvichtiije  Ärsskrift"  ist  im 
Allgemeinen  im  Literar.  Ber.  iSi  r.  CLV.  S.  14.  von  ans 
bericlitet  worden,  worauf  wir  uns  also  hier  beziehen  können;  der 
Inhalt  der  Jahrgänge  bis  einschliesslich  1805  ist  im  Li  tcrar. 
Ber.  Nr.  CLXXVIII.  S.  18.  angezeigt  worden.  Jetzt  liefen  uns 
wieder  zwei  neue  Jahrgänge  vor,  über  die  wir  im  Folgeudeo  kars 
berieb  teo. 

Jahrgang  1866.   Oni  Spektral  aoalys,  af  Hob.  Tbaiea. 
Ueber  diese  auch  in   beaonderem  Abdruck  erschienene, 
Neuem  an  sorgfSlligster  Beachtung  sehr  zu  empfehlende  in  jeder 
Beziehung  ausgezeichnete  Schrift  ist  von  uns  schon  im  Liter. 
Ber.  Nr.  CLXXXIU.  S.  14.  berichtet  worden,  worauf  wir  uos 
an  verweisen  erlaaben.  —  Bidrag  tili  de  Definita  Integra- 
lernea  Tfaeorl  af  IV.       Johanaon.    Diese  gleichfalls  sehr 
au  beachtende  Abhandlung  betrifft  In  ihrer  ersten  Ahtheiiai^ 
die  Daratellang  bestimmter  Integrale  darcb  unendlicbe  Prodocte; 
in  ihrer  t weiten  Abtheilnng  die  Darstellung  bestimmter  Integrale 
dnrcb  noendlicbe  Reiben. 

Jahrgang  1867.  Alle,  welche  sich  fUr  den  bekaontficb  Ii 
neuerer  Zeit  ?orsflglich  von  eoglischen  IMathematikem  aebr  aee- 
gebildeten  aogenannten  Operationaealcnl  Intereaairen,  maeben  vir 
recht  aebr  auf  die  in  diesen  Jahrgänge  eotbattenen  MBtndierl 


t4ierarltcher  Htrirht  CLXXXXVUl. 


17 


UperACionskalkyleii  «f  C»  F.  B.  Bförlinip**  «ufaierkMin, 

vml'empfehleii  die  verschieden eo  schönen  Anwendoogen,  welche 
Herr  0.  F.  £.  Bju  rling  vort  •lieaem  symbolbchen  Caicul  io  diesen 
yyStudien"  aaf  partielle  Differentialgleichuogen,  bestimmte  Int»' 
l^rale  and  Reiben  gemacht  hat,  recht  sehr  aor  Beachtang»  isdeni 
Wn  ans  hier  der  Bescbrftoktheit  des  Raumes  wegen  begoOgea 
infissen,  tu  bemerken,  dass  die  sehr  beacbtenswerthe  Abhandlong, 
ausser  einer  Einleitunc^,  aus  den  drei  folgenden  Kapiteln  besteht: 
I.  Partiela  Differential-equatioosr«  11«  Operationssym- 
boler  ocb  definita  integraler.  Operation^isymboler  och 
serier.  -  Komet  VI.  1863.  Af  P.  «.  Ros^n.  Eine  sehr 
sorgfältige  Berechnung  dieses  Kometen  mit  sehr  beachtenswertben 
allgemeinen  analytischen  Entwickelangen(}.0.— §.  12.)  überfinckes 
bekannte  Methode  zur  Berechnung  der  speciellen  Störungen  (m.  s. 
s.  B.  Astronomische  f^acbrichten.  Nr.  791,  702»  814.). 

Wir  sehen  der  Fortsetzung  dieser  trefflichen  „Ärsskritt" 
mit  Verlangen  entgegen^  und  werden  die  neuen  uns  zugehenden 
Jahrgänge  jederzeit  so  bald  als  irgend  mugiich  anzeigen. 

Acta  Uuiverititatis  Lundensis.  Lunds  Universitets 
Ars-8krirt.    Lund    Berli.ngska  Bocktryc keriet.  4** 

Das  Allgemeine  äber  diese  treffliche  „Universitets  Ars 
Skrift*'  ist  schon  im  Literar.  Ber.  Nr  (  LXXXVII.  S.  9.  bei 
Gelegenheit  der  Anseige  der  Jahrgänge  Iij64  und  1865  gesagt 
worden,  woraul*  wir  uns  daher  zu  verweisen  erlaeben»  Indem  wir 
uns  freuen  hier  wieder  zwei  neue  Jahrgänge  anzeigen  zu  können. 

1«  Lunds  Universitets  Ars-skrift  for  Är  1866.  Afdel- 
aingen  fOr  Mathematik  ocb  Natu rv etenskap.  (Utgifven 
mea  bitrftdeafPbysiographlskaS&lUkapetiLond.).  4<». 

Dieser  Jahrgang  enthält  nur  die  folgende  in  den  Kreis  des 
Archivs  geh«irende  Abhandlung:  De  p  r  op  rie  tati  it  u  s  scrioi 
barnionica<^  cum  quadani  hu  jus  tabula,  a  C  J.  Dt  8oii 
■111,  welche  in  ntehrfacher  Rücksicht  von  Interesse  ist,  und  auch 
eine  „Tabula  harmouica*'  snr  8ummation  der  harmonischen 
Reihe  liefert. 

Lands  UniTersitets  Irs-skrift  fOr  Ir  1807.  Afdel 
nlagenfOr  Matherottik  oeh  Natarvetenekap.  (Utgif?en 
med  bidrftde  af  Physiographiaka  sSllskapet  i  Land.)  4<>. 

Dieser  Jahrgang  enthält  die  folgenden  hierher  gehurenden 
Abbandlangens  De  fancti<mibos  rationaliter  Logarithmis 
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iategfandis  et  Bpe^iatim  de  derivatis  Lammatsa  % 
€•  9.  Bt  S«m  Hill.  —  Planet  •Obsarvatlooer,  aastilUi 
kw  1867  p&  Lands  ObaerTatorinnit  redncerade  och  san 
maaatsllda  af  Axel  Möller« Bestftmning  af  PolhSj4«i 
fSr LondsObaerTaterinmmedelst  observationer  i fCrsU 
vertikalen  af  BMaud.  Diese  Abbandtasg  Ut  nickt 

bleas  in  praktischer  Beaiehung,  sondern  auch  wegen  der  in  ibr 
gegebenen  tbeeretiseben  BntwickeloDgen  über  die  angewanate 
Mekbede«  nlmlicb  über  die  eebr  wichtige  Metbode  der  Polb&bM- 
Bestimninng  durch  Beobaebtnngen  Im  ersten  Vertikal,  toq  loto- 
resse»  and  verdient  als  ein  Mnsler  für  selche  PolhOhen-BMfin* 
orangen  empfehien  an  werden. 

I\I  ittlietlangen  der  naturforschenden  GeseHschaf: 
in  Bern,  aus  dem  Jahre  18{i8  Nr.  654—683.  Mit  eiocr 
Tafel.  Bern.   Üuher  k  Comp.  1869. 

Die  sehr  verdienstlichen  Mitthellnngen  der  genanntes  b^di- 
achtbaren  Gesellschaft  ans  dem  Jahre  1865  sind  Im  Litetar. 
Ber.  Nr*  CLXXXXVI.  S.  16.  angeseigt  worden;  die  Jabigi^e 
1866  and  1867  sind  uns  leider  nicht  sugegangen;  deate  mehr  bodbi 
wir  ans,  den  hierher  gehörenden  lohalt  des  so  eben  an  uu 
langten  Jahrgangs  1868  nachstehend  aasnseigen. 

Pcrty:  (Jeher  Georg  Forster,  Coolc's  Begleiter  auf 
der  Entdeckunj»srei8c  von  1772 —  75.  —  Perty  :  D  i  e  A  n  • 
ueFMlur)j!;(jes  iMikroskopesaufdie  Erkennt niss  derM ine* 
ralstruktur.  S.  25.  —  CJ.  Otth:  üeber  eine  interniltti* 
Ten  de  optische  Täuscliung.  S.  70.  —  H.  T%ild:  üebef 
di  e  Li  ch  t  a  h  s  o  rp  t  i  (Hl  der  Luft.  S.  113.  —  lä.  ttrangralörtä 
Beitrae;  zur  Auföteliung  einer  allgemeinen  Formei  für 
die  gleichförmige  Bewegung  des  Waasers  in  Ranäles 
und  Flüssen.  S.  164. —  Schwarzenbach:  UntersucbiBgei 
über  die  Luft  in  öchulaimmero.  S,  226* 


8#i^ltig  n  bcaehteade  Beriehtigiig  u  ta 

Figuraitafch«  ^ 

Auf  Tafel  VI.,  V!!.,  VIII.  ist  statt  ,^f  VIII  KuHelki 
(i  e  8  e  t  z  e  der  L  i  c  h  t  b  r  e  c  }i  u  u g  "  zu  (»etzen :  „  r.  X.  kudelU> 
Gesetze  der  Lichtbrechung." 
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Literarischer  Bericht 

CLXXXXIX. 


Geschichte  und  Literatur  der  HatheoiatilK 

und  Physik. 

Sopra  Pietro  Peregriiio  di  .Alaiirourt  e  la  sua  epi- 
»tola  De  Magnete.    Memoria  prima  d  c I  P.  D.  Tlmoteo 
Bc^v^ellt  Barnabita.    Roma,    Ti[Kjgra(ia   dellc  scienze 
matematiche  e  fisicbe.    Via  Lata  f^r.  2il  A.  4^. 
p.  1  bis  p.  32. 

Sulla  Epistol*  Pietro  PeregriDo  di  Mariconrt  • 
«opra  alcone  Trovati  «  Teoria  magnaticba  del  aacolo 
XIU.  Memo  ria  aecooda  dal  P,  H«  Tlmoteo Bcrtelli  Bar- 
nabita. Roma,  Tipografia  delle  acianto  matematlclio 
e  fiaiche.   Via  Lata  Nr.  211  A.   1868.  4«.  p.l  bis  p.l7a 

Diese  beiden  Schritten  «»ind  schon  IrGher  iii  dem  Bullettino 
di  Üibliografia  e  di  Storia  delle  scieu/e  matematiche 
e  fisicbe.  Tome  I.,  durcii  dessen  Herausgabe  sich  bekaiuillith 
der  Herr  Principe  B.  Boncoin  j»  agn  i  in  Rom  so  irr(K>.s<^  neue 
V «nlienste  erwirbt,  erschienen  und  von  uns  bereits  kurz  aniiezeigt 
Hordca.  Weil  wir  alter  dieselben  für  die  Geschichte  der  Physik 
von  »ehr  grosser  und  gan%  besonderer  Wichtigkeit  halten»  so 
glauben  tvir  die  Physiker  darauf  aufmerksam  machen  zu  müssen, 
dass  dieselbeo  nun  auch  in  besonderen  Abdrücken  erschienen 
aind,  und  als  solche  einzeln  bezogen  werden  können.  Die  erate 
kleinere  Abbandluog  verbreitet  sich  sehr  ausfuhrlicb  über  das 
lieben  ood  die Scbriften  des  Pietro  Peregrino  di  Mariconrt; 
dagegen  bat  die  aweite  «ebr  amfaogreicbe  Abbandlang  den  fol- 
genden Hauptiobalt:  Porte  I.  Epistola  dl  Pietro  Peregrino 

l'hi.  L.  Hfl.  3.  3 
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ridotta  a  migfior  lezione.  p.  I.  —  Fart«  II.  CapHolol.  Brw 
di  Giovanni  di  S.  Aniando  8iiir  atfrazione  e  jiolarit.i'  niasnefna  e 
passi  di  aicuni  altri  autori  del  medio  evo.    p.  'J8.  Capitololt 
Esame  e  confronto  di  aicuni  altri  autori  del  medio  evo.  \\  38.  - 
Parte  III.  Osserva/inni  suU'  epistola  di  Pietro  Feregrint 
in  ordine  ai   progressi  deWa  scienza.     Considcrazioni  eenmii 
p.  77.    Capitolo  !.    Di  alcune  avve^ten^e  preliminari  poste  dil 
Peregrino  nei  caj)itnli  I,  II  e  III  dell'  epistola.    p  Capi- 
tolo II.    Dfii  diversi  luelodi  proposti  nei  capitolo  IV  (iell  ejistoU 
per  deterniinare  la  i^iacitura  di  punti  polari  iielle  calamite,  e  d«li 
autori  che  in  seguito  ne  presero  etsempio.  p,  101.    Capitolo  III. 
E.sanie  e  coufronto  «ui  capitoli  che  sem^nno  delT  epi^tola,  sino  al 
iioiio,  nei  quaü  si  tratta  in  ispede  della  bipolarita'  niamielica,  deü 
orientazione  dei  poli  e  dell'  azione  reciproca  dei  medesimi,  **ia  nell" 
celaroite  natural!,  sia  nelle  artitiziali.    p.  116.    Capitolo  l\.  It 
Peregrino  pooe  Tago  roagnetico  diretto  ai  poli  de!  moi  do,  e 
00»  altrove  —  sfera  magnelica  di  sapposto  moio  diurno  perpetoo - 
alterazione  di  polarita'  nelle  ealamite  disorieritate.    p  137.  Ca- 
pitolo V.  Intorno  a  duo  note  relative  alla  declinazione  conteiiute 
in  on  codice  detla  Univer^ila'  di  Leida.    p.  156    Capitolo  VI. 
Intornu  alle  prove  suUe  quali  puo'  l'ondarsi  Topinione  che  aiiteno?> 
mente  al  1492  la  declinazione  niagnetica  fosse  ignota  io  Eurcfi. 
p.  16rS.    Capitolo  VII.    Breve  esposizione  degli  ultimi  tre  capi- 
toli che  formano  la  secooda  Parte  dell'  epistola  e  cooclmioite. 
p.  176.  —  Vier  grosse  Figurentafelo  bilden  den  Schluss. 

IMUd  wird  aus  dieMr  mehr»  als  sonat  in  dleaeo  Literariad« 
Berkbtao  gavfdhalich  iat»  auafflhrKdian  InbalCaanaeig«  aeheVi  vir 
vogemein  wichtig  dieses  mit  oabr  groaaer  Gelehrsamkeit  verfa«stt 
Werk  fttr  die  Geaciiiciite  da«  Alagnatiamaa  oad  der  Pbyaik  ft^ 
banpt  iat  GL 


Arithmetik. 

Elenienterna  af  Algebraiaka  Analysen  och  Diff«- 
rentral-Kalkyleo,  i  kortbet  Iramställda  af  C.  F.  E.BjSr 
ling,  Docent  i  Mathematik  vid  Upsala  Uni versitet. 
Laktor  vid  Halmatads  U.  Elementar-LäroTerk.  F«rr) 
delen:  Reella  quantiteter.  Forra  hftftet  SenarehiftH 
Upaala.  Eaaiaa  fidqoiat.   Vm.  ^. 

Voo  diesem  Lebrbucbe  der  „Algebrai^^cbeo  Analysls  uod  iß 
DiSeieatialrecbnniig"  haben  wir  mit  grossem  lotere«»«  ge«*^ 
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Kenntnis«  getionimen.    Dasselbe  enthält  auf  einem  verhältniss« 
massig  kleinen  Räume  in  »iniiemein  prSciser  Fassung  alle  Haupt- 
lehren der  auf  dem  Titel  p:enannten  \Vi8««enscbatten,  so  >veit  die> 
selben  för  jetzt  die  reellen  (inkssen  betreffen,  indem  wir  gleich 
hier  zu  bemerken  nicht  unterlassen  wollen,   dass  die  von  denn 
Herrn  Verlasser  streng  testgehaltene  Trennung  des  Reellen  and 
I  iti;minäreri  von  einander  «^an?.  unseren  eigenen  Ansichten  ent- 
«priclit,  uixJ  nach  laugjähriger  Erfahrung  für  den  Unterricht  i'on 
Anfängern,  cüe  erst  in  die  genannten  Wissenschaften  eingeführt 
*verden  sollen,  udh  Q^hnr.  nnerlässlich  scheint,  wenn  nicht  eioe 
hier  nur  zu  leicht  mügliehe  \  erwirrung  uiul  Unklarheit  entstehen 
tioW.    Die  Darstellung  and  £ntvvickelung  schiiesst  sich  —  vorzug- 
lich den   von  Cauchy  gelegten  Fundamenten  folgend  —  den 
neueren  Ansichten  an,  und  liiast  rticksichtlich  der  Strenge  and 
Evidenz  der  Beweise  nicht  das  Geringste  zu  wünschen  fihrig,  so 
dai«s  das  Buch  in  dieser  Beziehung,  so   wie  überhaupt  wegen 
seiner  grossen  Kür2e  und  Präcision,  aU  ein  wahres  Muster  hin» 
gestellt  werden  kann,  und  namentlich  auch  verschiedenen  deutschen 
Schriftstellern,  die  in  den  genannten  Beziehungen  leider  nur  zu 
oft  noch  Vieles  zu  vrtinschen  übrig  lassen*),  recht  sehr  cor 
Beachtung  und  vor  eigenem  schriftstellerischen  Auftreten  zu  sorg- 
fUtigstem  Stadium  recht  sehr  empfohlen  zu  werden  verdienL 
Kaum  brnocht  n«ch  besonders  hervorgehoben  so  werden,  4Me 
der  Herr  ^'erfaeser  ale  Hauptgrandlage  der  gaosen  Analyals  Bd> 
griff  and  Lebre  von  den  Grftasen  befrachtet*  daaa  er  der  Stetig 
keit  nnd  Unetetigkeit  oder  Continuitftt  und  Dioeontinaitlt  der 
Fenctionen,  der  Con?ergeas  nnd  Divergent  der  Reihen  nnd  den 
Renten  der  Taylor 'neben  und  Maelanr  In 'aeben  Reibe  in  wel- 
teeter  Besiehang,  dem  Lagrange*aciien  nnd  Laplaee*aeben 
Tbeorem*  den  unendlichen  Producten  und  deren  Convergens  und 
Divergens,  ao  n  ie  den  in'a  Unendliche  fortlanfeadeii  Kettenbrücbeo, 
o.  a.  w.  u.  a.  w.  aeiae  gans  besondere  Animerkaamhelt  widmet, 
alles  Dinge,  die  man  eigentlich  gar  nicht  besonders  hervoraubeben 
braucht  und  die  sieb  ganz  von  seihet  veratehen,  wenn  man  —  wie 
hier  —  von  neuer  strenger  Analyaia  apricht  Daaa  die  ver- 
schiedenen Anwendungen  der  Differentialrecbnang  —  ßlr  jetat 


*)  \\  eflhalb  «lenn  iui  li  verHchiedciie  nt^uerti  deiiUrhe  analytische 
Schriften  in  dicvcn  Liif-r.ti  isrh(*n  Ht'richifii  frnr  keinr  Anzeige  gefundwi 
haben,  weil  Tadt'i  in  <Im  ^en  üiogeo  doch  nichtM  hilfi,  wenn  nichl  wahres 
Verstäodnii«  vorauageiietzt  werden  darf,  womit  übrigen«  k^ntswegs  in 
Abrede  geslelll  werden  toll,  data  wir  aoeh  in  DentNehland  oialgo  — 
aber  niebt  viele  —  wirklicb  empfeblesawerilM  aoalytttche  Lebffbiefaer 
besItacB* 
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natürlich  viit  AusschlitM  g«oiiietriceh«D  —  niebt  feMeHy  f«r- 
«tebt  skh  aMai,  und  eine  sehr  dankensvvertbe  Zugabe  bflde« 
noch  die  aHen  einzelnen  Kapiteln  in  siemlicber  Aoxabi  beig^ 
fugten,  fiberall  sehr  zweckmäsaig  aoagewShlten  Uebnngsbeiapiele. 
Daa  ganze  Werli»  so  weit  es  bis  jetzt  vorliegt ,  beatebt  aoa  vi« 
BScbern,  ninilicb;  I.  Aigebraiache  Analyaia.  II.  Uerivi- 
tlona*  oder  Differeotiairecbn ug.  III.  An«rendunf(eii 
der  Differentlalreebnung  (Taylorannd  Maclaitrioa  TImo- 
rem;  nnbeatinimte  Wertfae  der  Fonctionen;  Maziroa  und  Mioima; 
Fnnctionen  mit  mebreren  Variablen,  a.a.w,)*  IV.  Unendlicbe 
Fnactionafornien.  (Entwickelung  der  Functionen  in  Reiliea 
ala  Anwendong  dea  Taylora*achen  und  Maclau rin'acken 
Satsea;  Anwendungen  der  8fitze  von  Lagrange  nnd  Laplace; 
Unendlicbe  Producte;  KetteobrOcbe.)« 

Oaa  treffliebe  in  vielen  Beziebungen  sehr  auagezelcbaefe» 
die  weiteate  und  aorgfilltigete  Beachtung  verdienende  Buch  ist  in 
den  Kreise,  den  ea  beberrecheo  will,  jedenfalla  eine  Zierde  der 
acbwediacben  mafheniatischen  Literatur,  nnd  läset  auf  jeder  Seite 
die  grosse  Grtindlicbkeit  erkennen,  mit  welcher  in  Schweden  auf 
den  höheren  Lehranstalten  der  Unterricht  in  der  Analyaia  ertheilt 
wird ;  ea  würde  auch  jeder  anderen  Literatur  zur  Zierde  gereicbeo, 
und  ist,  wie  schon  gesagt,  ein  Muster  eines  guten  Lehrbuchs  der 
Analysis  nach  dem  jetzigen  Zuatande  dieser  herrlichen  Wissen- 
schaft, weiches  die  neuesten  strengen  Ansichten  in  deraelbeo  ie 
würdigster  Weise  vertritt,  und  iässt  sehr  wünschen ,  dass  es  dem 
Herrn  Verfasser  —  dem  wir  hier  aufrichtigst  und  herzlichst  die 
Hand  drucken  —  recht  bald  mügÜch  sein  niOge,  uns  mit  der  jeden- 
falls zu  erwartenden  Fortsetzung  dieses  sehr  beachtenswertben 
Werkes  —  welches  mit  anerkennungswerther  PietSt  dem  treff- 
lichen C.  J.  iVlalmst^n,  jetzt  „ Statsradet**  and  „ Landshofdin- 
gen  *)  i  äkaraborgs  Län''  in  „Mariestad**  gewidmet  ist  —  w 
erfreuen.  G. 

Maf beniatiacbe  Aufgaben  zum  Gebrauche  in  des 
obersten  Klaaaen  höherer  Lehranstalten.  Aua  des 
bei  Abiturienten-Prüfungen  an  preusaiacben  Gyaiot> 
aien  and  Reata«hulen  gestellten  Aufgaben  ausgewfihlt 
und  mit  Hinznfugung  der  Resultatesu  einem  Oebnags* 
boebe  vereint  von  H.  C.  E.  Martu«,  Oberlehrer  an  der 
KSnigatlidtiaeben  Realacbnle  in  Berlin.  EraterTbeilj 
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Aufgaben.  Zweite,  vennehrto  n  ti  d  durch  F'mföhrnng 
des  Meterrnasses  neu  bearbeitete  Auflage.  Greifs* 
wald«  im,   C.  A  Koch  «  Verlag.  8^. 

Die  erete  Auflege  dieser  anageseiclineteo,  sogleich  von  der 
Treffliciilceit  des  matfiematiscbeo  and  physikalischen  Dnterricbta 
auf  den  preassischen  höheren  Lehranstalten  das  schunste  Zeui^uiM 
ablegenden  Anlgabensammlung istiniMLiterarischenBeriehte 
Nr.  CLXX.  &  6.*'  ihrer  Entstehung  und  Einrichtung,  so  wie 
ihrem  Inhatte  nach  ausföhrlich  von  uns  angezeigt  worden,  auf 
welche  Anzeige  wir  uns  daher  hier  besiehen  können,  da  die  frü- 
here Einrichtung  mit  Recht  bei  dieser  nenen  Auflage  im  Gänsen 
ood  Aligemeinen  nn?erfindert  gelassen  worden  ist  Dagegen  aber 
bat  der  Herr  Verfasser  doch  dieser  zweiten  Auflage  im  Einseinen 
▼ersebiedeoe  Vorsdge  vor  der  ersten  verliehen,  worfiber  wir  Fol- 
gendes ans  zu  bemerken  erlauben.  Um  die  weite  Verbreitung  bei 
der  ttabe  bevorstehenden  Einführung  des  Metermasses  dem  Buche 
noch  ferner  zu  bewahren,  bat  der  Herr  Verfasser  —  was  allerdings 
sehr  viele,  und  deshalb  mit  besonderem  Danke  anzuerkennende 
Mfibe  und  Arbeit -erforderte  —  die  Aufgaben  IQr  das  neue  Mass 
eingerichtet,  insofern  und  insoweit  dies  nOtbig  war,  wenn  nimlich 
die  betreffenden  Zahlen  nicht  blosse  VerbHltnisszablen  sind,  und 
also  das  Mass  willkflhrllch  ist.  Ausser  dieser  raflhevollen  Ver« 
inderang  bringt  die  zweite  Auflage  134  neue,  sehr  gut  ausge- 
wihite  Aufgaben,  und  mehrere  Abschnitte,  welche  noch  eine  zu 
kleine  Zahl  von  Uebungsbelspielen  enthielten,  sind  erweitert  wor« 
'  den,  namentlich  die  Goniometrie,  die  ebene  und  spbfirische  Trigo- 
noinetrte,  das  Kapitel  fiber  Maxime  und  Minima,  besonders  aber 
der  Abschnitt  aus  der  Coordinaten  -  Geometrie  und  der  aus  der 
Mechanik;  eilf  Aufgaben  der  ersten  Auflage  sind  gestrichen  wor- 
den, so  dass  die  Sammlung  nun  unter  ISOO  Nommern  1658  Auf- 
gaben  enthSlt  —  Wir  wOnschen  dem  Herrn  Verfasser  Glflck  zu 
der  nach  Vorstehendem  nicht  ohne  grosse  MOhe  möglich  gewe- 
senen Vollendung  dieser  neuen  Auflage  seine*  schonen  Buches, 
und  seb^n  dem  Erscheinen  des  die  Resultate  enthaltenden  z  w  ei ten 
T bei I es,  wo  den  mit  fKofstelligen  Logarithmen  gewonnenen  Re- 
snICaten,  w^nn  dieselben  in  den  letzten  Deciroals teilen  eine  auf- 
fallende Abwcichnng  von  den  mit  siebenstelligen  Tafeln  gewon* 
neoen  zeigen,  das  Ergebniss  in  (runden)  Klammern  sehr  zweck* 
miasig  beigefOgt  werden  soll. 

IMö^e  das  Buch  in  seiner  neuen  Gestalt  fortfahren,  zur  immer 
grosseren  \  crhesserung  und  Förderung  des  in  jeder  Beziehung 
so  wichtigen  niatheroatischen  und  pbysiicalischeo  Unterrichts  bei- 
zutragen! t 
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A  n  m  r  r  k  II  ti  fx-    VVeil  in  der  oben  angef uhrten  \uaiiuer  df*  I.ilMH«- 
r{ai:lieri  BerictiU  üie  Anzeige  der  er«ten  Aiil  lüge  der  Kiirjte  »  erec 
linier  die  Rubrik:  Arlthiuetik  ({»»lellt  wordeu  wur,  «u  i«C  die«  astlt 
hier  geAclieheu,  wenn  die  Anseiga  iiKch  eben  «o  gu(  unter  die  R«kn^ 
Gewmetri«,  hitC«  gMlvIM  wmtiIm  kommi«  Dm  Bneh  gehört  seiser 
nach  unter  veracliiedene  Rubrilim,  also  «llehlisiEe  eigeatlidi  mcr  ik 
Rubrik  Vermitclite  Seliriften,  woiiin  wir  «lier  SdiriCMn  dieser  An 
niclit  gern  bringen,  weil  «le  «icli  dert  leicbl  der  nllgemeiiieii  Deaililwip 
entsieh cn.    Wir  bemerke«  diee  hier  ein  fär  «He  Mal  ffir  fcinftig«  iba- 
liehe Falle.  G. 


Astronomie. 

Annale!)  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wieo.  Nach  de» 
Befeb le  S ei  II c  r  Iv.  k.  ap  o  n  t  ulis c b e n  M aj estät  au  f  0  t  I  e  et t- 
liche  Kosten  1j  <*  raus  gegebe  n  von  Carl.v.  Littrow,  Ui- 
rec  t  or  der  S  t  e  r  rMv  art  e.  D  r  i  1 1  e  r  F  o  I  ge  fünf  zeh  n  t  e  r  band 
Jahrgang  i8ö5.    Wien  16C>U.   8^.    &  Literar.  UericbtNr 

cLxxxxia.  s.  10. 

Diener  neue  Band  der  Annalen  der  k.  k.  Sternirarte  in  Wiec. 
welche  in  der  regelmässigsten  und  unuaterbrocbensteo  Polge  er- 
scheinen, enthält  nach  einer  Einleitung  des  verdienten  Directois 
der  Sternwarte :    Beobachtungen  am  Meridiankreise  aui^ 
den  Jahren  1802  und  1803,  benorgt  von  U  r.  A.  Munnana. 
•^BeoliaehtuiigeTiiies  Mars  in  Declinatinn  um  dieZeit 
der  Üppo8ition  18Ü2.    Von  A.  Murniann.  —  Zoueabeob- 
a  c  b  t  u  n  g  e  ti  <i  in  IH  i  1 1  a  g  s  r  o  h  r  e.  —  IM  e  t  e  o  r  o  I  o  ^  i  ü»  c  Ii  e  i>  «  u  b  - 
ücfituhgeii   im  Jahre  18(>4.  —  Tafeln  zur  K  iul  u  c  t  i  o  ii  der 
Z  o  n  e  n  1)  e  o  fj  a  eh  t  ij  n      n.  —  Lebersicht  der  Zonen.  —  Wir 
bemerken  noch,  das8  sich  dieser  neue  Hand  äiKsserlich  vor  meiner 
Vorgfiiigern  durch  eino  sehr  schöne,  nichts       ^^^i^sclJ''n  übris 
lassende  Aust^tattung  auhzeichnct»  und  Trunschrn  dem  hochver- 
dienten Herausgeber  den   ferneren    ununterhrochenen  fortc^MS 
dieser  buchst  verdieosUichen ,  der  VVisseuscbait  so  nüizltdi«fi 
PublicatioQ . 
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Physik. 

Tafeln  lor  BerecimiiDg  und  RedactioD  meteorolo« 
gUeher  Beobachtangen  Ton  Dr.  Ladw*  Friedr.  Kämtx, 
«relL  KaU.  Rasa.  Staatarath  aod  Akademiker.  Dorpat 
1866.  40.  In  Comniiaalon  bei  F.  IL  KOhler  In  Leipalg. 

Herr  Professor  Dr.  A.  von  üettintc«Mi  in  Dorpat  hat  sieb 
dardl  Heraussjabe  üieser  Tafeln  eine«  der  Begründer  der  neuerep 
Wieseosch aft liehen   Meteorologie   ein   sehr  anerkennungswerthes 
Verdienst  erworben.    Dieselben  sind  t^rnsstentheils  schon  früher 
in  dem  von  der  Kats.  russie«ehen  geoc^raphische!»  Gesellschaft  zu 
i^t.  Petersburii  heraiisi^e^ebpri ,  von  kämt/.  rcMiiuirteti ,  mit  dem 
3ten  Theile  des  3ten  Bandes  eine;eqangenen  „Repcrtoriam  für 
Meteorologie**,  sowie  auch  in  einzelnen  Seperatabzügen  hier- 
aus, erschii^nen,  und  hier  zu  einem  Ganzen  vi  reinigt,  wodurch 
den  Meteorolotjen  jedenfalls  ein  wesentlicher       (ist  geleistet  wor- 
den ist.    Jeder  Tafel  ist  eine  kurze  Einleitunt:  vorau^^^eschickt, 
und  die  Einrichtung  ist  überall  80  einfach,  das«  darüber  gar  nichts 
zu  sagen  nölbig  ist.    Vorzügliche  Beachtung  verdient  jedenfalls 
die  89  Seiten  umfassende  Psycbrometertafel,  welche  vorzugsweise 
auf  Kämt/  s  eigenen   Untersuchungen   beruhet,  worüber  Herr 
von  üetti Ilgen  in  der  Vorrede  Folgende*»  uiittlieilt:  „Kfimtz 
hatte  viele  Jahre  hindurch  an  der  Bestimmung  <ier  j)«iycbrometri- 
üchen  Elemente  und  deren  Berechnung  gearbeitet,  und  zahlreiche 
nach  allen  bisher  bekannt  gewordenen  Methoden  ungestellte  Ver- 
suche mit  einander  verglichen.  Einen  Theil  seiner  eigenen  Beob 
achtnngen,  sowie  die  Resultate  luetirerer  anderer  Forscher  wurden 
von  ihm  in  übersichtlicher  Fassung  verwerthet  in  den  „Bemer- 
kuT)fi;en  über  Hygrometrie*'  einem  Aufsatze,  den  man  im 
"Zten  Bande  des  Repertoriums  S.  341  —  361  findet.   Die  auf  S.  337. 
aafgestelite  Formel  ist  es,  die  man  in  der  Einleitunu  zu  den  vor- 
liegenden Psychro metertafeln  auf  N.  4Ü  (Zeile  9)  wiederfindet. 
Die  Begründung  der  anderen,  auf  Temperaturen  unter  dem  Ge- 
frierpunkte angewandten  Formel  gab  der  Vcriasser  im  3ten  Bande 
des  Repertoriums  S.  4'J  his  i>.  30.  —  Indem  wir  das  jedenfalls 
sehr  nützliche  Werk  allen  IMcteorologen  zur  Beachtung  recht  sehr 
empfehleD,  müssen  wir  uns  hier  mit  der  folgenden  allgemeinen 
Inhaltsangabe  begnügen:    Taf.  1.  Vergleichung  der  verschiedenen 
Tbermometerscalen.  S.  1.  —  Taf.  II.  Verwandlung  der  Baroroeter- 
scalen.  S.II.  —  Taf.  III.  Reduction  der  Barometerstände  auf  die 
Temperatur  des  Thaupunkts.  S.  21.  —  Taf.  IV.  Tafel  zur  Erleich- 
teniog  der  Rechnung  bei  Anwendung  periodischer  Functionen  auf 
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meteorologische  Beobachtungen,  S.  155.  Enthält  die  Productf 
der  Zahlen  mit  den  Sinus  und  Cosinus  der  Viellachen  des  Wio- 
keis  von  lerner  Logarithmen  von  JSinus  und  Tosinufj  von  6 

zu  6  Minuten,  endlich  vierstellige  Logarithmen  (logarithniisch  und 
antilogarithmist  h).  — ).    Taf.  V.  I'sychrometertafcin  S   40.:  Ein- 
leitung, Tafel  für  das  liunderttheilige  Thermometer  und  ."^lillinieter 
Tafel  für  das  Reaumur'sche  Thermometer  und  Pariser  Liitieo 
Tafel  tür  das  Fabreobeit  sehe  Thermometer  uod  engtUcbe  Zoll 


Zeitschrift  der  Österreichischen  Geseliscfaaft  fir 
Meteorologie.  Redigirt  von  C  Jelioek  uod  X  Hasn. 
(Vergl.  Literar.  Ber.  f9r.€LXXXXVIIl.  S.  8). 

Band  IV.  N  r.  1%  Diese  Nummer  enthält  aosser  yerschiedener 
interessanten  kleineren  Mittheilangen  und  Litoratarbericbteii  die 
Beschreibung  zweier  neueren  meteorologischen  Instrnmeote  tob 
interessanter  Einrichtung,  auf  ivelehe  wir  unsere  Leser  aafmerlcsaai 
machen,  nämlich:  Ueher  das  Minimum-  und  Maximum- 
Thermometer  von  Hermann  und  Pfister  in  Bern.  .Von 
Professor  Dr.  R.  Wolf  (in  Zurieb).  S.  305.  -  Das  Tiefen* 
Thermometer  von  Henry  Johnson.  Nach  dem  Report 
of  the  British  Association  for  1851.  S.  m  G. 


Sitsung^berichte  der  kaiserlicheo  Akademie  der 
'Wissenschaften  in  Wien.  Vergl.  Literarischer  Ber. 
Nr.  CLXXXXV.  S.  14. 

Band  LVII.  Heft  IV.  Unierdinger:  üeber  die  beiden 
Integrale 

^ e*^*coh{nx  —  coQx)dx  f       ß"«*sin(«;r  —  co8a:)<£a:. 
•S.  011.  —  Derselbe:  Ueber  den  Werth  des  Ausdrucke 

(m  +  d)*"*^{iii+2d)»"**(ifi  +  "M)«  +  *-  •  +  tm  +  m(R^])d|* 

für  w  =  QO  und  über  das  I) irichlet'sche  Paradoxon  bei  uoeml- 
lichen  Reihen.  S.  6*2r  —  Deriselbe:  Die  allgemeinen  FormelM 
für  die  Summe  der  Winkel  eines  Polygons.  (Mit  I  Tafel.).  S.  63JL 
—  M  ienitschi  k:  Directe  Beleuchtungs-Constructiooeo fiSr  Machen, 
deren  zu  einer  Axe  senkrechte  Schnitte  ähnliche  Ellipsen  »ind. 
(Mit  1  Tafel.).  S.  078.  —  Stefan:  AnvrenduDg  der  Scbivinguogen 
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iMtninengesetster  Stäbe  zur  BestimmaDg  der  Scballgescbwiodig* 
keit*  S.  607.  — -  Dil  sc  hei  Der:  Ueber  die  durch  planparellele 
Kryitallplatten  herrorgenifeBcii  Talbet'eehen  loterfereautieifen. 
(Mit  1  Tefel.).  8.709. 

Band  LVil.  Heft  V.  Uann:  Die  Temperatur  -  Abnahme 
mit  der  Höhe  ala  eioe  Function  der  Wiodeerichtuog.  (Mit  1  Taiel). 
S.  740. 

Band  LVIII.  Heft  1.  Loeehnidt:  AMeltmiK  dee  Poteo- 
tiales  beiregtor  elektrUelier  Massen  ans  dem  PotenHale  fiir  den 
Robesnstand.  (Mit  1  Heissehoitt).  S.7.  —  Ditscheiner:  Ueber 
eme  ilnwendnng  des  Spectralapparates  sor  optisefaen  Untersuchung 
der  Krystalle.  (Mit  3  Uotsschoitten).  S.  15.  Unfer dinge r: 
Ueber  einige  merkwürdige  Formeln  der  spbiriseben  Trigonometrie. 
S.  90.  —  Matzek:  Beitrag  zur  Construction  von  BerQhrungs- 
ebenen  sn  Rotationsflieben.  (Mit  I  Tafel).  S.  44.  —  Derselbe: 
fongtruction  der  Cnrven  bestimmter  BeleochtungsintensitSt  an 
Rotationsflächen  mit  Benfftsung  berfihrender  Kogeiflächen.  (Mit 
1  Tafel).  S.  49.  —  Boltimaon:  Ueber  die  Integrale  linearer 
Differentialgleichungen  mit  periodischen  Coeilieienten.  S.  64.  — 
Weyr:  Die^KrÜmmungslinien  der  Flächen  zweiten  Grades  nnd 
esnfeeale  Systeme  soleber  Fliehen.  S,  60. 


Versingen  en Mededeelingen  der  Keninklljke  Aka* 
desile  van  Wetenschappen*  Afdeeling  Natnnrknnder 
Twsede  Reeks.  Tvreede  Deel.  Amsterdam»  C.  G.  Van 
der  Post  1868. 

Den  ersten  Theil  der  zweiten  Reihe  dieser  „Verslagen  en 
Mededeelingen'*  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften 
in  Amsterdam  haben  wir  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXil. 
S.  13.  angezeigt,  und  freuen  uns,  jetst  diesen  zweiten  Thell  der 
iweiten  Reihe  anzeigen  Sil  können,  welcher^  eben  so  wie  jener 
erste  Theil  wieder  mehrere  In  den  Kreis  des  Archiys  gehörende 
sehr  werthvolle  Abhandlungen  eotfaSit,  die  der  sorgHilCIgsteD  Besch« 
tung  zu  empfehlen  sind,  so  wie  es  Oberhaupt  sehr  zu  wünschen 
ist,  dsss  die  holländische  mathematische  und  physikalische  Lite- 
ratur —  namentlich  auch  in  Deutschland  — •  mehr  Beachtung  finde, 
als  dies  bis  jetst  der  Fall  zu  sein  scheint.  Der  hierher  gehörende 
Inhalt  dieses  sweiten  Theils  ist  der  folgende :  J.  Baden  Ghyben: 
Bescbottwtng  van  den  regelmatigen  257-hoek.  p.  L  (Diese  sehr 
Icsens.  und  beachtenswerthe  Abbandloog  Ist  als  Fortsetzung  der 
Abhandlung  desselben  Herrn  Verfassers  über  die  regelmlssigen 
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Vielecke  in  Tweedo  Heeks.  E erste  Dce!.  p.  293.  zu  be- 
trachten; m.  s.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXIl.  S.  15.).  —  J.  ^^ 
Ernieriiis:  Over  de  dap;elijk8chi*  beweging  van  den  Baroroett; 
te  Groivmgen,  opgeniaakt  uit  de  aanwijzingen  van  de  Barograapb 
van  Üet  end>er  1851  tot  Novenilier  1861.  (Met  eene  Plaat)-  p.  U)! 
—  M.  Hock;  Determination  de  la  vitesse,  avec  laqueiie  est  en- 
trainee  une  onde  lumineuse  traversatit  un  miiien  eo  mouvement 
(Avec  une  Planche),  p.  189.  —  M.  Uoek:  Sur  les  prismes  achro 
matiquea  conntruits  avec  one  seule  sab^tance  (Avec  one  Planche), 
p.  105.  (Beide  Abhandlungen  für  Optik  sehr  beachtensvrertb).  - 
F.Kaiser:  üeber  einen  neuen  Apparat  zur  absoluten  Bestia- 
mung  von  persördichen  Fehlern  bei  astrouomiachen  Beobachtungen, 
p.  216.  (In  vielfacher  Beziehung  sehr  interessant  und  beachtecs- 
trerth  bei  der  grossen  Wichtigkeit  der  Bestimmung  der  »oge 
nannten  persönlichen  Gleichungen).  —  Dr.  H.  van  Blanken 
(mitgetheilt  von  Herrn  R.  van  Rees):  Ecni^^o  opmerkiogen  over 
de  beweging  van  Kometen,  p.  321.  (Beacblensuerthe  ßemerkoii« 
geo  zur  Theorie  der  parabolischen  Bewegung  der  Kometen).  — 
J.  BadooGhyben:  Over  eene  bij/.ondere  eigenschap  van  eveo- 
wijdige  krachten,  wier  som  nul  is.  p.  327.  (Für  die  Statik  beach- 
tensvverth.).  —  Dieser  Theil  enthält  endlich  auch  p.  349.  deo  von 
uns  im  Archiv  Tbl.  XLIX.  8.  81.  mitgctheilten  für  die  Ge«€hkbU 
der  Astronomie  sehr  vrichtigeu  »^Rapport 
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Literarischer  Bericht 
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Geschichte  der  Alalhemaiik  und  Physik. 
CArurd  Kereator  «der  ficirhard  lemtor! 

Der  berühmte  Geograph  uod  xMathematiker  Mercator 
ein  Plaminder  oder  ein  Deutscher? 
Von 

dem  Herau.sgeber. 

Der  mit  Recht  berfihmte  Geograph  nnd  Mathematiker  Mer> 
c«.ler*},  der  Erfinder  der  verbesaerten  Seekartee  oder  der  aoge- 
naimten  Karteo  mit  waefasenden  Breiten^),  hat  hie  jetit  Jahr- 


•)  Kaufiuaan  uil^^r  Krt  ini;r. 

**)  Die  «tren;;«  niüthematitf^lie  Theorie  dieser  Karten  und  ihrer  An- 
««Bduog  in  der  NaiUik  findet  man  auf  der  Bnsi«  der  Lehren  der  höheren 
llftlh«iii«tik  —  die  hier  nicht  wohl  bu  umgehen  sind,  wenn  ohne  cu 
gTMM  Weitl&ufigkeit  d«n  Forderungen  witkliehor  mathenatUcher  Strenge 
velUlftadlg  entoprocheo  weriea  eell  aaeffihrlieh  eotwickelt  la  otieinem 
Bnche:  ^Lezedromioehe  Trigonometrie.  Leipsig.  1849.*  8*/' 
*Mi  welehenft  der  anogeieicbnete  freaiöoitehe  Hjdregraph,  Herr  Pro- 
fcHor  Terquein  in  D&nkirehea,  eine  mll  antgeteicbneten  Zneiteen 
»nd  wetteren  Ausführangen  versehene  französische  Ueborsetxuog  unter 
dem  Titet:  ,,jEl^inents  de  Trigonometrie  loxodroniique  suivia 
d'applirations  i  lnnarigationd*apr^s  M.  J.  -A.  GruiM^rt,  par 
M.  Terqiifin.  I)  ti  n  k  e  r  «j  u  T  y  p  «  r  n  i)  h  i  «  Benjamin  Kien» 
rae  nntioniilo.    185».    B*^.  liLTiiusKt-fruben  hat. 

Bcihiufig  bemerke  ich  h\tr  noch,  das«  neben  M^n  ator  nehr  oft 
noch  der  Eni^lander  Mdiiarrl  Wright  und  Hessen  Schrift:  ,,Certain 
t^rror«  in  iXavigaiion  üetected  and  corrected.    London.  1657 

TW.  L.  Hfl.  4,  4  *■ 
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handerte  lang  fmmer  und  ganz  uDan^efnchten  fiir  einen  FlamSoder 
gegolten,  unri  Belgien  ist  —  wie  aof  Simon  Sterin  und  and«e 
berOhmtc  Männer  di«ae«  Landes  —  mit  Recht  aocb  auf  diese« 
trefflichen  Gelehrten  von  jeher  ganz  besonders  stolz  gevreeea. 
Nun  ist  aber  so  ebeo  die  nacbstebeode  Schrift  erschienen: 

Gerhard  Kremer  gen.  Mercutor,  der  deutsche  Geo- 
graph* Vortra g ^on  Dr.  Breusing,  Direktor  der  Steoer- 
mannsschule  in  Bremen,  gehalten  zu  Duisburg  am  30. 
MSrz  Der   Reinertrag  ist  bestimmt  für  das  in  I 

Ooisburg  projektirte   Denkmal    Merca tors*^).  Dois- 
barg,  1869.  Commisetene-V erlagTonF.H.Meten.  8^ 

welche  nichts  Geringeres  bezweckt»  als  den  Belgiern  ihren  be- 
rühmten Landsmann  an  eUtlÜhreo  und  als  einen  Deotscben  hin- 
sQstetten. 

Nan  der  Unterzeichnete  hält  wahrlich  das  deutsche  National* 
geflihi  hoch  wie  irgend  Einer,  und  glaubt  sich  selbst  dasselbe  bei- 
messen au  dfirfen  wie  wenige  Andere  I  aber  In  wissensebafUicber 
Rficksicht  Ist  er  von  jeher  Kosmepelit  gewesen  im  weitestes 
Sinne  des  Worts,  und  ist  es  noch;  aus  diesem  Gesichtspunkte 
muss  er  aber  denn  doch  offen  bekennen,  dass  er  durch  die  mit 
einer  gewissen  gemfithlieben  Breite  verfasste  Schrift  des  Herrn 
Brensing,  und  die  darin  eraihlten  —  bis  jetzt  noch  nicht  dsrch 
irgend  welche  bestimmte  literarische  Nachweisungen  verbfirgtes 
Geschichten  noch  keineswegs  die  Ueberieogung  gewonnen  liat, 
dass  von  Dato  an  die  Geschichte  der  Mathematik, 
Geographie  und  Nautik  —  ohne  jede  au  erwartende  Widsr- 
rede  —  in  Ihren  Annalen  Hercator  als  einen  Deutsches 
sn  verseiehnen  haben  und  wirklich  verzeichnen  wird, 
so  sehr  und  so  aofirichtig  er  dies  auch  im  'eigenen  Interesse 
wünschen  roOchte.  In  solcher  gemQthlicber  Weise  ^  wie 
in  der  vorli^nden  Schrift  —  schreibt  man  jetat  nicht  oMhr 


(sacb  J.  J.  Littrow  ia  desien  Chorograph le.  Wien.  1883.  8,6.) 
genannt  wird,  aber  gewis«  mit  Unrecbt,  wie  «eben  Herr  A.  GermaiB, 
Ingenieur  hydrofj-rap^e  de  la  ni«rine,  in  «etneai  aiiigerrirhnrten  Werle: 
,,Traitti  den  projections  de«  carte a  g6»grapliiques.  Paris*' 
Cohne  Jahreszahl,  aber  erat  gans  neaeriich  crtchieaeo}  p.  206.  bemerkt 
und  uacligeviicscn  hat. 

*)  Der  Graadttein  au  diecem  Denkmal  —  über  deisen  Erriehtttng 
nan  alch  natorlieh  nar  frenm  kann,  wo  es  andb  aCehen  mag  —  soll  aai 
9.  August  d«  J.  gelegt  werden.  Ia  einer  beeonderen  Beilage  au  dieter 
Sdirift  werden  tob  eiaem  Comlt^  die  Denteeheo  an^eferdert,  dmnsk  releb* 
liehe  Beltrige  die  derelnetlge  Brriehtnng  des  Denkmale  so  ermSgüchee. 
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Geschidite  der  Mathematik  u.  s.  w.,  wie  Jeder  weiss >  der 
mit  deo  neueren  Leistungen  auf  dieeem  Getiiete  nur  einiger- 
naseeii  bekannt  ist,  and  namentlich  Foa  den  gressartlgen  For* 
achungen  und  Bestrebungen  Bonco  m  pagni's  auf  demselben 
eine  auch  nur  gans  eberflächliche  Kenntnis«  besitst  *). 

Oer  Unteneicbnete  hat  —  abgesehen  von  einigen  Ininea  fie- 
merkungen  am  Ende  dieses  Aufsatses  ^  keineswegs  die  Ab* 
sieht»  mit  Herrn  Brausing  sich«  hier  in  ^ne  Polemik  einzidassen, 
und  lehnt  dieselbe  aueb  lür  die  Folge  von  vom  herein  ab,  «eil 
dasu  diese  BiStter  keinen  Raum  haben  und  nicht  bestimmt  sind; 
sehr  auffallend  aber  ist  es  ihm  gewesen,  dass  Herr  B  reu  sing 
—  wenigstens  naeh  dem  Ausweis  der  vorliegenden  Schrift 
— '  von  den  beiden  folgenden  wichtigen,  einem  Jeden  sehr  leicht 
sagäi^liehen ,  treilicben  und  ansgeseicbneten  Werken  —  ob  ab- 
Mchtlicb  oder  unabsichtlich,  wissen  wir  nicht  —  nicht  die  geringste 
Notis  genommen  su  haben  scheint,  was  jedenfalls  nicht  gebilligt 
werden  kann  und  darf: 

Histoire  des  scIences  mathdmatiqaes  etpbysiques 
ehes  las  Beiges;  par  Ad.  Quetelet,  Directenr  de  roh« 
aervatoire  Royal  de  Bruzelles,  etc.  etc.  Bruxelles, 
M.  Uayez,  imprimeur  de  rAcaddmie  Royale.   1864.  8^. 

Sciences  in  a  t  h  e  m  a  ti  q  u  e  s  et  phyKi(|ucs  cliez  les 
B  e  1  p  t;  8  ,  au  c  o  m  n  i  e  ii  c  e  i»  e  n  t  du  XIX'  s  m;  c  I  e ,  par  Ad. 
Quetelet,  Directeur  de  l'oliservatoiro  Uoyal  de  Bru- 
xelles  etc.  etc.  Bruxell  es,  H.  Thiry  •  van  Uuggenhoudt, 
imprimeor-^diteur.   1866.  8^. 

Lediglich  im  Interesse  der  htstarisclien  WalirlieU 
mmA  der  deveehtlskelt  halten  wir  es  daher  für  angemessen 

und  uns  dazu  getvissermassen  verpflichtet,  unseren  LeRcrn  im 
Nachstehenden  die  ausführliche  und  überaus  interessante  Darstellung 
mitzutbeilen,  ivelche  Herr  Ad.  Quetel  et  in  dem  ersteren  der  beiden 
genannten  Werke  von  pag.  HO  an  in  elegantester  Sprache  über 
G^rard  Mercator  gegeben  hat,  anschliessend  zugleich  Das- 
jenige, was  tiber  den  su  demselben  in  nSberer  Besiehuog  stehen- 


*}  Gern  übrfgen«  woiiun  wir  hierbei  in  Anaclilag  zu  bringen  nicht 
HBterlaHon,  tfsM  vsritegendo  Sdirift  «in  vor  einer  gemiushteB  Ver- 
•anmlaag gehalteaer,  aiso  mehr  populirev  l'ortrag  Ib^ubiI  «ein  «oll;  wenn 
aber  dieselbe  dea  Zweek  hat,  die  Reelamirang  Mereators  als  Deut- 
•chea  historisch  su  begronden  und  sn  rechlfsrCigeo:  so  gtaabtea  wir  in 
der  wohlgeoiniotesten  Absielii  dudi  zu  cioiger  Vorsicht  mahnen  und  vor 
liebereiloog  warneo  su  inäMen! 
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den   iteruhniteu   tlan)ändi.schen  Geograf>heii  lu<i(>cu8  HoDdjo» 
von  ihm  beigebracht  worden  ist.    Herr  Ad.  Quetelet  sagt: 

^  la  «oite  da  rögne  de  Charles- Quint,  t*<$tade  de  U  geogra^ 
phie,  aar  laquelle  ce  puiasant  aoaverain  ajipalait  ratfention  de  «et 
compatriotea,  avait  pria  an  d^veloppemant  remarqiiable ;  eile  for> 
inera  k  Jamaia  Tun  dea  fleurotis  Ics  plae  brillanta  de  la  ceurenoe 
acientifiqae  de  la  Beigique.  Lea  diffi^renta  peuplea,  aujoardliB 
encore,  rendent  un  borainage  merite  auz  hoaimea  lliaatrea  qd 
firent  partie  de  ia  grande  äcole  dont  le  prince,  ilana  dea  teni|it 
meilleara»  avait  enconrag^  les  premiera  travaux. 

Parmi  ceux  qul  se  <ns(iniru(>rent  le  plus,  il  convicnt  de  placer 
en  premiere  litjne  Ics  ^eoj^rapJios  Mercatnr  i.»t  Orte  Mus,  <iont 
les  noms  foot  honacur  ä.la  BeigH^ue.  (  Ijaries  Quint  lenr  avait,  en 
plus  d'iinc  occasioup  donn^  des  temoigiiagcs  de  baute  cstime 
et  de  radiniration  qu'ij  profetüsait  puur  leur  (aleiiU. 

G^rard  Mercator  ^tait  leSmara  1512,  ^ Ropelnioode*), 
aar  les  bnrds  de  l'Cscaut.  II  commen^a  ses  etudes  k  Bols-lC'Uac 
et  de  lä  il  pasaa  k  Loovain,  od  il  cuitiva  les  niathdroatique^t  arec 
taot  d'ardeur  qo'il  oublia,  pour  Ja  traFail,  la  norirrituro  et  le  sam- 
meil.  11  eat  pour  ntaitre  Gemma  Frisius^*),  dont  ilaatmettre 
k  profit  les  savantea  le^ons:  il  s'etabltt  ensuite  ä  Anvera,  et  fit 
liii-möme  plnaieara  de  ses  instrumenta  de  matb^roattques.  II  cod- 
struisit  des  spb^rea  et  doana  toua  ses  soins  au  dessin  de  se» 
cartes.  II  ne  se  montra  pas  moins  babile  dans  la  construction 
des  objets  d'art:  on  citait  m^me  des  ouvrages  de  ciselare  tra- 
%'ailles  avec  soin  et  qu'il  avait  ex^cutes  de  ses  |iro[»res  maio». 
II  ainiait  aussi  ct^t  art  fameux  qui,  vers  ia  (in  de  »es  jotirs,  prit 
tant  de  {luissarnf  soii^  Ics  pinceaux  de  Rubens  et  de  l  ecole 
c^lebre  qae  forma  ce  graiid  peintre.    Quoique  o'habitaDt  plus  m 


♦)  Lfi  Biographie  de  Vieh  and  eirit  avpr  mison  Rnpelmondf ,  qe: 
sc  (rouve  entre  Anver«  ft  HMnci.  ,,ct  non  Iliireiiittiidey  comnie  le  diM*! 
Moreri  vt  Ick  liiitgnipln' »  (lai  I  nnt        \  s  uis  cxaiuen." 

Auf  p.  83.  (.n^t  Herr  C^uelclet  von  Geinmn  Fri«iu«: 
joutüHdit  (I  uik;  graiutc  röpiitation  et  il  otait  Ruuvent  ^ppele  a  Ia  cMf 
de  Bruxelle«.  II  o  Ic  uiorite  4*avoir  ^(e  le  mwltre  de  Mercator 
aaf  p.  88i  „Genma  ne  «'eit  paa  diatingo^  «euleniMiC  par  ontragc*. 
il  t'ett  fail  ettimer  eneore  par  tea  oombrenx  6liTe«  qii'll  s  foim^  ^ 
qot  Ini  ODi  coRtervd  ane  reconnaiManoe  qui  prouve  «n  favenr  de  •«> 
talentoi  aoin  avoat  ddja  cito  en  prämier  li«tt  le  «4Mbie  geegrtpb« 
G6rard  Hercalor'*. 
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pfttri#  vert  la  fin  de  bo.  carrUr«»  Hercator  avait  pH«  godt  aoz 
moMira  et  aox  babitudes  de  h*»»  concitoyena,  comma  oa  tH,  d'ona 
autrc  part,  le  cbef  de  l'ecola  de  la  peinture  flaruande  payer  dga* 
leroent  son  tribut  a  la  scieuce  qui  avait  pris,  autoar  de  lui»  oae 
extenaioo  conaid<irabie. 

A  läge  de  virii^t-quatre  ans,  Mercator  a'etait  itiari^  a  Lou- 
vaiD  *).  Ses  Premiers  soin»  »'ötaienttourn^s  vers  la  construction  de 
cartes  de  la  terre  «ainte.  II  entreprit  aussi,  ä  la  deniande  de 
plusieur»  de  ses  amis,  la  description  de  la  Flandre.  En  1541,  il 
publia  an  globe  terrestre  qut  oblint  an  grand  succes;  il  le  repro* 
daialt  en  et  Tannäe  saivanfe  II  publia  son  ouvrage  De  üsu 
flfiJtttJI  offrattOfaici» 

Peu  de  temps  apres,  il  voulut  revoir  aa.viile  natale,  qui  ^tait 
peil  diatanta  d'Anvera:  il  sy  transporta  aFac  taute  aa  familia; 
mais  Sans  perdre  de  vue  l'objet  de  ses  Staden  et  aea  travaux 
habitoeia.  A  son  retour»  il  pr^aenta  ä  TEmpcreur  quelquea  In- 
atroments  et  dea  aavragea  de  sa  eompoaitioo»  qui  furent  aecaaillia 
avec  bieavaillance. 

Quoi  de  plus  toucliaiit,  en  meme  temps,  (|(K'  do  voir  (>(>rard 
Mercator  qui  avait  paru,  avant  A  brah  am  Ortelius,  ^oii  jeune 
riva),  vouloir  procurer  ä  ce  dernier  Tavantage  de  r^ussir  conime 
lui  et  d'assurer  son  existence?  II  suspendit  rinipression  de  son 
^rand  onvrage  qui  etait  terminä,  pour  ne  pas  nuire  au  succ^s  de 
son  jeune  anii:  tous  dcux  professaient,  Tun  pour  Tautrej  la  plus 
tendre  amitie.  Mathematieorum  tut  temporis  faciie  princeps  et 
geographorum  nostri  seculi coryphneon,  disait  Ortelios,  en  par- 
laot  de  son  ami,  qui  ne  le  traitait  pas  avec  moins  d'estitne. 

C'est  en  1554  qoe  Mercator  a^hcTa  la  description  de  l'Eu- 
vope»  ddj4  comnienc^e  avant  aoii  d^part  de  Louvain.  II  revit  cet 
oBTrage  avee  la  ploa  graode  activitd  et  le  reproduiait  avee  auccto 
CO  12^72. 

» 

D^ja  deputs  1559,  par  suite  des  troubles  qui  r^gnaient  dans 
les  Pays-bas  et  des  daogers  auxquels  il  avait  et^  exposö,  Mer. 

r- — — ■  

■ 

» 

^  Ii  «<'cf.ii!  niiirie  avec  Barbette  Scliclleben,  dnnt  II  ent  Irob 

Jil«  et  troi«  fiUes.  L'un  de  se«  ÜU ,  tt  a  r  t  h  o  t  o  in  a  eii  h  Mcrüntor. 
•laquit  Ä  Louvain  en  1540,  vi  uuiurut  en  l^liH.  ii  1*  dp  vin;;t-hiiil  hos. 
Ii  ccrivit  fnrt  jeune  encorc  un  ftnvrHji^e  ijul  fnt  inipriujr  ü  ('ologne.  vn 
if.ß?.  s<  11«  lo  4itre:  \ofae  iti  sp/^tentm»  geographiae^  astronomae  ruät- 
7i€nta  mggerentts;  in-8*'. 
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cator  avait  pris  le  parti  de  ge  retirer  a  Duysbourg,  sur  le>  hord<; 
du  Rhin,  et  d'y  cootinuer  travaux  daos  ie  calme  qai  lui  eiait 
näcesaaire*). 


*)  Obm  un  ouvrage  publik  r^cemmMl  «oas  te  titre  A'ArcMiPeM  äü 
mrtM^  Uienees  $t  Mfres,  par  H.  AUsandre  Pineharl,  S  voL  bi  S*, 
GanJ,  1860^  an  Iii  quelqaat  44taiU  tm  aa»  MCantiMi  le  celttrs 
gtfographe  Gerard  Mercater  anrait  «oble,  et  doat  ob  ae  treave 
aaoaae  neotiea  iaae  lee  Werlte  de  eette  ipeqoe.  «,Aa  cewneaceaMSt 
de  ceUe  ann^  (1544)/'  ft-ii  dil  page  27,  tooie  I«*,  „le  ^careor 
g^uöral  de  Brabant  ataU  dtd  chargi  d'aller  k  Lottvaia  dreaser  iofor- 
mation  contrc  plusipnr«  pereonne»  soup^onncM  d'adhercr  aui  religion» 
nouvelle«  de  Luther  et  He  Calvin.  FreNque  en  niAme  temp«  Ger- 
ard  Mercator,  qui  habitait  cette  ville,  sea  elait  aü«ente  et  a'dtait 
rendu  Hans  le  payt  de  Waei.  II  fut  vraiiiemhiablement  d^noncä  a  Tio- 
quiiiiteur,  car  le  bailli  de  ce  paja  Tarreia  et  ie  conduiait,  par  ordre  de 
Harle,  reiae  denairidra  da  i|ongrie  et  gnnvemaate  dea  Paja-Baa,  mm 
chAleau  de  Ropelmeade.  Cette  ville  dtall  le  Ken  aidaie  eiineCM  anTaai 
avait  va  le  jenr.  A  la  neavelle  de  aea  enpriMnaemenl«  ta  fcmme  eearftckns 
Piorre  de  Corte,  card  de  rdglioe  Saint-Pierte»  «a  parelMO,  ini  moant« 
ee  qni  vient  d*arriver,  et  lai  dit  qne  «en  nari  diait  parti  de  Loavaia  k 
propo«  de  la  aeeceMion  d'oa  de  aeo  eaeles.  Le  eure  d^llvta  k  röpi»ttn* 
de  Mer«!ator  un  certificiit  en  r^g-le,  atteatant  qu'il  le  connaUiait  pour 
joiilr  H'ime  bontie  rcpiitntion  et  inener  une  vie  honoral>!e  «ons  loua  |e« 
rappurt«.  La  pHt'vrr  feiiime  crut  qii'il  «ufflauit  de  faire  parveair  att 
bailli  de  Wae«  Iv  tr moi^nacre  de  ann  mre  pour  obtenir  la  l:bert^  de  «od 
inari.  Klle  au  truuipait.  Le  hailli  envoj-u  la  piuce  ä  la  gouTeraantc 
pour  avoir  aon  avia.  Celle-ci  fit  auaaitAt  ecrire  d  Pierre  de  Corte,  pawr 
le  repriuiander  d'aveir  deand  an  oenblable  certllcat  ea  favenr  de  Mar* 
•  cator,  qne  Ton  aonp^oanait  fori|d'dtre  hdrdtiqne,  et  qni  avait  eld  frdtf 
eemme  tel,  oe  qnl  lai  paraiaaait  nne  eheae  tont  4  feit  kiagnUtee;  ea 
entre,  eile  Ini  iatima  i'ordre»  an  nem  de  l'finperear,  de  deelarec  loa 
motifi  qni  l*avaient  engage  h  agir  ainsi,  et  de  dire  all  eeaaaiMnil  4  M 
Charge  du  priaonnier  dea  faita  d'oü  l'on  pAt  ioduire  qua  Mercater 
etait  partisjin  de  quelque  sectp.  T>p  rure  de  SH?nt  -  Fi<'f  re  ne  se  latna 
paa  intimtck-r  par  nno  teile  iiiiNttvo:  il  rcpondit  a  la  reino  Marie  qa'il 
aavait  que  G^rard  M(>rnat()r  ^  abaentait  aourent  de  chea  lui  4  caoa« 
de  aon  genre  de  travaux,  qui  neccKaitaient  de  aa  part  de  fröqoent«  de- 
placemcnta;  qae,  tre&-peu  de  tempa  auparavant,  il  avait  eto  mande  ea 
Flandre  par  Tabbe  de  Saint*  Pierre  et  par  le  prdvdt  de  Seiet 'Baven  4 
Gand,  penr  lever  le  plan  de  cartainea  torraa  k  propus  deaqaellaa  it  j 
nvalt  Goateatatlea  eatre  enx.  II  ^lenlnit  enfln  qn'en  1649,  leraqne  nü* 
lippe  II  dtaift  vean  nnz  Paya-Bae,  notre  gdegrapbe  a'etait  read«  cImi 
lea  erdqnea  de  Vnlence  et  d^Arraa  paar  diffdreata  travaaz  artiatiqae«. 
II  aemblc  de  plaa,  par  la  toarnure  que  prit  alora  l'affaire,  qu'a  la  rd- 
eeptiea  de  eette  iMtre,  le  enrd  de  Corte  nit  nverti  Tabbe  de  Sainte' 
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Eo  156S  avait  paru  sa  chroaologle  depais  Torigine  da  mooda. 
Cef  oovraga  eaaud^rable  se  compoaa  da  plaa  da  340  pagaa  ia- 
f  olio;  il  ranfema  l'iadicatiao  daa  priacipaaz  dvdaaaieoU  du  maada 
depaia  aa  crdatiaa  prdaaaida.  Un  tazta  asses  canaiddrabla  prd- 
c^da  ca  travail;  od  y  troove  ana  aärie  de  tablaaax  marqaant, 
|M>ar  les  principaax  Etats,  la  aaccasaioa  daa  priaeaa  al  daa  bom- 
mea  distingues,  das  dvdaaaiaiita  astraoamiqaaa  at  taat  ce  qal  peat 
maniaar  l'ordre  das  temps.  €at  immaaaa  racaaU  fat  pablid  qaal* 
quas  ann^as  avant  la  reforroe  gr^gorlcnne,  qai  aa  fit  aa  aetobia 
1582.  Ob  coa^oit  TatiUtd  dont  il  fat  alara  at  aa  mdma  tempa 
rimpartaoca  qa'il  a  perdne  depuU  cette  ^poque.  Mercator 
entreprit  eiisnite  da  ravoir  las  tablaa  da  Ptaldmda  et  de  corriger 
les  fautes  aambreoses  que  renfermait  cet  oa?raga.  II  s'^tait  döjä 
occapd  a?aa  aaia  da  travail  apdcial  qa'il  aa  prapaaait  da  pabliar 


Gertrndo,  en  sa  4ualit6  de  cnnaervateor  des  privilegei  de  I'universit^  de 
Louvain,  de  l'atteiole  ponee  4  «e«  priTil^ges  par  TarresUtioa  de  Mer- 
cator, qui  ^lait  auppAt  de  Tasiveralt«,  ^eat-i-ilirv  d^pesdaat  de  la  jaii* 
fidles  qn'eict^it  ce  eerpa,  L*abb6  de  Saiele-Oertrede  s'edreies  iaiiiid- 
diateneat  aa  bailli  de  Waee  pear  ie  faire  relAcber.  Le  bailli  ee  fdfds 
4  la  geavcmaale,  qai  <crivit  4  l'abbe  pear  favertir  qee  rbdlvMa  deat 
il  a^daaiait  la  ini«e  en  liberte  avait  6te  penraeivi  par  le  preearear 
general  de  Brabant,  comme  fortement  auspect  de  latb^raniMne}  qa^ 
e'dlait  enfoi  de  LouTaio  pour  eviter  d'dtre  arröt^,  et  qa*il  avait  perdo 
par  ce  falt  le  benefice  de«  [iriTilepes  de  runivertite;  eile  lai  enjoi^nail 
de  resspr  drs  pniirmiiles  daim  ce  «en«  contre  le  bailli  de  Waes  pour 
obcenir  la  rentituUnn  du  priannnier,  et  ajnutait  qu'il  n'(üt  ä  opposer 
juctin  obstacle  k  hi  luarche  de  la  prucedare,  s  il  ne  Tnolait  pa»  Iii  mettre 
dau«  ia  n^ceasite  de  sevir  cootre  lui  et  de  dreaaer  une  ioforuialioa  a 
«a  cbarge. 

„L'tnatructiuQ  du  proces  de  Mercator  fat  longae.  Adherer  aus 
ideet  de  la  reforme  etail  na  crime  qae  Ton  paaltMÜt  aiort  da  bdcher 

da  la  perle  de  la  Cdle,  aprte  avelr  .employd  mllle  torCnrea  dtte  le 
büt  d*obt«air  aa  avee,  qaaad  lee  prenToe  de  calpabllltd  n'dtaiiBl  pae 
aoffliaätea  paar  caadaaiaer  «a  nalbeureaz,  «eaTeat  vIcliaM  d'aae  la- 
iliHa  ddaeaciatieB  et  d'aae  Teageaaee  pefeeaaelle  ...«•  Mereatet  Ibt 
trte'pffobableoient  relAoh^,  apr6s  qaelqne  teaipe  de  e4i|ear  ea«efa  aeae 
lea  vadlea  hamidee  da  chdleaa  de  Eapelaieade.'* 

D'aprte  eee  t^aiolgnagea,  il  serait  diCficile  de  lelbaer  de  crolre  qae 
Geaard  Meraator  ete  en  effet  Toluet  de  paaiaallee  Jadleialree ; 
non«  pensont  tontefoia  qn^ellea  furent  bien  moina  grayet  qa'il  ne  fkt 
dil.  Ce  n'est.  du  reste,  qo'ft  la  «nite  de  la  mnrt  de  Charlea-Qafnt  qoe 
Mercator.  en  1559,  prit  le  parti  d  aller  vivre  ii  Duysbourp,  «or  la 
frontiere  d'AIieinagne,  qaoiqo'il  coatUia&t  toiyoara  de  pubUer  aea  traraox 
«cientifique«  ä  Aavera. 
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8UT  ia  gdographie ;  maia  houa  svons  UAt  oooitattre  le  notif  hoiu»- 
rabU  qui  t'einpdchait  de  niettre  au  jour  6e$  propres  ooTragm« 
dans  in  crainte  de  noir»  au  Uvre  ijue  veoail  de-  pabiier  «oo  ani 
Orteiiua 

II  Iravaillalt  avec  Initeur,  niai;»  avcc  persövt'raoce,  h  sa^ande 
coropo^hion,  qui  devait  renfcrmer  reiisemble  de  ses  ouvrage«» ; 
8on  ftge  avaiice  rendait  eii  effot  sa  luarche  intellectoelle  pluti^ 
difficile.  En  1592,  il  publia  Harmonie  ecauyeiif^uc ,  avaut  lo 
commencenient  des  froubles  de  Ia  Ciermanie.  8es  ideet^,  a  la  fiu 
de  aon  «ziateDce,  a*etaieiit  port^es,  corome  celle«  du  grand  rVei% - 
ton,  vers  le«  iip^ulationa  religieuses.  II  est  egalenieot  aoteur  de 
quelques  aotres  Ott?ragea  qui  ee  rapporteot  aux  coonaissaiiceä 
asc^tiquea. 

Sa  femme  »\  douce»  si  vertuease,  le  pn^oöda  daos  la  tombe; 
eile  mourut  eii  1586,  aprd«»  plus  de  cinquaofe  ann^es  de  maiiage. 
On  pourra  s'etonner  de  voir  cet  homnie  grave  et  severe  songer 
encore  ä  un  nouvel  hymeii  vers  la  ßn  de  son  exi^teiice.  Mala  ce 
changeroent  lui  devint  l'atal,  car  il  mourut  peu  de  teotpa  npr^a.  ^ 
TAge  de  plua  de  quatre»vingt*deuz  aaa^*). 

MMercator  fit  remarquer  le  premier  qo*il  fallait  dtendi«  le« 
degr^s  des  tndridieiis  d^aotaat  plua  qu'on  a'^loignait  davantagi»  de 
l'dqaateur,*'  dit  Moiitueta  ***).  On  lit,  d*une  aotre  part,  dans 
fEutd  ittr  FHUtoire  genitale  det  mathämati^ueSf  par  Boaaiit*|-) : 
„En  bornant  toojoura  lusage  des  caitea  platea  k  reprdaenter  de 
petUes  ^tendaea  de  terraio,  oo  poavalt  dviter  rinconTtf nlent  qn^elto« 
eot  d*ezprimert  par  des  lignes  Egales,  les  degrd«  des  deuz  eer- 


*)  Toici  Iva  priaeipavx  en^get  de  Mercators 
eMt  terretiiis  te^Uphtra  IMI  et  1561$ 

De  Um  anmtii  minmomlet.'  Lev.,  1552.  Gonnia,  en  IM8,  sTiic 
pnblie  oa  onYrage  tnr  le  mAme  «ojet; 

Chronotogia,  koe  est  iemparum  deaumtrotio  exaeiiutma,  a  mmmdt 
exordie  ad  ana.  1568.  Coloaiae,  1569,  lB*fel. ; 

Tabntae  geographieae  ad  meutern  Ptotemaei  reMtutae  1578,  in-fol. 

Uarmonia  evautjKitdlarum:  adv.  Curol.  Molioacoiii ,  1592.  l>ajr»> 
bourg,  iri-4''; 

Tuhnlae  ac  äescriptione»  geographiae,  4|uas  po«(ea  Atiantem  ia- 
.(cripsii,  cui  praemisU  Ubrum:  De  CteaUmne  ÜC  fiAfUd  mumÜt  159&. 
**)  II  wenrat  k  Dojaboarg,  le  2  d^eembre  MM, 
***)  Montucia,  tonte  11,  page  651. 
f)  ISeMOti  teme  l«*,  page  862. 
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eim  pardlAlaa  ^«i  termiiMnt  la  carte  notd  et  «od  et  donoer  la 
pioportion  eeofenable  aux  »zpfesBioDs  de  ces  degr^  Gdrard 
Mercateiygdegrapbe  deePaye-BaSy  eofit  laremarqoe»  quiest 
d'ailleara  fort  almple  et  fort  dl^entaire.  ^doaardWright,  le 
mAme  dont  il  reete  dea  obaervations  aatronoiaiques  parmi  cellea 
de  Boroceina,  d^veloppa  l*iddede  Mercator,  oa  plutAt  envisagea 
I«  qaeation  aoua  qd  noaveaa  point  de  vae.  „Ce  fat  en  1669  qoe 
pftmt  la  preml^  carte  hydrographique  dreaade  aalvaat  la  pro- 
jecHoa  k  laqoelle  on  a  coaaerTd  aoa  aom. 

Judocu s  H o n d i  u 8,  qui  tut  en  quelque  8orte  le  conünuateur  de 
Mercator,  etait  ne  en  1546,  a  VVaeken,  dans  les  Flandres;  il  &e 
distingua  de  bonne  heure  [lar  des  dispositions  extraordina'ircs 
pour  les  arts  du  desi«iii.  Los  troubles  de  sa  patrie  ie  port^rtiiitä 
se  refugier  en  Angleterre:  plus  tard,  il  aila  s'etablir  ä  Amsterdam 
et  s'y  fit  connaitre  par  ses  talents  pour  la  construction  des  cartcs 
göograpbiques.  II  pubüa,  sous  le  titre  Atlas  minor,  iii-4"  ub- 
long,  an  abrege  qui  a  ete  reimprimö  houvent;  od  iui  doit  encore 
plusieurs  autres  ouvrages  öuf  la  geographie  *).  II  mit  au  jour, 
en  1507,  en  langue  hollandaise,  uu  trait^  de  la  Construction  des 
t//ofjes  ou  il  fit  preuve  de  merite,  et  ii  s'occupa  avec  uri  egal  suc- 
<M  s  de  l  Hydrographie  de  l'univers.  C'eüt  t»n  1602  qu'ü  lit  paraltre 
a  Amsterdam  uiie  edition  in-folio,  plus  eteodue  de  Tatlas  de 
Gerard  IMercator  qui  eut  plusieiirs  ^ditions  successives.  II  y 
ajüuta  differehtes  cartes  qui  y  maoqaaient  eocore,  et  y  introdui^it 
des  changeroents  as^sez  notables.  L'oovrage  parut  sous  le  titre: 
Gerurdi  JHercatori*  Alias,  sive  Cosmoffrapkicae  meditatiotas  r/f 
fabricä  mundi  et  fabricati  figurä.  Foppeos  le  loue  peut  etre  avec 
exces  en  le  designant  corome  celeberrimis  aliarum  aetatum,  tum 
in  Bataciä  tum  apud  Europaeos  omnes,  cosmographicis  aequi' 
parandtts.  Montucla  dit  de  notre  geograpbe,  dans  ie  toiiie  II, 
pajje  335  de  soo  Uistoire  des  MathemnligMes:  „Peirese,  voulant 
laire  servir  les  satellites  de  Jupiter  a  la  determination  des  Ion- 
gitudes»  enecrivita  Hondius,  g^ograpbe  hoUandais  de  reputaliou." 

Pierre  MontanaadeGand,  qaipaaaaeaBollaadesaldaHoa- 


*)  II  BKrarat  4  Austerdam  le  16  f^vrier  1611,  et  laiiia  trois  Iiis. 
Ton,  dit  le  vteux^  aaquit  k  Gaad,  ea  1579,  et  fat  oa  gravear  distiaga^; 
rautro,  Reori  Hoadios,  dit  le  Jeunt,  fat  «apdriear  en  (aleat  k  saa  frAre; 
on  Iui  doit  un  grand  aonbre  de  gravnre«  et  nn  oavrage  flanaad  qui  fa| 
eradoit  ea  fran^ai«  soas  le  titre    Iniiitution  en  la  perspective,  162S. 

troitiiroe  liltt  Gailleaaie  HiiDdias«  se  disUngna  ^galement  ceaune 
gravenr. 
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diusapublier  son  Atlat  de  Mercator:  U  fit  parattre  en  1612  au 
'  ncdilentc  description  de  la  Belgique,  format  in-folio.  Fopp«ig, 
pa^  993«  la  rapporte  k  cette  ann^e,  et  Valere  Andre  k  1617; 
maia  c'^taient  probabieroent  dw  ^itioM  in-felio  dUlöreotaa. 

Dans  la  pröface  de  ieur  edition  de  iVlercator,  Hondius  dil, 
en  parlant deMontanus:  Iis vero  gravi  ratione  ducti  descripUanes 
alias,  aliä  methodo  latU  ut  nobu  quidem  videtur  arilßcioiäy  ad' 
juna-imus.  Eae  auiem  afßni  meo  Pelm  Montana  viro  (abat 
verbo  invidia)  cum  docto  et  pio,  tum  in  labore  indefesso,  dtbeit- 
ivr:  par  affiais  meu$  enlend-il  oii  parent  ou  aimpiement  uu  eolJa- 
borateur? 

On  trouve,  a  la  page  suivante  de  Tintroduction ,  des  nw 
grecB  et  latins  qui,  selon  Tusage  da  terops,  aoiit  adress^«  par 
Ieur  compatriotc,  Ic  famcux  Daniel  Heinsioa  de  Gand,  k  Pierra 
Montarius:  In  Gerardi  MercatorU  Flandri  aUaniem,  labmnPitn 
Montau  diUgeniiä  et  tumptu  Judod  Umdü  reeemier  idäm. 
Cette  iDäcriptioii  semblerait  faire  eotondre  que  la  partia  aclmtit- 
que  est  plutdt  due  äMontanoa  et  qae Hoodltt«  fenpllmit  Im 
foDctiooa  d'editeur*). 

Qaoi  qa'H  eo  seit,  nntrodtetieB  qa»  Hondlias  «  placte  «i 
Ute  de  l^^dHioii  de  IW  et  qai  parte  une  date  paeldiriMie,  «»t 
dcrite  d^nne  naalM  trte*eoDveneblet  ft  a  Mb6,  avec  eao  eoUa» 
bofateiirMeiitaiiiie,dereaiplif  IflalamesqoiaeprdeeDtaieBtdvi  i 
te  gnmd  miTfage  de  Mereeter,  et  epdcldleoieet  pow  fBipagie 
et  qaelqnea  ptrtiee  de  TAete,  de  l'AlUqee  et  de  VAmM^i  l  la 
net  ao-deeaiM  de  toae  lee  aatfee  oevragee  eosnne;  il  &'«■  «•  | 
eepte  pae  mdne  le  grand  oa?rage  d*0  rteiina.MereaterM  Mf  ! 
que  jamaia,  dit«il,  de  donner  am  la  prdcimoB  ddeirable  lae  It^-  i 
tadee  et  lea  latitodea  dee  lieex  qv'U  ddaigee  enr  eea  eatlw;  i 


')  Void  lea  Boto  que  l'an  tiaava  daaa  la  pcMut  da  l'Mf Ika  hT 
qui  parat  aa  iWi  Quoclrtm  ßimrtmwm  Umdmiäi  UU  funi,  gut  in  kAc 
itrU  detuättnmi;  ifUer  guoi  Abrahamu»  OrteUus»  Daniel  Cei/arlm. 
AHiktmiUi  Magütus,  Paului  Mmtia,  Petru$  Bertiut,  alUgue:  sedim- 
pHmU  mmHm  docassimut  mafhematfnts  Gprardus  Mercator, 
qnamvit  morte  pmepcfiHns  fieagraphicum  opus  suum  (cui  Atianiis 
nomen  fmfitUr)  ad  ftnem  perducere  non  potuii.  At  Jud actis  Hondius 
hujic  defectvm  snpplevit,  adJecUi  non  solum  iis  lahtdis  quae  aäoperii 
fattigium  desiderari  videbantur,  sed  etiam  accuralis  eorum  dt- 
»cripUOMibus,  upera  et  studio  Petri  Montani  elaboratts. 
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nolions  qui  se  trouvent  gMnlsniftvt  n^lig^  am  toBtot  las 
carte«  de  cetle  öpoque  % 

Dane  ooe  aotre  pr^ace,  en  töte  de  la  partie  qoi  eeoceme 
rAfrifueet  TAeie,  page33,  Uendiue  a'ezprlme  escore  afee  lee 
meines  ^logee  k  l'^gard  des  travaux  qu'il  präsente  au  public:  Ne 
tarnen  iUi  injuriam  fecü$e  videamur,  dit  II,  ipstus  intacias  reli- 
quimm,  nostrasgue  vel  subjunximns,  vel  suis  pnrticularibns  tabulis 
a  tioöU  delinealis  praeposuimui\  ui  iia  et  illius  honori  et  lecioriM 
utiHUtU  e$t€i  emuuHum,  etä  mm  imffraimm  mutrmm  iaborem 
iperamus  fore.  II  y  a  de  la  d^ltcsleeae  dans  ta  naol^  de  pro- 
iMer  de  neodine  etdereetime  peor  seo  iUoetre  eonpatrlete. 

Jede  Polemik  —  wio  eebeo  geee^  ^  ablehnend,  eeblieeaen 
wir  mit  den  folgenden  kanen  Bemerknogen« 

Die  in  der  vorliegenden  Schrift  erzäiilten  Geschicbteo  siud 
bis  ietst  fast  nirgends  literariaeh  ?erbSrgt.  —  Worauf  der  Herr 
Verbsaer  besonderen  Werth  legt,  nad  eigentlich  das  Einxige  oder 

wenigstens  VorzGglichste,  was  zum  Beweise  der  Ric^tigkeit  seiner 
Ansichten  cfienen  konnte,  sind  die  auf  8.  5.  mitgetbeilten  eigenen 
Worte  Mercators:  Obwohl  ich*  in  Flandern  fl^eboren 
bin,  so  sind  doch  die  Herzoge  von  Jülich  meine  ange- 
stammten Herren,  denn  unter  ihrem  Scbutse  bin  ich 
im  JOlieler  Lande  und  TOD  Jfilichacben  Eltern  eraevirt 
und  erzogen'*.  Aber  —  ganz  abgesehen  von  der  jedenfalls  ab- 
aicbtlicb  j^esucbten  und  herbeigezogenen ,  in  der  That  etwas 
komisch  sich  ausnehmenden  Entgegensetzung  der  Worte  gebaren 
und  anenft  —  cnfkeimt  doeh  wohl  Jeder  auf  den  araCen  Blick, 


•)  En  tanflem  promissus  Atla«  prodit  integer;  npiia  feliciasitnl'  (|ui- 
äeiii  a  doctistimo  V.  G.  Mercatore  iochoatam ,  a  oobU  aoteiii  nunc» 
Dee  jovante,  ad  laem  perdaetam.  Kos  enini  omnem  adhibaimus  dili- 
g-entinm,  at  reliqna  omnin  quac  ad  fiistii^inni  hofc  opcrl  impone ncltim 
deaidarabantiir,  qnnm  nccuraticaime  adjiingr  rf  ntnr.  Flagitabat  enim 
operit  hujus  dignilas,  ut  noo  «oluin  Eurupain  iniegram  (ciii  dcerat 
Hispaoia)  daremus:  «ed  etiem  reliquat  orbi«  parte«,  Africam  acitieel, 
ABinni  et  Amerironi  ad  Europiam  adjungcrrnins  Olffitrlllimtim  sfinc  nnbii 
futt  in  tant4  tabularum  Hiapaniae  penurid  quidquani  boni  et  certi  In 
▼nlgni  edere  qiiaroobrMD  licet  Gerard  ne  Mercator  vir  dnntlMi- 
not  etianmam  sepeistet  oatol,  Mqne  aibi.  neqae  alil«  simili  modo  hic 
•atiifacere  poaeet,  nna  ccrt6  pro  viril!  in  hiKce  partibus  deecrtl^endia. 
probaCleairaoa  qaoeque  suetores  eeqnati}  noatrum  laboreni  geographiae 
candidalia  noa  ingratom  fore  eperanitta.  Potaieaet  M'ereater  haae 
feUflias  latoor.  Qu!«  eoim  hojiia  aecurata«  dbacriplloaea,  dlligentian, 
coram  et  judiciiim  inltabitor?  Quam  nttldö,  qnnnt  ele;!^nter,  quam  ac- 
caratöi  quam  ad  aiDueeiiii,  qnanto  judicio  quidvia  fecU!  Laadatur  noa 
{mmerltö  Speeolam  orbla  a  Gerardo  de  Jodaeia  edltomi  landatar  Tiri 
dtlig«otitaiml  Abraiuiini  Orteiii  Thea  tr um:  Laadaalnr  et  alioram  non 
conteninenda  opera*  Sed  ai  cum  Mcrrntori«  opere  conferaa,  loogi 
haic  po«(pooeiMis  quivia  vel  medionriter  doctua  judiraUit.  In  illoramesim 
taMb  detnet  pleramqoi  longitndiaia  latilndiniaqae  gradaai  imo  «l  nki 
babanCsr,  alne  inenaurA  t^tiA  et  ordine  additi.  ümilla  et  alle  ia  qalbae 
aoeteram  negligeatiA»  vel  direcloria  iaadtiA  peccatam... 
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dass,  wenn  er  sagt:  „die  Hersoge  von  Ju'licb  seien  se'toe 
angestammten  Herren,  weil  er  unter  deren  Schutze  \m 
Jülichscbeii  Lande  und  von  Jfilicbachen  Eltern  erseuiEl 
fror  den  sei".  Dies  hier  in  der  lateiniech  TerraMten  ^WM» 
mntm^  seiner  „Tabulae  Gailiae  et.GermaniAe" (dock  wol4: 
an  die  genannten  Herren?  was   freilich  der  Herr  Verfasser  nicbf 
besonders  bemerkt)  nichts  mehr  und  nichts  weniger  als  eine  blosse 
Courtoitiie  ist  und  sein  soll.  —  Ferner  sleiit  ao  viel  fest,  dsx:^ 
Marcator  in  Rapelmoade»  walebea  in  OstflanderB  swl^ 
achen  Antwerpen  and  Gent  liegt,  geboren  ist,  and  am  Bndlr 
kann  doch   nur  der  Geburtsort  über  die  Landsmannschaft  ent- 
scheiden. —  Dann  scheint  aber  der  Herr  Verfasser  hauptsächlicb 
ganz  übersehen  zu  haben»  dass  Mcrcator  an  der  Spitze  der  be- 
rSbaiten  groaaen  flandrischea  Geograpbenaehule  atebt, weldit 
dar  Aaregnag  Kaiser  Karl  V  lediglieb  ihre  Entstehnng  verdnok^ 
und  zu  der  ausser  Mercator    Männer  wie  Judortis  Hondius 
aus  VVaeken,  Pierre  IVtontanus  aus  Gent,  A!irahr\m  O  r- 
telius  aus  An t werpen ,  Arnoldus  Myiius  aus  Vryem ocrs- 
heim«  Michel  Coignet  ans  Antwerpen»  Corneliaa  Jod« 
eben  da  her,  n.  s.  u.  <;ehurtcn.  —  Mercatora  langen  Anfenthaltt 
in  Antwerpen  gedenkt  der  Herr  Verfasser  gar  nicht;  seinen  Aufent- 
halt  in  Duisburg  zu  nehmen,  wa«  erst  im  Jahre  T559,  also  In 
«ioineni  47.  Lebensjahre  geschab,  nard  Mercator  nur  durch  die 
Unruhen  in  den  Niederlanden  veranlasst  oder  vielmehr  genutbigf^ 
um  dort  ruhiger  aeinen  wissenschaftlicbea  Arbeiten  leben  zo  koaneo» 
und  er  kam  daber  In  der  That  sehr  unfreiwillig  und  nur  notbge» 
druno^en  dorthin,  sein  dortiger  Aufenthalt  ist  deshalb  als  ein  rein 
zufäniircr  durch  die  Zeifumstfinde  ihm  leider  an  fj^en  ötbigter  zo 
betrachten,  so  wie  denn  sehr  viele  wissenschaltltcbe  Männer  in 
den  Niederlanden  aua  gleichen  Gründen  in  jener  Zeit  ihr  Vaterland 
aeitB-eilior      verlassen  genüthigt  waren,  was  Herr  Quetelet  aa 
veracbiedeaen  Beispielen  nachgewiesen  bat  (s.  oben  Houdioa). 

Alle  vorhergehenden  Mittheiiungen  haben  bei  dem  grossen 

Interesse,  welches  wir  selbst  an  der  Sache  nehmen,  keinen  anderen 
Zweck,  als  die  Kntscheidung  der  durch  die  rorlicm^ndo  SrliriTt  des 
Herrn  B  reusi  n  g  uns  ohne  zu  erwartenden  Widerspruch  noch  nicht 
entscbiedenaebel»  enden  Fra^e  so  ermöglichen  oder  wenigateaa 
an  erleichtera:  ob  nSmlich  die  Geschichte  dt  r  Mathematik 
u. s.  w. G.  M c r c a t o r  V on  j e t z  t  an  in  ihren  Ii  i'i c h e r n  als  e i n ea 
Flaniander  —  wie   seit  Jahrhunderten   liisher  itnmel 

geschehen  —  oder  als  einen  Deutschen  zu  verzeichnet 
eben  wird.  Und  wenn  aaeb  fOr  ans  bei  der  jetzigen  Lage  der 
Sache  es  kaum  sweifelhaft  ist»  wie  die  Entscheidnng  diesar 
Frage  dereinst  ausfallen  wird,  so  wollen  wir  doch  gern  in  aller 
Bescheidenheit  diese  lediijiieh  im  Interesse  der  besseren  Aufklärung 
dieses  Gegenstandes  von  uns  niedergeschriebenen  Beroerknnges 
mit  den  Worten  schliessen: 

Adhuc  sub  judice  Iis  est! 

Greifswaid  im  Juli  1869.  G  r  u  n  e  r  t. 
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